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引言

微分流形上处处非零的矢量场的积分曲线总是局部存在的.但把这一结论推广到 m 维子
空间场时, 可积性却是有条件的: m > 1 时子空间场未必处处与某个 m 维子流形相切.
Frobenius 定理给出分布可积的充要条件, 它把” 存在积分曲面” 转化为” 矢量场对易子封
闭” 这一可检验的代数条件, 是微分几何与广义相对论中判断可积性的标准工具.
本讲是《梁灿彬 Frobenius定理讲义-原文》的蒸馏版,只保留 Frobenius定理的矢量表述、
对偶表述及两条应用 (一阶偏微分方程组的可解性, 超曲面正交判据) 这条主线. 各结论
均给出完整自足的证明: 原文中引用外部文献的充分性证明与留作练习的一般对偶表述,
本讲都补全; 更完整的背景与例子见原文.

全篇主线

分布可积 ⇐⇒ 分布中矢量场的对易子封闭 ⇐⇒ 消灭余矢场的外微分可分解 ⇐⇒ 矢
量场超曲面正交.

第 1 节建立分布与可积性的概念; 第 2 节陈述并完整证明 Frobenius 定理的矢量表述; 第
3 节用它求解一阶偏微分方程组; 第 4-5 节给出对偶表述并由此得到超曲面正交判据; 第
6 节把对偶表述推广到一般维数.
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1
分布与可积性

1.1 基本概念

Def. 1 分布

给 n维流形M 的每点 p的切空间 Vp 指定一个 m维子空间 Wp ⊂ Vp,就得到M 上的
一个 m 维子空间场 W , 又称 m 维分布. W 称为 C∞ 的, 如果任一 p ∈ M 有邻域 U ,
其上存在 m 个 C∞ 矢量场 (e1)a, · · · , (em)a 使得对一切 q ∈ U , {(e1)a|q, · · · , (em)a|q}
是 Wq 的一组基矢. 今后谈到分布都指 C∞ 分布. M 上的 C∞ 矢量场 wa 称为属于 W
的 (记作 wa ∈ W ), 若 wa|p ∈ Wp 对一切 p ∈ M .

Def. 2 积分子流形与可积性

m 维嵌入子流形 S ⊂ M 称为 m 维分布 W 的积分子流形, 如果任一 q ∈ S 的切空间
TqS 重合于 Wq. W 称为可积的, 若对一切 p ∈ M 都有 W 的积分子流形 S 使 p ∈ S.
过 p 的积分子流形可以大小不一 (一个含于另一个中); 不含于更大的连通积分子流形
者称为最大的.

一维情形是熟知的: 处处非零的矢量场给出 1 维分布, 其积分子流形就是积分曲线, 它们
过每一点恰有一条, 因而是无条件可积的. 对 m ⩾ 2, 子空间场是” 平面场”, 平面随位置
扭转时未必拼成曲面 (图 1), 可积性成为需要判定的条件.

q
(e1)a
(e2)a

W

(a) 可积

扭转平面场

(b) 不可积

图 1: 2 维分布的可积与不可积. (a) 平行平面族: 每个平面都是积分曲面, 分布可积; (b)
平面场随位置扭转, 不存在处处与平面场相切的曲面, 分布不可积.

可积时, 过每一点还有唯一的最大积分子流形: 这是 Frobenius 定理整体表述的一个结论,
它把 M 分拆成” 叶子”, 每片叶子由最大积分子流形构成. 本讲只用其局部版本, 即只要
W 可积, 每点都落在某个积分子流形上.
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2
Frobenius定理:矢量表述

Thm. 1 Frobenius 定理, 矢量表述

n 维流形 M 上的 m 维分布 W 可积的充要条件是

[w,w′]a ∈ W, ∀wa, w′a ∈ W. (2.1)

Pf 必要性: 设 W 可积, 只须证 [w,w′]a|p ∈ Wp 对一切 p ∈ M . 取 W 的积分子流
形 S 使 p ∈ S. 嵌入子流形在含 p 处有切片坐标, 即存在 p 的坐标邻域 O ⊂ M 使
S∩O = {q : xm+1(q) = · · · = xn(q) = 0};于是前m个坐标基矢场 (∂/∂x1)a, · · · , (∂/∂xm)a

切于 S, 从而是 W 在 O 上的局部基矢场. 把 wa, w′a 在 O 上展开为

wa = wρ

(
∂

∂xρ

)a

, w′a = w′ρ
(
∂

∂xρ

)a

, (ρ 从1 到m 取和)

以 ∂a 代表该坐标系的普通导数算符 (坐标基矢场对易, 故对易子与导数算符无关), 则

[w,w′]a|p =
(
wb∂bw

′a − w′b∂bw
a
)

p
=
(
wb∂bw

′ρ − w′b∂bw
ρ
)

p

(
∂

∂xρ

)a∣∣∣∣∣
p

∈ Wp.

充分性要证的是: 对合条件(2.1) 足以保证过每点存在积分流形. 这需要把” 对合” 升级成
能写坐标的形式, 分三个引理进行.

Lem. 1 对合分布沿 flow 不变

设分布 W 对合, Xa ∈ W , θt 是 Xa 的 flow. 则 (θt)∗ 把 W 保持到 W : 对一切 t,
(θt)∗W |q = W |θt(q) (在 flow 有定义的范围内).

Pf 设 ωα
a (α = m + 1, · · · , n) 是 W 在 q 附近的一组处处独立的局部消灭余矢场 (局部

对偶标架的扩充), Y a|q ∈ Wq, 记 Y a(t) := (θt)∗Y
a|q. 令

gα(t) := ωα
a |θt(q)Y

a(t).

由 Y (t) 的定义与 Lie 导数的基本恒等式,
dgα

dt
= (LXω

α)a|θt(q)Y
a(t).

对任意 Za ∈ W , 由对合性与 ωα 消灭 W :
(LXω

α)aZ
a = Xb∂b(ωα

aZ
a) − ωα

a [X,Z]a = 0 − 0,

故 LXω
α 也消灭 W , 从而可表为 ωβ 的函数线性组合 LXω

α = ∑
β A

α
βω

β. 代入上式得
dgα

dt
=
∑

β

Aα
β(θt(q)) gβ(t),

即 gα 满足线性齐次常微分方程组, 而 gα(0) = ωα
a |qY a|q = 0, 故 gα ≡ 0. 于是 Y a(t) ∈ W

对一切 t.
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Lem. 2 对合分布有局部对易基

设分布 W 对合. 则任意 p ∈ M 的邻域上存在 m 个处处独立的矢量场 X1, · · · , Xm ∈
W 使 [Xi, Xj]a = 0, 且它们在每点张成 W .

Pf 归纳于 k = 1, · · · ,m. 取W 的局部基矢场 E1, · · · , Em. 归纳基础 k = 1: 取 X1 = E1
(重新归一化使处处非零). 设已构造 X1, · · · , Xk 处处独立、两两对易且张成 W 的 k 维子
分布 Wk, 并设 Ek+1 在 p 处不属于 Wk. 设 θi

t 是 Xi 的 flow, 取含 p 的横截于 X1, · · · , Xk

的 (n− k) 维切片 Σ, 在 Σ 上定义

Ψ(t1, · · · , tk, s) := θ1
t1 ◦ · · · ◦ θk

tk(s),

t 在小邻域内变动, s ∈ Σ. Ψ 在 (0, p) 处的微分把 ∂/∂ti 映成 Xi|p (线性无关), 把切 Σ 的
方向映成互补方向, 故满秩, Ψ 是局部微分同胚. 定义 W 中矢量场

Ẽ|Ψ(t,s) := (θ1
t1 ◦ · · · ◦ θk

tk)∗ Ek+1|s.

由引理 1 知 Ẽ 确实取值于 W . 沿每个 flow 拉回不变, 故 LXi
Ẽ = 0, 即 [Xi, Ẽ]a = 0 对

i ⩽ k. 又 Ẽ|p = Ek+1|p /∈ Wk|p, 故 X1, · · · , Xk, Ẽ 在 p 处独立, 在 p 的小邻域上亦处处独
立. 令 Xk+1 := Ẽ 即完成归纳.

Lem. 3 对易矢量场可局部坐标化

设 X1, · · · , Xm 是 n 维流形 M 上处处独立且两两对易的矢量场. 则任意 p ∈ M 的邻
域上存在坐标 (x1, · · · , xm, y1, · · · , yn−m) 使 Xi = ∂/∂xi 对一切 i 成立, 且 yα(p) = 0.

Pf 先取 p 处坐标 (ξ1, · · · , ξn) 使 Xi|p = ∂/∂ξi|p (这总可做到: 取 p 处余基 {µi} 使
µi(Xj|p) = δi

j, 再取函数 ξi 使 dξi|p = µi, 由逆函数定理 (ξi) 是局部坐标). 令 Σ :=
{q : ξm+1(q) = · · · = ξn(q) = 0}, 它是含 p 的 m 维切片, 以 (ξ1, · · · , ξm) 为坐标. 由于
[Xi, Xj] = 0, 对应的 flow 相互交换: θi

tiθ
j
tj = θj

tjθi
ti (两族 flow 都满足同一常微分方程, 由

解的唯一性). 定义

Φ(t1, · · · , tm, s) := θ1
t1 ◦ · · · ◦ θm

tm(s), s ∈ Σ,

由 flow 的交换性, Φ 对 ti 的偏导数恰为 Xi:

∂Φ
∂ti

(t, s) = Xi|Φ(t,s).

而 ∂Φ/∂sj 在 (0, p) 处等于 ∂/∂ξj|p, 故 dΦ 在 (0, p) 处满秩, Φ 是局部微分同胚. 于
是 (t1, · · · , tm, s1, · · · , sn−m) 是局部坐标, 且在此坐标下 Xi = ∂/∂ti. 重命名坐标即得
xi = ti, yα = sα, 并平移 s 使 yα(p) = 0.
充分性: 由引理 2, W 有局部对易基 X1, · · · , Xm; 由引理 3, 它们给出局部坐标
(x1, · · · , xm, y1, · · · , yn−m) 使 Xi = ∂/∂xi. 于是对任意常数 c = (c1, · · · , cn−m), 切
片

Sc := {q : y1(q) = c1, · · · , yn−m(q) = cn−m}

在每点 q 的切空间为 span{∂/∂xi|q} = span{Xi|q} = Wq, 故 Sc 是 W 的积分子流形. 过
任意 p 的切片取 cα = yα(p) 即含 p, 故 W 可积.
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一点说明

证明给出了积分子流形的显式形状: 可积分布局部就是一族” 水平切片”, 而充分性部分
的两条引理 (对合 ⇒ 对易基, 对易基 ⇒ 坐标基矢场) 正是把抽象的 W 还原成坐标切片
的过程. 这一思想在下一节还将直接使用.
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3
应用:一阶偏微分方程组

Thm. 2 一阶偏微分方程组的可解性

设 F (x, y, u), G(x, y, u) 是 3 元光滑函数, 满足(
∂F

∂y
+G

∂F

∂u

)
−
(
∂G

∂x
+ F

∂G

∂u

)
= 0. (3.1)

则对任意 q0 = (x0, y0, u0) ∈ R3, 存在方程组

∂u(x, y)
∂x

= F (x, y, u(x, y)), ∂u(x, y)
∂y

= G(x, y, u(x, y)) (3.2)

的解 u(x, y), 满足 u(x0, y0) = u0.

条件(3.1) 是解存在的必要条件: 若 u 是解, 对式(3.2) 两式分别求混合偏导并相减, 得到
∂2u

∂y∂x
= ∂F

∂y
+G

∂F

∂u
,

∂2u

∂x∂y
= ∂G

∂x
+ F

∂G

∂u
,

混合偏导相等 (函数 u 光滑) 即给出(3.1). 定理的结论是: 这个必要条件同时是充分的,
并且初值可以逐点取到. 证明的思路是把方程组的解几何化: 两个偏导数方程各要求曲面
u = u(x, y) 的切平面含一个方向, 两个方向合起来张成 2 维分布, 解的存在性就是分布的
可积性.
Pf 在 R3 上定义矢量场

(w1)a =
(
∂

∂x

)a

+ F (x, y, u)
(
∂

∂u

)a

, (w2)a =
(
∂

∂y

)a

+G(x, y, u)
(
∂

∂u

)a

. (3.3)

它们处处独立, 张成 2 维分布 W . 计算对易子 (坐标分量 x, y, u 从左到右; 用普通导数算
符):

[w1, w2]x = wb
1∂bw

x
2 − wb

2∂bw
x
1 = 0 − 0 = 0,

[w1, w2]y = wb
1∂bw

y
2 − wb

2∂bw
y
1 = 0 − 0 = 0,

[w1, w2]u = wb
1∂bw

u
2 − wb

2∂bw
u
1 = (∂xG+ F ∂uG) − (∂yF +G∂uF ) ,

故 [w1, w2]a = 0 等价于(3.1). 设(3.1) 成立, 则 W 对合, 由引理 3, 对任意 q0 存在 q0 邻域
上的坐标 (α1, α2, β) 使 wi = ∂/∂αi (i = 1, 2), 且切片 S := {β = β(q0)} 是过 q0 的积分曲
面, 以 (α1, α2) 为坐标. 在 S 上 x, y, u 都是 (α1, α2) 的函数, 由 wi = ∂/∂αi 作用于坐标函
数:

∂x

∂αi
= wi(x), ∂y

∂αi
= wi(y), ∂u

∂αi
= wi(u),

代入(3.3) 得
∂x

∂α1 = 1, ∂y

∂α1 = 0, ∂u

∂α1 = F ;

∂x

∂α2 = 0, ∂y

∂α2 = 1, ∂u

∂α2 = G.

(3.4)
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由此解得 x = α1 + c1, y = α2 + c2. 重选 α1, α2 (平移) 可使 x = α1, y = α2, 于是(3.4)
给出 ∂u/∂x = F , ∂u/∂y = G, 即 S 上由 u 决定的函数 u(x, y) 满足方程组(3.2). 又
q0 = (x0, y0, u0) ∈ S, 故 u(x0, y0) = u0.

(x, y) 平面

u

x

S : u = u(x, y)

q0

(w1)a(w2)a

(x0, y0)

图 2: 定理 2 的几何图像: 2 维分布 W 的积分曲面 S 过 q0 = (x0, y0, u0), 其切平面由
(w1)a, (w2)a 张成; 曲面给出满足方程组(3.2) 的函数 u(x, y), 且 u(x0, y0) = u0.
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4
消灭余矢场与对偶表述

以上讨论未涉及度规.先用余矢场的语言重新刻画可积性. 设W 是 n维流形M 上的 n−1
维分布. 满足

ωaw
a = 0, ∀wa ∈ W (4.1)

的余矢场 ωa 称为 W 的消灭 (annihilated) 余矢场. 在 p 的邻域上取基底场 {(eµ)a} 使
(eλ)a ∈ W (λ = 2, · · · , n), 并取对偶基底场 {(eµ)a}. 则 ωa 的第 λ 分量为 ωλ = ωa(eλ)a =
0, 故

ωa = ω1(e1)a. (4.2)
反过来, (e1)a 的任意函数倍都是消灭余矢场. 因而 V ∗

p 中消灭 Wp 的余矢构成 1 维子空
间: 消灭余矢场局部只有” 一个函数自由度”.

Thm. 3 对偶表述: n− 1 维情形

n 维流形 M 上的 n− 1 维分布 W 可积的充要条件是: 对 W 的任一 (可微的) 消灭余
矢场 ωa 及任意 p ∈ M , 存在 p 的开邻域 U 及 W 在 U 上的消灭余矢场 µa 和 U 上的
余矢场 ψa 使

dω = µ ∧ ψ. (4.3)

证明的枢纽是下面的恒等式, 它把对易子换算成外微分:
关键恒等式. 设 ωa 消灭 W , wa, w′a ∈ W , ∇a 为任意无挠导数算符. 则

ωa[w,w′]a = −(dω)ab w
aw′b. (4.4)

推导如下. 由(4.1) 对 wa ∈ W 求导得 ωa∇bw
a = −wa∇bωa. 于是

ωa[w,w′]a = ωa

(
wb∇bw

′a − w′b∇bw
a
)

= −w′awb∇bωa + waw′b∇bωa

= waw′b (∇bωa − ∇aωb) = −(dω)ab w
aw′b,

其中用了 (dω)ab = 2∇[aωb] = ∇aωb − ∇bωa (外微分与无挠算符的关系).
另一个所需的事实是正交补的双重对偶: 对有限维子空间 Wp ⊂ Vp, 矢量 ηa ∈ Vp 属于
Wp 当且仅当 ωaη

a = 0 对所有消灭 Wp 的余矢 ωa 成立 (在 n − 1 维情形, 消灭余矢构成
1 维子空间, 只需对一个非零消灭余矢检验).
Pf 由(4.4), W 可积 (等价于 [w,w′]a ∈ W 对一切 w,w′ ∈ W )等价于: 对一切 w,w′ ∈ W
与一切消灭余矢场 ω,

(dω)ab w
aw′b = 0.

即 dω 在 W ×W 上为零.
必要性: 设 dω 在 W × W 上为零. 在上面的基底 {(eµ)a} 下, 分量 (dω)λτ =
(dω)ab(eλ)a(eτ )b = 0 (λ, τ = 2, · · · , n), 故按对偶基底展开时不含 eλ ∧ eτ (λ, τ ⩾ 2)
的项:

(dω)ab = (dω)1ν (e1)a ∧ (eν)b, (对ν 从1 到n 取和)
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令 µa := (e1)a (消灭 W ), ψb := (dω)1ν(eν)b, 即得(4.3).
充分性: 设(4.3) 成立, 其中 µ 消灭 W . 则对 w,w′ ∈ W ,

(µ ∧ ψ)ab w
aw′b = µaw

a ψbw
′b − µbw

b ψaw
′a = 0 − 0 = 0,

故 dω 在 W ×W 上为零, W 可积.

M

S

q
(e1)a(e2)aTqS = Wq

q
S1

S2

S1 ⊂ S2

图 3: 积分子流形. (a) 嵌入子流形 S 在每点 q 的切空间重合于 Wq; (b) 过同一点 q 的积
分子流形可以大小不一, 一个含于另一个中.
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5
超曲面正交的判据

现在设 M 上有度规场 gab. 处处非零矢量场 νa 称为超曲面正交的, 若局部存在一族超曲
面处处与 νa 正交, 即 νa 在每点挑出与它正交的 n− 1 维子空间

Wp :=
{
wb ∈ Vp

∣∣∣ gabν
awb = 0

}
,

而相应的分布 W 可积. 记 υa := gabν
b. 由于 gabν

awb = υaw
a, υ 消灭 W ; 又消灭余矢构

成 1 维子空间 (式(4.2)), 任一消灭余矢场都是 υ 的函数倍. 超曲面正交性于是完全由 υ
的外微分刻画:

Thm. 4 超曲面正交的充要条件

(M, gab)上处处非零的 C∞ 矢量场 νa 是超曲面正交的充要条件是以下三条之任一 (其
中 υa = gabν

b):
(a) M 上有余矢场 ψa 使

dυ = υ ∧ψ, (5.1)
(b)

υ ∧ dυ = 0, (5.2)
(c) 设 ∇b 为任一无挠导数算符, 则

υ[a∇bυc] = 0. (5.3)

Pf 分四步.
(1) (a) ⇐⇒超曲面正交. 由定理 3, W 可积当且仅当对任一消灭余矢场 ω (即 ω = fυ)有
dω = µ∧ψ对某消灭W 的 µ成立. 若(5.1)成立,则 d(fυ) = df∧υ+f dυ = υ∧(df+fψ),
满足定理 3 的条件; 反过来, W 可积时取 ω = υ 即得(5.1). 故(5.1) 正是可积性, 即超曲
面正交性.
(2) (b) ⇐⇒ (c). 对 1-形式 υ 与 2-形式 dυ, 楔积的反对称分量形式为 (υ ∧ dυ)abc =
3υ[c(dυ)ab]; 又 (dυ)ab = 2∇[aυb], 故

(υ ∧ dυ)abc = 6υ[c∇aυb].

此式右边不依赖无挠算符的选择: 对另一无挠算符 ∇′, 差为 ∇bυc = ∇′
bυc + Cd

bcυd 且
Cd

bc = Cd
cb, 而

υ[aC
d

bc]υd = 0

(对 b, c 对称的 Cd
bc 与对 a, d 对称的 υaυd 作完全反对称化后收缩为零). 故 (b) 与 (c) 等

价.
(3) (a) ⇒ (b): 直接代入

υ ∧ dυ = υ ∧ (υ ∧ψ) = (υ ∧ υ) ∧ψ = 0.

11
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(4) (b) ⇒ (a): 在 p 邻域取对偶基底场 {(eµ)a} 使 (e1)a = υa (由(4.2) 的逆向论证, 这是
可能的). 把 dυ 展开:

dυ = 1
2

n∑
µ,ν=1

(dυ)µν e
µ ∧ eν =

n∑
ν=1

(dυ)1ν e
1 ∧ eν + 1

2

n∑
λ,τ=2

(dυ)λτ e
λ ∧ eτ ,

其中 (dυ)µν = (dυ)ab(eµ)a(eν)b. 由 (b) 得

0 = υ ∧ dυ = e1 ∧ dυ = 1
2

n∑
λ,τ=2

(dυ)λτ e
1 ∧ eλ ∧ eτ ,

e1 ∧ eλ ∧ eτ (λ, τ ⩾ 2) 线性无关, 故 (dυ)λτ = 0. 于是

dυ =
n∑

ν=1
(dυ)1ν e

1 ∧ eν = υ ∧ψ, ψ :=
n∑

ν=1
(dυ)1ν e

ν .

此即 (a).
判据 (c) 在 2 维流形上的含义是自动的: n = 2 时三个指标 a, b, c 反对称化的非零分量不
存在 (指标只有两个取值), 故 v[a∇bvc] = 0 恒成立. 因而 2 维流形上处处非零的矢量场
(如果存在) 必超曲面正交.

Σ1

Σ2

Σ3

p
Wp νa|p

超曲面族

图 4: 超曲面正交的矢量场 (二维截面示意). 超曲面族 Σ1,Σ2,Σ3, · · · 在每点 p 处的切空
间 Wp 都垂直于 νa|p; 在 n 维流形中, 这些曲面是 n− 1 维超曲面.
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6
Frobenius定理:对偶表述

定理 3 是 dimW = n − 1 特例下的对偶表述. 把它推广到一般 m 维情形, 只须把” 消灭
余矢构成 1 维子空间” 换成一般事实: Wp 的消灭余矢构成 V ∗

p 的一个 n − m 维子空间,
局部有处处独立的消灭余矢标架 µ1, · · · , µn−m. 所需的核心代数事实如下:

Lem. 1 2-形式的消没与分解

设 U 是 n 维线性空间 V 的 m 维子空间, 消灭子空间 U⊥ ⊂ V ∗ 的基为 µ1, · · · , µn−m.
则对 2-形式 η ∈ ∧2V ∗,

η|U×U = 0 ⇐⇒ η =
n−m∑
α=1

µα ∧ ψα

对某些 ψα ∈ V ∗ 成立 (系数已吸收进 ψα).

Pf 选 V 的基 (e1, · · · , en) 使 U = span{em+1, · · · , en}, 对偶基为 (e1, · · · , en), 则 U⊥ =
span{e1, · · · , en−m}. 展开 η = ∑

µ<ν ηµν e
µ ∧ eν . 由 eµ(eν) = δµ

ν , η 在 U × U 上为零等价
于全部系数 ηλτ = 0 (λ, τ ⩾ n−m+ 1), 等价于

η =
∑

α⩽n−m, ν

ηαν e
α ∧ eν =

∑
α

eα ∧
(∑

ν

ηανe
ν
)
,

即所要的分解. 反向直接展开 η = ∑
α µ

α ∧ ψα 在 U × U 上的值: 每项含因子 µα(w) 或
µα(w′), 均消灭 U 的元素, 故为零.

Thm. 5 Frobenius 定理, 对偶表述

n 维流形 M 上的 m 维分布 W 可积的充要条件是: 对 W 的任一 (可微的) 消灭余矢
场 ωa 及任意 p ∈ M , 存在 p 的开邻域 U 及 U 上 n − m 个处处独立的消灭余矢场
(µα)a 和 n−m 个余矢场 (ψα)b 使

dω = µα ∧ψα. (对α 从1 到n−m 取和) (6.1)

Pf 由定理 1, W 可积当且仅当 [w,w′]a ∈ W 对一切 w,w′ ∈ W 成立. 由正交补的双重对
偶 (矢量 ηa 属于 Wp 当且仅当被 Wp 的一切消灭余矢湮灭), 这等价于对一切 w,w′ ∈ W
与一切消灭余矢场 ω:

ωa[w,w′]a = 0.
由关键恒等式(4.4), 等价于对一切消灭 ω:

(dω)ab w
aw′b = 0, ∀w,w′ ∈ W,

即 dω 在 Wp ×Wp 上为零 (每点 p). 由引理 1, 这等价于 dω 在每点可分解为消灭余矢与
外积的和(6.1). 光滑性要求: 消灭余矢场在 U 上有处处独立的局部标架 (分布光滑), 引理
1 中的 ψα 由分量 ηαν 给出, 分量是 η = dω 在局部光滑对偶标架下的光滑函数, 故 ψα 光
滑.
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当 n − m = 1 时, 取和只剩一项, 定理 5 回到定理 3; 而定理 4 的 (a) 是它加上度规后的
具体实现. 三条主线于是汇合: 分布可积 (矢量表述), 消灭余矢场的外微分可分解 (对偶
表述), 矢量场超曲面正交 (度规表述), 是同一个几何事实的三种语言.
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结语

把全篇主线收拢为四步:

1. 分布可积等价于对合条件(2.1): 任意两个属于 W 的矢量场的对易子仍属于 W (定
理 1). 充分性的证明由两条引理完成: 对合分布有局部对易基 (引理 2), 对易基可经
flow 拼装为局部坐标基矢场 (引理 3); 积分流形就是坐标切片.

2. 一阶偏微分方程组(3.2) 有解当且仅当混合偏导相容条件(3.1) 成立; 它正是分布的矢
量场对易子为零 (定理 2). 方程组的可解性问题完全转化为分布的可积性问题.

3. 对偶表述把对易子换算成外微分 (关键恒等式(4.4)): W 可积当且仅当每个消灭余矢
场 ω 的外微分可分解为消灭余矢与外积 (定理 3, 定理 5).

4. 有度规时, 矢量场 νa 超曲面正交当且仅当 dυ = υ ∧ψ, 或等价地 v[a∇bvc] = 0 (定理
4) - 这是广义相对论中选择时间与空间坐标、判断时空分离是否可积的基本判据.

Frobenius定理是”何时存在积分子流形”的唯一答案,它的一端通向叶状结构与 de Rham
上同调, 另一端通向微分方程组的可积性理论. 掌握它, 就掌握了微分几何中” 局部坐标
化” 这一核心方法.
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