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1
群表示论的基本概念

1.1 同态映射

1.1.1 指数同态的核与像

习题 1.1 第 1 题

设f 是实数域的加法群(R,+) 到非零复数乘法群(C∗, ·) 的一个映射:

f(x) = e2πix, ∀x ∈ R.

(1)证明f 是一个同态; (2)求Ker f 和Im f ; (3)用C 表示复平面上的单位圆, 它对于复
数乘法成为一个群. 证明: R/Z ∼= C.

解答

解题思路：直接验证f 保持加法运算. 求核归结为解方程e2πix = 1, 求像归结为确定指
数函数在R 上的取值集合; 最后由群同态基本定理把商群R/Z 与像Im f 等同起来.
详细推导：

(1) 验证f 是同态. 对任意x, y ∈ R,

f(x+ y) = e2πi(x+y) = e2πix · e2πiy = f(x) f(y),

其中第二个等号用到指数运算律ea+b = eaeb. 又f(0) = e0 = 1, 故f 把加法群(R,+) 同
态地映入乘法群(C∗, ·), 即为所求的同态.
(2) 求Ker f 和Im f . 由核的定义,

Ker f = {x ∈ R | f(x) = 1} = {x ∈ R | e2πix = 1}.

对任意实数t, eit = 1 当且仅当cos t = 1 且sin t = 0, 即t = 2kπ 对某个k ∈ Z 成立. 于
是

e2πix = 1 ⇐⇒ 2πx = 2kπ ⇐⇒ x = k, k ∈ Z,

因此

Ker f = Z.
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求像. 一方面, 对任意x ∈ R,
|f(x)| = |e2πix| = 1,

故Im f ⊆ C. 另一方面, 任意z ∈ C 可写成z = eiθ (θ ∈ R); 取x = θ/(2π) ∈ R, 则

f(x) = e2πi·θ/(2π) = eiθ = z,

故C ⊆ Im f . 两者结合得
Im f = C,

即Im f 恰为复平面上的单位圆.
(3) 证明R/Z ∼= C. 先说明C 确实是C∗ 的子群: 单位复数之积仍为单位复数, 单位
元1 ∈ C, 且z−1 = z 的模仍为1. 由 (1) 与 (2), f 是R 到C∗ 的同态且Ker f = Z,
Im f = C. 根据群同态基本定理, f 诱导出同构

f̄ : R/Ker f −→ Im f, x+ Z 7−→ e2πix.

代入Ker f = Z, Im f = C, 即得
R/Z ∼= C.

1.1.2 模长归一化映射的核与像

习题 1.1 第 2 题

设ψ 是乘法群(C∗, ·) 到自身的一个映射:

ψ(z) = z

|z|
, ∀ z ∈ C∗.

(1) 证明ψ 是一个同态; (2) 求Kerψ 和Imψ; (3) 证明: C∗/R+ ∼= C, 其中R+ 是正实数

集, C 是复平面上的单位圆.

解答

解题思路：直接验证ψ 保持乘法运算, 关键是用到模的乘性|zw| = |z| |w|. 求核即解方
程z/|z| = 1, 求像则利用|z/|z|| = 1 且单位圆上的点都是不动点; 最后用群同态基本定
理.
详细推导：

(1) 验证ψ 是同态. 对任意z, w ∈ C∗,

ψ(zw) = zw

|zw|
= zw

|z| |w|
= z

|z|
· w

|w|
= ψ(z)ψ(w),

8
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其中第二个等号用到复数模的乘性|zw| = |z| |w|. 又

ψ(1) = 1
|1|

= 1,

故ψ 是乘法群C∗ 到自身的同态.
(2) 求Kerψ 和Imψ.

Kerψ = {z ∈ C∗ | ψ(z) = 1} =
{
z ∈ C∗

∣∣∣∣∣ z|z| = 1
}
.

方程 z
|z| = 1 等价于z = |z|. 由于z 6= 0, 右边|z| 是正实数, 故z 必为正实数, 即z ∈ R+;

反之, 若z ∈ R+, 则|z| = z, 从而 z
|z| = 1. 因此

Kerψ = R+.

求像. 对任意z ∈ C∗,

|ψ(z)| =
∣∣∣∣∣ z|z|

∣∣∣∣∣ = |z|
|z|

= 1,

故Imψ ⊆ C. 反之, 任意z ∈ C 满足|z| = 1, 于是

ψ(z) = z

|z|
= z

1
= z,

即单位圆上的点在ψ 下保持不动, 故C ⊆ Imψ. 因此

Imψ = C.

(3) 证明C∗/R+ ∼= C. 由 (1) 与 (2), ψ 是同态且Kerψ = R+, Imψ = C. 根据群同态
基本定理, ψ 诱导出同构

ψ̄ : C∗/R+ −→ C, zR+ 7−→ z

|z|
,

故

C∗/R+ ∼= C.

9
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1.1.3 行列式同态与特殊线性群

习题 1.1 第 3 题

设F 是一个域, 单位元记作1. 用SLn(F ) 表示行列式为1 的所有n 阶矩阵组成的集合,
证明:

SLn(F ) ◁GLn(F ), 且 GLn(F )/ SLn(F ) ∼= F ∗,

其中F ∗ 是F 的非零元组成的乘法群.

解答

解题思路：行列式函数det 是GLn(F ) 到F ∗ 的同态, 且是满射, 所以Im(det) = F ∗;
由SLn(F ) 的定义, Ker(det) = SLn(F ). 同态的核必是正规子群, 由此得到SLn(F ) ◁
GLn(F ); 再用群同态基本定理.
详细推导：

第一步: 行列式是满同态. 对任意A,B ∈ GLn(F ), 行列式的乘性给出

det(AB) = det(A) det(B),

且det(In) = 1, 故det 是GLn(F ) 到F ∗ 的群同态. 又对任意a ∈ F ∗, 对角矩阵

diag(a, 1, . . . , 1) ∈ GLn(F ), det
(
diag(a, 1, . . . , 1)

)
= a,

故det 是满射, 即
Im(det) = F ∗.

第二步: 求核并证明正规性. 由SLn(F ) 的定义,

Ker(det) = {A ∈ GLn(F ) | det(A) = 1} = SLn(F ).

同态的核必为正规子群: 对任意A ∈ GLn(F ), X ∈ SLn(F ),

det
(
AXA−1

)
= det(A) det(X) det(A)−1 = 1,

故AXA−1 ∈ SLn(F ). 因此
SLn(F ) ◁GLn(F ).

第三步: 应用群同态基本定理. 由基本定理, det 诱导出同构

GLn(F )/Ker(det) −→ Im(det),

10
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代入Ker(det) = SLn(F ), Im(det) = F ∗, 得

GLn(F )/ SLn(F ) ∼= F ∗.

1.2 群的线性表示的定义和例

1.2.1 实数加法群的 2次实表示

习题 1.2 第 1 题

求 (R,+) 的一个 2 次实表示.

解答

解题思路：将实数加法群的每一个元素 t 对应为平面上的旋转，旋转角为 t（弧度）.
旋转的复合恰好对应实数的加法，由此得到群同态.
详细推导：用 V 表示平面上以定点 O 为起点的所有定位向量组成的 2 维实线性空间
（即 V ∼= R2）. 任给 t ∈ R，令 σt 为平面上绕点 O 转角为 t 的旋转. σt 是 V 上的可

逆线性变换，其逆变换为 σ−t（反向旋转同一角度），故 σt ∈ GL(V ).
在标准正交基下，旋转 σt 的矩阵为

σt
.=

cos t − sin t

sin t cos t

 .
定义映射

φ : (R,+) → GL(V ), t 7→ σt.

由于旋转的复合满足 σt ◦ σu = σt+u（先转 u 再转 t 等价于一次转 t+ u），我们有

φ(t+ u) = σt+u = σtσu = φ(t)φ(u),

因此 φ 是 (R,+) 的一个群同态，即为一个 2 次实表示.
结果： Φ(t) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
定义了 (R,+) 的一个 2 次实表示. 这是课本例 3 的矩阵形

式.

1.2.2 实数加法群的 n次实矩阵表示

习题 1.2 第 2 题

求 (R,+) 的一个 n 次实矩阵表示.

11
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解答

解题思路：取 n 维实线性空间 V = Rn[x]（次数 < n 的实系数多项式全体），利用平

移作用 f(x) 7→ f(x + a) 构造表示. 平移算子是线性且可逆的，且平移的复合对应加
法.
详细推导：令 V = Rn[x] 为次数小于 n 的实系数多项式构成的 n 维线性空间. 任给
a ∈ R，定义

Ta : V → V, Ta(f(x)) = f(x+ a).

首先验证 Ta 是线性变换：对任意 f, g ∈ V 及 λ, µ ∈ R，

Ta(λf + µg) = (λf + µg)(x+ a) = λf(x+ a) + µg(x+ a) = λTa(f) + µTa(g).

其次，Ta 可逆：其逆变换为 T−a（因为 Ta(T−a(f(x))) = Ta(f(x−a)) = f((x−a)+a) =
f(x)），故 Ta ∈ GL(V ).
定义 φ(a) = Ta. 验证同态性质：

φ(a+ b)(f(x)) = Ta+b(f(x)) = f(x+ a+ b),

(φ(a) ◦ φ(b))(f(x)) = Ta(Tb(f(x))) = Ta(f(x+ b)) = f((x+ b) + a) = f(x+ b+ a).

由于实数加法可交换，f(x + a + b) = f(x + b + a)，故 φ(a + b) = φ(a)φ(b)，φ 是群
同态.
矩阵形式：取 V 的基 1, x, x2, . . . , xn−1. 利用二项式展开计算 Ta在此基下的矩阵 Φ(a)：

φ(a)1 = Ta(1) = 1,
φ(a)x = Ta(x) = x+ a,

φ(a)x2 = Ta(x2) = (x+ a)2 = x2 + 2ax+ a2,

...
φ(a)xn−1 = Ta(xn−1) = (x+ a)n−1

= xn−1 + C1
n−1x

n−2a+ · · · + Cn−2
n−1xa

n−2 + an−1.
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因此矩阵表示为

Φ(a) =



1 a a2 · · · an−1

0 1 2a · · · Cn−2
n−1a

n−2

0 0 1 · · · Cn−3
n−1a

n−3

0 0 0 · · · Cn−4
n−1a

n−4

... ... ... ...

0 0 0 · · · C1
n−1a

0 0 0 · · · 1



,

其中第 (i, j) 元（i, j = 0, 1, . . . , n− 1，对应基向量 xi 和 xj）为

Φ(a)ij =

Cj−i
j a j−i, i ≤ j,

0, i > j.

该矩阵是上三角矩阵，对角线全为 1，因此 detΦ(a) = 1 6= 0，与 Ta ∈ GL(V ) 一致.
结果： φ : (R,+) → GL(n,R)，φ(a) = Φ(a) 是 (R,+) 的一个 n 次实矩阵表示.

1.2.3 实数加法群的无限维实表示

习题 1.2 第 3 题

求 (R,+) 的一个无限维实表示.

解答

解题思路：将第 2 题中的多项式空间从有限维推广到无限维，即取全体实系数多项式
构成的空间 V = R[x]. 平移算子在此无限维空间上同样定义了一个表示.
详细推导：取 V = R[x]，即所有实系数多项式（不论次数）构成的无限维实线性空间.
任给 a ∈ R，定义平移变换

Ta : R[x] → R[x], Ta(f(x)) = f(x+ a).

与第 2 题完全相同：Ta 显然是线性变换；T−a 是 Ta 的逆变换，故 Ta ∈ GL(R[x]). 令

φ : (R,+) → GL(R[x]), φ(a) = Ta.

同态性质验证同第 2 题：

φ(a+ b)(f) = f(x+ a+ b) = Ta(f(x+ b)) = φ(a)
(
φ(b)(f)

)
,

13



群表示论习题整理与解答 群表示论的基本概念

故 φ(a+ b) = φ(a)φ(b).
结果： φ(a)(f(x)) = f(x + a) 定义了 (R,+) 的一个无限维实表示. 这是第 2 题有限
维情形在次数无界时的自然推广——基 {1, x, x2, . . .}是无限集，φ(a)在该基下的矩阵
是无限阶上三角矩阵.

1.2.4 例题与已求表示的忠实性

习题 1.2 第 4 题

在例 1 至例 4 以及上面第 1, 2, 3 题中，哪些表示是忠实的？

解答

解题思路：一个表示 φ 忠实当且仅当 Kerφ = {e}（对加法群即 Kerφ = {0}）. 逐一
计算每个表示的核即可.

课本例 1–例 4 回顾（§1.2 群的线性表示的定义和例）：
例 1（1 次实表示）：fa : (R, +) → R∗，fa(x) = eax，其中 a ∈ R 为固定参数.
例 2（1 次复表示）：fa : (R, +) → C∗，fa(x) = eiax，其中 a ∈ C 为固定参数.
例 3（2 次实表示）：φ : (R, +) → GL(2,R)，Φ(t) =

( cos t − sin t
sin t cos t

)
.

例 4（n 次实表示）：φ : (R, +) → GL(Rn[x])，φ(a)(f(x)) = f(x + a).

（一）课本例 1的忠实性.
fa(x) = eax. 核为

Ker(fa) = {x ∈ R | eax = 1}.

• 当 a 6= 0 时：eax = 1 ⇐⇒ ax = 0 ⇐⇒ x = 0（因为指数函数 ey = 1 当且仅当
y = 0）. 故 Ker(fa) = {0}，fa 是忠实的.

• 当 a = 0 时：f0(x) = e0·x = 1 对一切 x ∈ R 成立. 故 Ker(f0) = R，这是平凡表
示，不是忠实的.

（二）课本例 2 的忠实性.
fa(x) = eiax，其中 a ∈ C. 核为

Ker(fa) = {x ∈ R | eiax = 1}.

• 当 a = 0 时：f0(x) = 1，Ker(f0) = R，不是忠实的.
• 当 a 6= 0 时：将 a 写为实部和虚部 a = a1 + ia2（a1, a2 ∈ R 且不全为零）. 则

eiax = ei(a1+ia2)x = e−a2x · eia1x = e−a2x
[
cos(a1x) + i sin(a1x)

]
.
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于是 eiax = 1 等价于模长为 1 且辐角为 2kπ (k ∈ Z)：e−a2x = 1,

a1x = 2kπ, k ∈ Z.

由第一式 e−a2x = 1 ⇐⇒ a2x = 0.

– 若 a2 6= 0（即 a 不是实数）：则 a2x = 0 ⇐⇒ x = 0. 此时必有 x = 0，故
Ker(fa) = {0}，fa 是忠实的.

– 若 a2 = 0（即 a = a1 ∈ R\{0}）：则 e−a2x = 1对任意 x成立，仅需 a1x = 2kπ.
故

Ker(fa) =
{2kπ
a1

∣∣∣∣ k ∈ Z
}

6= {0},

即核为非零离散子群，fa不是忠实的. 几何上看，当 a为非零实数时，x 7→ eiax

将 R 映到单位圆 S1，具有周期 2π/|a|，因此不是单射.

（三）课本例 3 的忠实性.
Φ(t) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
. 核为

Ker(φ) = {t ∈ R | Φ(t) = I2}.

Φ(t) = I2 要求 cos t = 1 且 sin t = 0，即

t = 2kπ, k ∈ Z.

故 Ker(φ) = {2kπ | k ∈ Z} 6= {0}，φ 不是忠实的. 旋转表示具有周期 2π，这不是单
射.
（四）课本例 4 的忠实性.
φ(a)(f(x)) = f(x+ a) 作用于 Rn[x]. 核为

Ker(φ) = {a ∈ R | Ta = id}.

Ta = id 意味着对一切 f ∈ Rn[x] 均有 f(x+ a) = f(x). 特别地，取 f(x) = x（它属于

Rn[x] 只要 n ≥ 2），则
Ta(x) = x+ a = x =⇒ a = 0.

故 Ker(φ) = {0}，φ 是忠实的. 平移算子能够忠实地记录 a 的信息——不同的 a 产生

不同的平移变换.

补充说明：即使 n = 1（即 V = R1[x] 为常数多项式空间），此时 φ(a) = id 对一切 a 成立，不是忠实

的. 但例 4 通常取 n ≥ 2，以上分析针对的是一般情形.
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（五）第 1题的忠实性（2 次旋转表示）.
第 1 题的表示与例 3 本质相同（均为旋转表示），故 Ker(φ) = {2kπ | k ∈ Z} 6= {0}，
不是忠实的.
（六）第 2 题的忠实性（n 次多项式平移表示）.
第 2 题的表示与例 4 完全相同（实际上题目就是要求写出其矩阵形式），故 Ker(φ) =
{0}，是忠实的.
（七）第 3 题的忠实性（无限维多项式平移表示）.
第 3 题的构造与例 4 同理，只需将 f(x) = x 代入：若 Ta = id，则 f(x + a) = f(x)
对一切多项式成立，特别地取 f(x) = x 得 x + a = x，故 a = 0. 因此 Ker(φ) = {0}，
是忠实的. 无限维空间不影响忠实性——判断忠实性的关键是「Ta = id =⇒ a = 0」，
而这仅依赖于是否存在一个能区分不同 a 的函数（取 f(x) = x 即可）.

结果汇总：

表示 忠实性 核

例 1 (a 6= 0) 忠实 {0}

例 1 (a = 0) 不忠实 R

例 2 (a = 0) 不忠实 R

例 2 (Im a 6= 0) 忠实 {0}

例 2 (a ∈ R \ {0}) 不忠实 2π
a1
Z

例 3 不忠实 2πZ

例 4 忠实 {0}

第 1 题 不忠实 2πZ

第 2 题 忠实 {0}

第 3 题 忠实 {0}

1.2.5 整数加法群的 1次复表示及忠实性

习题 1.2 第 5 题

任意给定 λ ∈ C∗，令

φλ : (Z,+) → C∗, n 7→ λn.

说明 φλ 是 (Z,+) 的一个 1 次复表示. 讨论 φλ 何时是忠实的.

解答

解题思路：先验证 φλ 是群同态，再通过分析核 Ker(φλ) = {n ∈ Z | λn = 1} 来确定
忠实性条件.
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详细推导：

第一步：验证 φλ 是 1 次复表示.
C∗ = C \ {0} 在乘法下构成群，且 C∗ ∼= GL(1,C)（1 维可逆线性变换即非零复数的乘
法）. 对任意 n,m ∈ Z，

φλ(n+m) = λn+m = λn · λm = φλ(n)φλ(m).

且 φλ(0) = λ0 = 1（单位元映到单位元）. 因此 φλ 是 (Z,+) 的一个 1 次复表示.
第二步：分析核.

Ker(φλ) = {n ∈ Z | φλ(n) = 1} = {n ∈ Z | λn = 1}.

核的结构完全由 λ 在 C∗ 中的性质决定：

• 若 λ = 1：则 λn = 1 对所有 n ∈ Z 成立，Ker(φ1) = Z. 这是平凡表示.
• 若 λ = −1：则 λn = (−1)n. (−1)n = 1 ⇐⇒ n 为偶数，故 Ker(φ−1) = 2Z（全体
偶数）.

• 若 λ 是 m 次本原单位根（m ∈ N∗，即 λm = 1 且对任意 1 ≤ k < m 有 λk 6= 1）：
则

λn = 1 ⇐⇒ m | n,

故 Ker(φλ) = mZ（m 的倍数全体）.
• 若 λ 不是任何正整数次单位根：即对任意 k ∈ N∗ 均有 λk 6= 1. 此时对任意
n ∈ Z \ {0}，

– 若 n > 0，则 λn 6= 1（因为 λ 不是 n 次单位根）；

– 若 n < 0，设 n = −m（m > 0），则 λn = λ−m = (λm)−1. 若 λn = 1，则
λm = 1，矛盾. 故 λn 6= 1.

因此 Ker(φλ) = {0}.

第三步：忠实性条件.
表示 φλ 忠实 ⇐⇒ Ker(φλ) = {0} ⇐⇒ 对任意 n ∈ Z \ {0} 均有 λn 6= 1. 用 Z∗ 记

Z \ {0}，此条件等价于：
∀n ∈ Z∗, λn 6= 1.

这又等价于：λ 不是任何正整数次单位根，即

∀m ∈ N∗, λm 6= 1.

换言之，φλ 是忠实的当且仅当 λ 在 C∗ 中的乘法阶是无限的（或 λ 根本不是一个单

位根）.
一些典型例子：
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• λ = 2：2n 6= 1 对所有 n 6= 0 成立，φ2 是忠实的.
• λ = e：同样忠实.
• λ = e2πi（即 λ = 1）：φ1 是平凡表示，不忠实.
• λ = e2πi/m（m 次本原单位根）：Ker = mZ，不忠实.
• λ = e2πiα 其中 α ∈ R \ Q（无理数）：对任意 n 6= 0，nα /∈ Z，故 λn = e2πinα 6= 1.
因此 φλ 是忠实的.

结果： φλ(n) = λn 是 (Z,+) 的 1 次复表示. 它忠实的充要条件是

λ 不是m 次单位根, ∀m ∈ N∗,

即 λ 在乘法群 C∗ 中的阶为无穷大（或说 λ 不是单位根）.

1.3 群的线性表示的结构

1.3.1 置换表示的不变子空间与直和分解

习题 1.3 第 1 题

设群 G 作用在 Ω = {x1, . . . , xn} 上, 并由此得到域 K 上的置换表示 (φ, V ). 令

V1 =
〈

n∑
i=1

xi

〉
, V2 =

{
n∑
i=1

aixi

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ai = 0
}
.

证明 V1, V2 都是 G 不变子空间. 若 charK ∤ n, 证明 φ = φV1 ⊕ φV2 .

解答

(1) 显然 V1 和 V2 都是 V 的子空间. 任给 g ∈ G, 有

φ(g)
(

n∑
i=1

xi

)
=

n∑
i=1

g ◦ xi, φ(g)
(

n∑
i=1

aixi

)
=

n∑
i=1

ai (g ◦ xi),

由于 g ◦ xi = g ◦ xj ⇐⇒ g−1 ◦ (g ◦ xi) = g−1 ◦ (g ◦ xj) ⇐⇒ xi = xj, 因此 V1 是 φ(g)
的不变子空间, 且 φ(g)|V1 = 1V1 ; V2 是 φ(g) 的不变子空间. 从而 V1, V2 都是 G 不变子

空间.
(2) 设域 K 的特征不能整除 n, 则 n1 6= 0, 其中 1 是 K 的单位元. 记 ā =
(n1)−1∑n

i=1 ai, 则
n∑
i=1

aixi =
n∑
i=1

(ai − ā)xi +
n∑
i=1

āxi.
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由于
n∑
i=1

(ai − ā) =
n∑
i=1

ai −
n∑
i=1

ā = (n1)ā− nā = 0,

因此
∑n
i=1(ai − ā)xi ∈ V2. 显然

∑n
i=1 āxi ∈ V1. 从而 V = V1 + V2.

任给
∑n
i=1 aixi ∈ V1 ∩ V2, 则 a1 = a2 = · · · = an, 且 ∑n

i=1 ai = 0. 从而 na1 = 0, 即

(n1)a1 = 0.

由于 n1 6= 0, 因此 a1 = 0. 于是 ∑n
i=1 aixi = 0. 所以 V1 ∩ V2 = {0}. 从而

V = V1 ⊕ V2.

因此

φ = φV1 ⊕ φV2 .

1.3.2 对称群 3元置换的 2次复表示

习题 1.3 第 2 题

利用第 1 题, 求 S3 的一个 2 次复表示及其矩阵表示.

解答

令 S3 自然作用在 {x1, x2, x3} 上. 第 1 题中的

V2 = {a1x1 + a2x2 + a3x3 | a1 + a2 + a3 = 0}

是 2 维不变子空间. 取基

v1 = x1 − x2, v2 = x1 − x3.

对生成元 (12), (123) 计算得

φ2((12))v1 = −v1, φ2((12))v2 = −v1 + v2,

φ2((123))v1 = −v1 + v2, φ2((123))v2 = −v1.

故所求矩阵表示为

Φ2((12)) =

−1 −1

0 1

 , Φ2((123)) =

−1 −1

1 0

 .
其余元素的矩阵由这两个生成元的矩阵相乘得到.
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1.3.3 一般线性群在矩阵空间上的共轭表示

习题 1.3 第 3 题

令 φ(A)X = AXA−1, 其中 A ∈ GLn(K), X ∈ Mn(K). 证明这给出 GLn(K) 的 n2 次

K 表示. 再证明零迹子空间 M0
n(K) 与 〈I〉 不变; 当 charK ∤ n 时, 给出相应的直和分

解.

解答

对 A,B ∈ GLn(K),

φ(AB)X = (AB)X(AB)−1 = A(BXB−1)A−1 = φ(A)φ(B)X.

且 φ(A)−1 = φ(A−1), 所以这确为表示, 其次数为 dimK Mn(K) = n2.
由迹的循环不变性,

tr(φ(A)X) = tr(AXA−1) = tr(X),

故 M0
n(K) 不变. 又 φ(A)(cI) = cI, 故 〈I〉 不变. 当 charK ∤ n 时,

X = tr(X)
n1K

I +
(
X − tr(X)

n1K
I
)
,

右侧第二项零迹. 此外, cI ∈ M0
n(K) 蕴含 nc = 0, 从而 c = 0. 因而

Mn(K) = 〈I〉 ⊕ M0
n(K), φ = φ〈I〉 ⊕ φM0

n(K).

1.3.4 正交群共轭表示的对称与反对称分解

习题 1.3 第 4 题

将上题限制为 O(n) 在 Mn(R) 上的共轭表示. 证明零迹对称矩阵空间 M+
n (R) 和反对

称矩阵空间 M−
n (R) 不变, 给出直和分解, 并求一个 1

2n(n− 1) 次实表示.

解答

对 A ∈ O(n), 有 A−1 = AT. 若 XT = X, 则

(AXA−1)T = AXTA−1 = AXA−1.

共轭又保持迹, 因而 M+
n (R) 不变. 同理, XT = −X 时

(AXA−1)T = −AXA−1,
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故 M−
n (R) 不变.

由第 3 题及
X = X +XT

2
+ X −XT

2
(X ∈ M0

n(R)),

得到

Mn(R) = 〈I〉 ⊕ M+
n (R) ⊕ M−

n (R).

矩阵 Eij − Eji (1 ≤ i < j ≤ n) 构成 M−
n (R) 的一组基, 所以

dim M−
n (R) = n(n− 1)

2
.

故 φM−
n (R) 是所求的实表示.

1.3.5 一般线性群的自然忠实不可约表示

习题 1.3 第 5 题

设 φ(A)α = Aα, 其中 A ∈ GLn(K), α ∈ Kn. 证明这是 GLn(K) 的忠实 n 次不可约表

示.

解答

同态性质显然. 若 A ∈ Kerφ, 则 Aα = α 对一切 α ∈ Kn 成立, 故 A = I. 所以 φ 忠

实.
设 0 6= U ⊆ Kn 是不变子空间, 并取 0 6= u ∈ U . 对任意 0 6= v ∈ Kn, 分别把 u, v 扩充

为 Kn 的一组基, 即可取到 A ∈ GLn(K) 使 Au = v. 由不变性 v ∈ U . 因此 U 包含一

切非零向量, 即 U = Kn. 所以表示不可约.

1.3.6 矩阵空间左乘表示的列分解

习题 1.3 第 6 题

定义 ψ(A)X = AX (A ∈ GLn(K), X ∈ Mn(K)). 对每个 j, 令 M(j)
n (K) 为只有第 j 列

可非零的矩阵空间. 证明 ψ 分解为 n 个不可约子表示, 且每个都与第 5 题等价.

解答

有 ψ(AB)X = A(BX) = ψ(A)ψ(B)X, 且 ψ(A)−1 = ψ(A−1), 故 ψ 是 n2 次表示. 左乘
矩阵不混合各列, 所以每个 M(j)

n (K) 都不变. 每个矩阵按列唯一分解, 因而

Mn(K) = M(1)
n (K) ⊕ · · · ⊕ M(n)

n (K), ψ = ψ1 ⊕ · · · ⊕ ψn.
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定义

σj

(
n∑
i=1

xiEij

)
=

n∑
i=1

xiεi.

这是 M(j)
n (K) 到 Kn 的线性同构, 并且

σj
(
ψj(A)X

)
= Aσj(X) = φ(A)σj(X).

故 ψj 与第 5 题的自然表示等价, 从而每个 ψj 不可约.

1.3.7 2阶零迹矩阵空间上的共轭表示不可约

习题 1.3 第 7 题

当 K = C, n = 2 时, 证明 GL2(C) 在 M0
2(C) 上的共轭子表示不可约.

解答

令

H =

1 0

0 −1

 , E = E12, F = E21.

则 H,E, F 构成 M0
2(C) 的一组基. 设 0 6= U ⊆ M0

2(C) 为不变子空间, 并取

0 6= B = aH + bE + cF ∈ U.

对 Dt = diag(t, 1) (t ∈ C∗), 有

DtBD
−1
t = aH + tbE + t−1cF ∈ U.

取三个不同的非零 t, 由相应的 Vandermonde 方程组可分离非零的权分量. 因而若 b

或 c 非零, 则 U 含有 E 或 F ; 交换两坐标可使其含有 E. 若 b = c = 0, 则 H ∈ U , 而
1 s

0 1

H
1 −s

0 1

 = H − 2sE

给出 E ∈ U .
最后, 用置换矩阵共轭 E 得 F ∈ U , 再由

1 0

s 1

E
 1 0

−s 1

 = E − sH − s2F
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得到 H ∈ U . 所以 U 含有基 H,E, F , 即 U = M0
2(C). 表示不可约.

1.3.8 对称群标准置换分量的不可约性

习题 1.3 第 8 题

设 n ≥ 3 且 charK ∤ n. 证明 Sn 的 n 次置换表示分解为主表示与一个 n − 1 次不可
约子表示的直和.

解答

沿用第 1 题的记号. 已有 V = V1 ⊕ V2, 其中 V1 给出主表示, dim V2 = n − 1. 只须证
明 V2 上的子表示不可约.
设 0 6= U ⊆ V2 不变, 并取 α = ∑

i aixi ∈ U \ {0}. 因为 ∑
i ai = 0, 各 ai 不全相同. 不

妨设 a1 6= a2. 则
φ((12))α− α = (a2 − a1)(x1 − x2) ∈ U.

故 x1−x2 ∈ U . 再对 Sn中元素作用,一切 xi−xj 均属于 U . 特别地, x1−x2, . . . , x1−xn
是 V2 的一组基, 所以 U = V2.

1.4 Abel群的不可约表示

1.4.1 有限 Abel群的所有 1次复表示

习题 1.4 第 1 题

求 (2, 2) 型、(2, 4) 型、(2, 2, 2) 型、(3, 3) 型 Abel 群, 以及加法群 Znp 的所有 1 次复表
示.

解答

取 ω = e2πi/3, ζp = e2πi/p. 对各直积因子, 一个 1 次表示由生成元的像唯一决定, 且该
像的阶必须整除生成元的阶. 因而全部表示可写为

(2, 2) : φr,s(aubv) = (−1)ru+sv, r, s, u, v ∈ {0, 1};

(2, 4) : φr,s(aubv) = (−1)ruisv, r, u ∈ {0, 1}, s, v ∈ {0, 1, 2, 3};

(2, 2, 2) : φr(at1bt2ct3) = (−1)r1t1+r2t2+r3t3 ;

(3, 3) : φr(at1bt2) = ωr1t1+r2t2 .
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后三式中的所有指标分别在 {0, 1} 或 {0, 1, 2} 中取值. 对加法群 Znp , 全部表示为

φb(c) = ζ b1c1+···+bncn
p , b, c ∈ Znp .

反之, 标准基向量的像均为 p 次单位根, 故每个 1 次表示必且只可能为上述形式.

1.4.2 初等 Abel群非平凡 1次表示的核

习题 1.4 第 2 题

设 G 是 pn 阶初等 Abel 群. 证明任一非平凡 1 次复表示 φ 满足 | Kerφ| = pn−1.

解答

将 G 写为

G = 〈a1〉 × · · · × 〈an〉, |〈aj〉| = p.

令 ζp = e2πi/p. 则
φ(at11 · · · atnn ) = ζr1t1+···+rntn

p .

非平凡性说明某个 rj 6= 0, 因而 Imφ 是非平凡的 p 阶循环群. 由同态基本定理,

| Kerφ| = |G|
| Imφ|

= pn

p
= pn−1.

1.4.3 忠实 1次表示推出有限 Abel群循环

习题 1.4 第 3 题

设 G 是有限 Abel 群. 证明若 G 有忠实的 1 次复表示, 则 G 是循环群.

解答

设 φ : G → C∗ 忠实. 则 Kerφ = {e}, 从而

G ∼= Imφ.

右侧是 C∗ 的有限子群. 设其阶为 m, 则其中每个元素均为 zm = 1 的根; 这些根构成
由本原 m 次单位根生成的循环群. 故 Imφ 循环, 从而 G 循环.

1.5 非 Abel群的不可约表示的一些构造方法
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1.5.1 对称群的所有 1次复表示

习题 1.5 例 1

求 n 元对称群 Sn (n ≥ 3) 的所有 1 次复表示.

解答

设 φ : Sn → C∗ 是 1 次复表示. 因为 C∗ 为 Abel 群, 对任意 x, y ∈ Sn,

φ([x, y]) = φ(x)φ(y)φ(x)−1φ(y)−1 = 1.

所以 S′
n ⊆ Kerφ. 这说明所有 1 次表示都经由商群 Sn/S′

n 分解.
下面严格按教材思路证明 S′

n = An. 由于 Sn/An 是 2 阶循环群, 它是 Abel 群, 因而

S′
n ⊆ An.

另一方面, An 由所有 3-轮换生成. 对互异的 i, j, k,

(ijk) = (ik)(ij) =
[
(jk)(ij)(jk)−1

]
(ij)−1 ∈ S′

n.

故 An ⊆ S′
n, 从而 S′

n = An.
于是每个 1 次表示唯一地由 Sn/An

∼= C2 的 1 次表示提升而来. 后者只有两个: 主表
示 φ0, 以及由

φ1((12)An) = −1

确定的非平凡表示. 因而 Sn 的全部 1 次复表示为

φ0(σ) = 1, φ1(σ) =

1, σ ∈ An,

−1, σ /∈ An.

即主表示与符号表示.

1.5.2 交错群 4元置换的所有 1次复表示

习题 1.5 第 1 题

求 A4 的所有 1 次复表示. 已知

A′
4 = {I, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
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解答

记 N = A′
4. 则 A4/N 是 3 阶循环群, 其陪集为

N, (123)N, (132)N.

令 ω = e2πi/3. 商群的三个 1 次表示由

φr((123)N) = ωr, r = 0, 1, 2,

给出. 提升后得到全部表示

φr(σ) = φr(σN), r = 0, 1, 2.

其中 φ0 为主表示; φ1 在 N 上取 1, 在 (123)N 上取 ω, 在 (132)N 上取 ω2; φ2 = φ2
1.

1.5.3 由 4元对称群商群构造 2次不可约表示

习题 1.5 第 2 题

令 N = {I, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} � S4. 证明 S4/N ∼= S3, 并构造 S4 的一个 2 次
不可约复矩阵表示.

解答

将 S3 视为固定 4 的 S4 子群. 有 S3 ∩N = {I}, 因而

|S3N | = |S3||N |
|S3 ∩N |

= 6 · 4
1

= 24 = |S4|.

故 S3N = S4. 由第二同构定理,

S4/N ∼= S3/(S3 ∩N) ∼= S3.

令 π : S4 → S4/N 为自然满同态, 以 θ : S4/N → S3 表示上述同构. 将习题 1.3 第 2 题
的不可约表示 ψ2 与 θπ 复合:

φ2 = ψ2 ◦ θ ◦ π.

由于 θπ 满射, φ2 不可约. 其在相应基下满足

Φ2((12)) =

−1 −1

0 1

 , Φ2((123)) =

−1 −1

1 0

 ;

其余矩阵由这两个生成元及核 N 确定.
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1.5.4 由行列式构造一般线性群的 1次表示

习题 1.5 第 3 题

设 K 是域, m ∈ N∗. 由 φm(t) = tm 构造 GLn(K) 的 1 次 K 表示.

解答

映射 φm : K∗ → K∗ 满足 φm(st) = φm(s)φm(t), 是 K∗ 的 1 次表示. 又

det : GLn(K) −→ K∗

为群同态. 因而复合映射

ρm(A) = φm(detA) = (detA)m

满足 ρm(AB) = ρm(A)ρm(B), 即为所求 1 次 K 表示.

1.5.5 1次复表示的商群为循环群

习题 1.5 第 4 题

证明若 φ 是有限群 G 的 1 次复表示, 则 G/Kerφ 为循环群.

解答

由同态基本定理,
G/Kerφ ∼= Imφ.

像 Imφ 是 C∗ 的有限子群, 因而是循环群. 所以 G/Kerφ 循环.

1.5.6 非循环有限群没有忠实 1次复表示

习题 1.5 第 5 题

证明非循环的有限群没有忠实的 1 次复表示.

解答

反设有限群 G 有忠实的 1 次复表示 φ. 则 Kerφ = {e}, 所以第 4 题给出

G ∼= G/Kerφ

为循环群, 矛盾. 因而非循环有限群不存在忠实的 1 次复表示.
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1.5.7 有限非 Abel群的忠实 2次表示不可约

习题 1.5 第 6 题

证明: 有限非 Abel 群在特征不整除群阶的域上, 任一忠实 2 次表示均不可约.

解答

设 (φ, V ) 是这样的表示. 若它可约, 则有 1 维不变子空间 U . 由 Maschke 定理, 存在
1 维不变补空间 W , 使

V = U ⊕W.

在分别取自 U,W 的基下, 对每个 g ∈ G,

Φ(g) =

λg 0

0 µg

 .
故任意 Φ(g), Φ(h) 交换. 忠实性说明 φ(g)φ(h) = φ(h)φ(g) 蕴含 gh = hg. 这将使 G

为 Abel 群, 矛盾. 所以 φ 不可约.

1.5.8 直和表示的对偶与对偶表示直和

习题 1.5 第 7 题

设 (φ, V ) 和 (ψ,W ) 是群 G 的两个 K 表示. 证明

(φ⊕ ψ)∗ ∼= φ∗ ⊕ ψ∗.

解答

定义

σ : (V ⊕W )∗ −→ V ∗ ⊕W ∗, σ(f) = (f1, f2),

其中

f1(v) = f(v, 0), f2(w) = f(0, w).

(V ⊕W )∗ V ∗ ⊕W ∗

(V ⊕W )∗ V ∗ ⊕W ∗

σ

(φ⊕ψ)∗(g) (φ∗⊕ψ∗)(g)

σ

28



群表示论习题整理与解答 群代数

这是线性同构, 其逆将 (f1, f2) 送到 (v, w) 7→ f1(v) + f2(w). 对 g ∈ G,

σ
(
(φ⊕ ψ)∗(g)f

)
(v, w) = f

(
φ(g−1)v, ψ(g−1)w

)
= (φ∗(g)f1)(v) + (ψ∗(g)f2)(w)
=
(
(φ∗ ⊕ ψ∗)(g)σ(f)

)
(v, w).

故 σ 交织两个表示, 即
(φ⊕ ψ)∗ ∼= φ∗ ⊕ ψ∗.

2
群代数

2.1 代数的中心与群代数的中心

习题 2.1 第 1 题

域 K 上代数 A 的非空子集 A1 称为 A 的子代数, 如果 A1 是环 A 的含 A 的单位元的

一个子环, 且 A1 又是域 K 上线性空间 A 的一个子空间. 令

Z(A) = {c ∈ A | ca = ac, ∀a ∈ A},

证明: Z(A) 是 A 的一个子代数, 称 Z(A) 是代数 A 的中心.

解答

任取 c, d ∈ Z(A) 及 a ∈ A, 则

(c+ d)a = ca+ da = ac+ ad = a(c+ d),

(−c)a = −(ca) = −(ac) = a(−c),

以及

(cd)a = c(da) = c(ad) = (ca)d = (ac)d = a(cd).

因此 c+ d,−c, cd ∈ Z(A), 即 Z(A) 是环 A 的子环. 又 1Aa = a1A 对任意 a ∈ A 成立,
所以 1A ∈ Z(A).
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若 c, d ∈ Z(A) 且 λ ∈ K, 则

(λc+ d)a = λca+ da = λac+ ad = a(λc+ d),

故 λc + d ∈ Z(A). 因而 Z(A) 是线性空间 A 的子空间. 综上, Z(A) 是 A 的子代数,
称为代数 A 的中心.

习题 2.1 第 2 题

设 G 是有限群, K 是域.

1. 证明:
∑
g∈G

g ∈ Z(K[G]);

2. 对于 a ∈ G, G 的子集 {gag−1 | g ∈ G} 称为 a 的共轭类, 记作 Ca, 证明:

∑
x∈Ca

x ∈ Z(K[G]).

解答

(1) 任给 b =
∑
h∈G

bhh ∈ K[G], 有

∑
g∈G

g

 b =
∑
g∈G

∑
h∈G

bh(gh) =
∑
h∈G

bh

∑
g∈G

gh

 .
由于右乘固定的 h 只是对 G 中元素的一个置换, {gh | g ∈ G} = G. 同理 {hg | g ∈
G} = G, 从而 ∑

g∈G
gh =

∑
g∈G

g =
∑
g∈G

hg.

因此 ∑
g∈G

g

 b =
∑
h∈G

bh

∑
g∈G

hg

 = b

∑
g∈G

g

 .
故

∑
g∈G

g ∈ Z(K[G]).

(2) 任取 h ∈ G. 共轭映射 x 7→ hxh−1 将 Ca 置换自身, 因为

h(gag−1)h−1 = (hg)a(hg)−1 ∈ Ca.

该映射的逆为 x 7→ h−1xh, 因而

h

∑
x∈Ca

x

h−1 =
∑
x∈Ca

hxh−1 =
∑
x∈Ca

x.
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于是
∑
x∈Ca

x 与 G 中每个元素都交换. 由于 K[G] 中任意元素都是 G 中元素的 K 线性

组合, 它也与 K[G] 中任意元素交换. 因此

∑
x∈Ca

x ∈ Z(K[G]).

2.2 有限维半单代数的不可约左模

2.2.1 四阶循环群的正则表示

习题 2.2 第 1 题

把 4 阶循环群 G = 〈a〉 在复数域上的正则表示 ρ 分解成不可约子表示的直和. 由此看
出, G 的每一个不可约复表示都出现在 ρ 的直和分解式中 (在等价的意义上).

解答

在习题 1.2 的第 8 题中已求出 4 阶循环群的正则表示 ρ 提供的矩阵表示 P 为

P (a) =



0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0


.

求出复矩阵 P (a) 的特征多项式为 λ4 − 1, 从而 P (a) 的全部特征值为 1, i,−1,−i. 于
是

P (a) ∼ diag{1, i,−1,−i}.

因此 ρ = φ0 ⊕ φ1 ⊕ φ2 ⊕ φ3, 其中

φ0(a) = 1, φ1(a) = i, φ2(a) = −1, φ3(a) = −i.

4 阶循环群 G = 〈a〉 的不可约复表示都是 1 次的, 且恰有 4 个 1 次表示, 它们正好是
φ0, φ1, φ2, φ3.
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2.2.2 子模和为直和的判定

习题 2.2 第 2 题

设 H1 和 H2 都是环 R上左模M 的子模,证明: 和 H1 +H2 是直和当且仅当 H1 ∩H2 =
{0}.

解答

必要性. 设 H1 +H2 是直和. 任取 x ∈ H1 ∩H2, 则 0 = x+ (−x). 由于 0 的表示法唯
一, 因此 x = 0. 从而 H1 ∩H2 = {0}.
充分性. 设 H1 ∩H2 = {0}. 任取 H1 +H2 中一个元素 x, 设 x = x1 + x2 = y1 + y2, 其
中 x1, y1 ∈ H1, x2, y2 ∈ H2,则 x1 − y1 = y2 −x2 ∈ H1 ∩H2. 于是 x1 − y1 = y2 −x2 = 0.
从而 x1 = y1, x2 = y2. 因此 H1 +H2 是直和.

2.2.3 直和分解与商模同构

习题 2.2 第 3 题

设环 R 上左模 M 能分解成它的两个子模 H1 与 H2 的直和: M = H1 ⊕ H2, 证明:
M/H1 ∼= H2, M/H2 ∼= H1 (模同构).

解答

设 x = x1 + x2, 其中 x1 ∈ H1, x2 ∈ H2. 令 P1(x) = x1, 称 P1 是 M 在 H1 上的投影.
显然 P1 保持加法, 且与环 R 的作用可交换, 因此 P1 是 M 到 H1 的模同态, 显然 P1

是满射, 因此 ImP1 = H1.

x ∈ KerP1 ⇐⇒ P1(x) = 0 ⇐⇒ x1 = 0 ⇐⇒ x = x2 ∈ H2.

因此 KerP1 = H2. 根据模同态基本定理, M/H2 ∼= H1. 同理 M/H1 ∼= H2.

2.2.4 有限直和分解的商模

习题 2.2 第 4 题

设环 R 上的左模 M 是它的子模 H1, H2, . . . , Hs 的直和, 即 M = H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hs,
证明:

M/(H2 ⊕ · · · ⊕Hs) ∼= H1.

解答

显然 M = H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hs = H1 ⊕ (H2 ⊕ · · · ⊕Hs). 由第 3 题立刻得到 M/(H2 ⊕
· · · ⊕Hs) ∼= H1.
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2.3 有限维半单代数的不同构的不可约左模的个数

2.3.1 除环上的矩阵环的单性

习题 2.3 第 1 题

设 R 是一个有单位元 1(6= 0) 的环, 如果 R 的每一个非零元都可逆, 那么称 R 是一个

除环 (或体). 证明: 若 D 是一个除环, 则 Mn(D) 是单环.

解答

设 D 是一个除环. 任取 Mn(D) 的一个双边理想 J , 设 J 6= {0}, 欲证 J = Mn(D). 为
此只要证 Eij ∈ J, 1 ≤ i, j ≤ n. 任取 A ∈ J 且 A 6= 0. 设 A = (aij), 其中 akt 6= 0. 任
意给定 i, j. 由于

EikAEtj = aktEij

(参看 [33] 第 166 页公式 (3)), 且 J 是双边理想, 因此 aktEij ∈ J . 从而 Eij ∈ J, 1 ≤

i, j ≤ n. 于是 Mn(D) 中任一矩阵
n∑
i=1

n∑
j=1

bijEij ∈ J . 因此 J = Mn(D).

2.3.2 右线性空间的线性变换环

习题 2.3 第 2 题

设 V 是除环 D 上的一个右模, 把 D 在 V 上的作用看成是 D 与 V 的 (右) 纯量乘法
(即 V ×D 到 V 的一个映射), 则 V 称为除环 D 上的右线性空间, V 中的元素称为向
量. 与域上的线性空间类似, 除环 D 上的右线性空间 V 中, 也有线性相关、线性无关、
基和维数等概念. V 到自身的模同态称为 V 上的线性变换. V 上所有线性变换组成
的集合记作 HomD(V, V ). 在 HomD(V, V ) 中有加法、乘法运算, 易验证 HomD(V, V )
成为一个环. 证明: 若 dimD V = n, 则有环同构:

HomD(V, V ) ∼= Mn(D).

(注在 HomD(V, V ) 中还可以定义 (右) 纯量乘法运算: 任给 A ∈ HomD(V, V ), d ∈ D,
规定

(Ad)v := (Av)d, ∀v ∈ V.

容易验证 HomD(V, V ) 成为除环 D 上的右线性空间, 且满足:

(AB)d = (Ad)B = A(Bd), ∀A,B ∈ HomD(V, V ), d ∈ D.)
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解答

V 中取一个基 α1, α2, . . . , αn. 任取 A ∈ HomD(V, V ), 设

A(α1) = α1a11 + α2a21 + · · · + αnan1,

A(α2) = α1a12 + α2a22 + · · · + αnan2,

...
A(αn) = α1a1n + α2a2n + · · · + αnann,

则

A(α1, α2, . . . , αn) = (α1, α2, . . . , αn)



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ...

an1 an2 · · · ann


.

把上式右端的 n 阶矩阵记作 A. 令

σ : HomD(V, V ) −→ Mn(D) A 7−→ A.

显然 σ 是映射、满射、单射. 从而 σ 是双射. 容易验证 σ 保持加法. 下面来证 σ 保持

乘法. 设

A(α1, . . . , αn) = (α1, . . . , αn)A, B(α1, . . . , αn) = (α1, . . . , αn)B,

则

(AB)(α1, . . . , αn) = A
(
(α1, . . . , αn)B

)
= A

(
n∑
i=1

αibi1,
n∑
i=1

αibi2, . . . ,
n∑
i=1

αibin

)

=
(

n∑
i=1

A(αi)bi1,
n∑
i=1

A(αi)bi2, . . . ,
n∑
i=1

A(αi)bin
)

= (Aα1, Aα2, . . . , Aαn)B
= [(α1, . . . , αn)A]B
= (α1, . . . , αn)(AB).

从而 σ(AB) = AB = σ(A)σ(B). 因此 σ 是 HomD(V, V ) 与 Mn(D) 之间的环同构.
下面验证 σ 与右纯量乘法相容. 有

(Ad)(α1, . . . , αn) = ((Ad)α1, . . . , (Ad)αn)
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= ((Aα1)d, . . . , (Aαn)d)
= (Aα1, Aα2, . . . , Aαn)d
= [(α1, . . . , αn)A]d
= (α1, . . . , αn)(Ad).

因此 σ(Ad) = Ad = σ(A)d. 从而 σ 也是 HomD(V, V ) 与 Mn(D) 之间的右代数同构.

2.4 有限维单代数的结构，代数闭域上有限维半单代数的不
可约左模的维数

2.4.1 不可约矩阵表示的交织矩阵

习题 2.4 第 1 题

设 Φ 和 Ψ 分别是群 G 的两个不可约矩阵表示, 次数分别为 n 和 m, 设 A 是域 K 上

的 m× n 矩阵, 使得 Ψ(g)A = AΦ(g), ∀g ∈ G. 证明: A = 0 或者 m = n 且 A 是可逆

矩阵.

解答

设 Φ 和 Ψ 分别是群 G 的两个 K-表示 (φ, V ) 和 (ψ,W ), 对于 V,W 中分别取的一个

基提供的矩阵表示. 设 A 是 V 到 W 的一个线性映射, 它关于 V 的上述基和 W 的上

述基的矩阵是 A, 则 ψ(g)A = Aφ(g), ∀g ∈ G. 由于 φ, ψ 都是群 G 在域 K 上的线性

表示, 因此 V,W 都是 K[G]-模, 其中

gv := φ(g)v, ∀v ∈ V ; gw := ψ(g)w, ∀w ∈ W.

A(gv) = A(φ(g)v) = [Aφ(g)]v = [ψ(g)A]v = g(Av),

因此 A是 V 到 W 的模同态,即 A ∈ HomK[G](V,W ). 由于 V,W 都是不可约左 K[G]-
模. 因此根据引理 1 得, 当 V 6∼= W 时, A = 0. 从而当 A 6= 0 时, V ∼= W . 于是 n = m,
KerA = {0}, ImA = W . 从而 A 是双射, 即 A 可逆. 因此 A = 0 或者 n = m 且 A 是

可逆矩阵.

35



群表示论习题整理与解答 群代数

2.4.2 Schur引理

习题 2.4 第 2 题

设 (φ, V ) 和 (ψ,W ) 是群 G 在域 K 上的两个不可约表示. 设 σ 是域 K 上有限维线

性空间 V 到 W 的线性映射, 并且满足 ψ(g)σ = σφ(g), ∀g ∈ G. 证明:

(1) 若 φ 和 ψ 不等价, 则 σ = 0;
(2) 若 V = W 且 φ = ψ, 则 σ = k1V , 其中 k ∈ K.

解答

V 和 W 都是不可约左 K[G]-模. 由已知条件, σ 是 V 到 W 的模同态.
(1) 若 φ 和 ψ 不等价, 则 V 6∼= W , 根据引理 1 得, σ = 0.
(2)若 V = W 且 φ = ψ,则 σ ∈ HomK[G](V, V ). 由引理 2得,对某个 k ∈ K, σ = k1V .

2.4.3 有限群表示的平均算子

习题 2.4 第 3 题

设 (φ, V )和 (ψ,W )是有限群 G的两个不可约复表示,并设 σ 是有限维复线性空间 V

到 W 的任一线性映射, 令

σ̃ = |G|−1 ∑
g∈G

ψ(g)σφ(g)−1.

证明:

(1) 若 φ 与 ψ 不等价, 则 σ̃ = 0;
(2) 若 V = W 且 φ = ψ, 则 σ̃ = k1V , 其中

k = tr(σ)
dim V

,

这里 tr(σ) 是线性变换 σ 的迹.

解答

任给 h ∈ G, 有

ψ(h)σ̃φ(h)−1 = |G|−1 ∑
g∈G

ψ(h)ψ(g)σφ(g)−1φ(h)−1

= |G|−1 ∑
g∈G

ψ(hg)σφ(hg)−1 = σ̃,
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因此

ψ(h)σ̃ = σ̃φ(h), ∀h ∈ G.

(1) 若 φ 与 ψ 不等价, 则根据第 2 题的第 (1) 小题得 σ̃ = 0.
(2) 若 V = W 且 φ = ψ, 则根据第 2 题的第 (2) 小题得 σ̃ = k1V . 于是

tr(σ̃) = k dim V.

由于

tr(σ̃) = |G|−1 ∑
g∈G

tr
[
φ(g)σφ(g)−1

]
= |G|−1 ∑

g∈G
tr(σ) = tr(σ),

因此

k = tr(σ)
dim V

.

2.4.4 交换不可约表示的矩阵

习题 2.4 第 4 题

设 Φ是群 G在代数闭域 K 上的 n次不可约矩阵表示, 设 A是域 K 上 n阶矩阵使得

Φ(g)A = AΦ(g), ∀g ∈ G. 证明: A 是数量矩阵.

解答

设 Φ 是群 G 的线性表示 (φ, V ) 在 V 的一个基下提供的矩阵表示. A 是 V 上的线性

变换, 它在 V 的上述基下的矩阵为 A, 则 φ(g)A = Aφ(g), ∀g ∈ G. 根据第 2 题第 (2)
小题的结论得 A = k1V , 其中 k 是 K 中某个元素. 从而 A 是数量矩阵.

2.5 有限群的不可约表示的个数和次数

2.5.1 二面体群的不可约复表示

习题 2.5 第 1 题

求 8 阶二面体群 D4 = 〈σ, τ | σ4 = τ 2 = I, τστ = σ−1〉 的所有不等价的不可约复表示.

解答

根据 [24] 第 80 页的第 14 题, D4 的共轭类有 5 个:

{I}, {σ2}, {σ, σ3}, {τ, σ2τ}, {στ, σ3τ}.

于是 D4 有 5 个不等价的不可约复表示.
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根据 [24] 第 66 页的第 9 题, D′
4 = 〈σ2〉. 于是

D4/D
′
4 = {〈σ2〉, 〈σ2〉σ, 〈σ2〉τ, 〈σ2〉στ} = 〈〈σ2〉σ〉 × 〈〈σ2〉τ〉.

D4/D
′
4 共有 4 个 1 次表示: φ0, φ1, φ2, φ3, 其中 φ0 是主表示, φ1 = φ〈σ2〉σ, φ2 =

φ〈σ2〉τ , φ3 = φ〈σ2〉στ . 于是

φ1(〈σ2〉σ) = (−1)1×1+0×0 = −1,φ1(〈σ2〉τ) = (−1)1×0+0×1 = 1,
φ2(〈σ2〉σ) = (−1)0×1+1×0 = 1, φ2(〈σ2〉τ) = (−1)0×0+1×1 = −1,
φ3(〈σ2〉σ) = (−1)1×1+1×0 = −1,φ3(〈σ2〉τ) = (−1)1×0+1×1 = −1.

把 D4/D
′
4 的这 4 个 1 次表示提升, 便得到 D4 的 4 个 1 次表示: φ0, φ1, φ2, φ3, 其中

φ0 是主表示,

φ1(σ) = −1, φ1(τ) = 1; φ2(σ) = 1, φ2(τ) = −1;
φ3(σ) = −1, φ3(τ) = −1.

φl(σiτ j) = [φl(σ)]i[φl(τ)]j, l = 1, 2, 3; 0 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 1.

由于 |D4| = 8 = 12 + 12 + 12 + 12 + 22, 因此 D4 有一个 2 次不可约复表示. D4 是正方

形的对称 (性) 群. 以正方形中心 O 为原点, 以正方形的一条对称轴 (τ 是关于这条对
称轴的反射) 为 x 轴, 建立平面直角坐标系 Oxy, x 轴,y 轴的单位向量分别记作 e1, e2,
则

σ(e1) = e2, σ(e2) = −e1; τ(e1) = e1, τ(e2) = −e2.

于是 σ, τ 在基 e1, e2 下的矩阵分别为

A =

0 −1

1 0

 , B =

1 0

0 −1

 .
取复数域上的一个 2 维线性空间 V , 取 V 的一个基 α1, α2. 设 φ4(σ), φ4(τ) 是 V 上的

线性变换, 它们在 V 的一个基 α1, α2 下的矩阵分别是 A,B, 则 φ4 是 D4 的一个 2 次
复表示. 显然 φ4 是忠实的. 由于 D4 是非 Abel 群, 因此根据习题 1.5 的第 6 题得, φ4

不可约.
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2.5.2 四元数群的不可约复表示

习题 2.5 第 2 题

求四元数群 Q = 〈i, j | i4 = j4 = 1, jij−1 = i−1〉 的所有不等价的不可约复表示. (注
关于四元数群的概念可参看 [24] 第 89 页.)

解答

易求出 Z(Q) = {±1}. 于是

CQ(i) = {±1,±i}, CQ(j) = {±1,±j}.

因此 i 的共轭类的元素个数为 2, j 的共轭类的元素个数为 2. 于是 Q 共有 5 个共轭
类:

{1}, {−1}, {i,−i}, {j,−j}, {ij,−ij}.

因此四元数群 Q 共有 5 个不等价的不可约复表示.
由于 Q/Z(Q) 是 4 阶群, 而 4 阶群都是 Abel 群, 因此 Z(Q) ⊇ Q′. 由于

−1 = i2 = i(jij−1)−1 = iji−1j−1 ∈ Q′,

因此 Z(Q) ⊆ Q′. 于是 Q′ = Z(Q) = 〈−1〉. 从而

Q/Q′ = {〈−1〉, 〈−1〉i, 〈−1〉j, 〈−1〉ij}

有 4 个 1 次表示: φ0, φ1, φ2, φ3, 其中 φ0 是主表示, φ1 = φ〈−1〉i, φ2 = φ〈−1〉j, φ3 =
φ〈−1〉ij. 于是

φ1(〈−1〉i) = (−1)1×1+0×0 = −1, φ1(〈−1〉j) = (−1)1×0+0×1 = 1,
φ2(〈−1〉i) = (−1)0×1+1×0 = 1, φ2(〈−1〉j) = (−1)0×0+1×1 = −1,
φ3(〈−1〉i) = (−1)1×1+1×0 = −1, φ3(〈−1〉j) = (−1)1×0+1×1 = −1.

把 φ0, φ1, φ2, φ3 提升, 便得到 Q 的 4 个 1 次表示: φ0, φ1, φ2, φ3, 其中 φ0 是主表示,

φ1(i) = −1, φ1(j) = 1; φ2(i) = 1, φ2(j) = −1; φ3(i) = −1, φ3(j) = −1.

φl(irjs) = [φl(i)]r[φl(j)]s, l = 1, 2, 3; 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ s ≤ 3.

由于 |Q| = 8 = 12 + 12 + 12 + 12 + 22, 因此 Q 有一个 2 次不可约复表示.
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从 [28] 第 711 页的三个 Pauli 矩阵受到启发, 令

Φ4 : Q −→ GL2(C), i 7−→

 i 0

0 −i

 , j 7−→

0 i

i 0

 .
且

Φ4(irjs) = [Φ4(i)]r[Φ4(j)]s, 0 ≤ r, s ≤ 3,

则 Φ4 是 Q 的 2 次复矩阵表示. 设 Φ4 是由 Q 的 2 次复表示 φ4 提供的. 显然 φ4 是

忠实的. 由于 Q 是非 Abel 群, 因此 φ4 不可约.

2.5.3 交错群的不可约复表示

习题 2.5 第 3 题

求交错群 A4 的所有不等价的不可约复表示.

解答

根据 [24] 第 80 页的第 17 题, A4 有 4 个共轭类, 它们的代表分别是:
(1), (12)(34), (123), (132). 于是 A4 共有 4 个不等价的不可约复表示.

A′
4 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

于是 A4 有 3个 1次表示,它们可由 A4/A′
4 的 3个 1次表示 φ0, φ1, φ2 提升得到. 习题

1.5的第 1题已给出了 A4 的 3个 1次表示 φ0, φ1, φ2,其中 φ0 是主表示. 记 ω = e2πi/3.

φ1((123)) = φ1((134)) = φ1((243)) = φ1((142)) = ω,

φ1((132)) = φ1((234)) = φ1((124)) = φ1((143)) = ω2,

φ1((1)) = φ1((12)(34)) = φ1((13)(24)) = φ1((14)(23)) = 1.

同理可写出 φ2(σ), ∀σ ∈ A4.

|A4| = 12 = 12 + 12 + 12 + 32.

因此 A4 有一个 3 次不可约复表示. 我们知道 S4 有一个 3 次不可约表示, 它是由 S4

在集合 Ω = {x1, x2, x3, x4}上的自然作用引起的 4次置换表示分解得到的,记作 ψ,它
的表示空间

V2 =
{ 4∑
i=1

aixi

∣∣∣∣∣
4∑
i=1

ai = 0, ai ∈ C
}
.
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V2 中取基 α1 = x1 − x2, α2 = x1 − x3, α3 = x1 − x4, 则

ψ((12))α1 = −α1, ψ((12))α2 = −α1 + α2, ψ((12))α3 = −α1 + α3,

ψ((13))α1 = α1 − α2, ψ((13))α2 = −α2, ψ((13))α3 = −α2 + α3,

ψ((14))α1 = α1 − α3, ψ((14))α2 = α2 − α3, ψ((14))α3 = −α3.

把 ψ 限制到 A4 上便得到 A4 的一个 3 次复表示, 记作 φ3. 根据 [24] 第 39 页的第 6
题, 得

A4 = 〈(123), (124)〉.

由于 (123) = (13)(12), (124) = (14)(12), 因此

φ3((123))α1 = −α1 + α2, φ3((123))α2 = −α1, φ3((123))α3 = −α1 + α3,

φ3((124))α1 = −α1 + α3, φ3((124))α2 = −α1 + α2, φ3((124))α3 = −α1.

因此

Φ3((123)) =


−1 −1 −1

1 0 0

0 0 1

 , Φ3((124)) =


−1 −1 −1

0 1 0

1 0 0

 .

Φ3((123)) 的特征值为 1, ω, ω2, Φ3((123)) 属于特征值 1 的特征子空间为 〈(1, 1,−3)T〉,
属于特征值 ω 的特征子空间为 〈(ω, 1, 0)T〉, 属于特征值 ω2 的特征子空间为

〈(ω2, 1, 0)T〉.
Φ3((124)) 的特征值也为 1, ω, ω2, 属于 1 的特征子空间为 〈(1,−3, 1)T〉, 属于 ω 的特征

子空间为 〈(ω, 0, 1)T〉, 属于 ω2 的特征子空间为 〈(ω2, 0, 1)T〉. 假如 φ3 可约, 则 V2 有 1
维 A4 不变子空间. 从而 φ3((123)) 与 φ3((124)) 应有公共 1 维不变子空间. 由于两者
各有 3 个不同特征值, 因此应有公共特征子空间. 但是上述计算看到没有公共特征子
空间. 因此 φ3 不可约.

2.5.4 Abel子群与表示次数

习题 2.5 第 4 题

设 G 是有限群, K 是特征不能整除 |G| 的代数闭域, 证明: 如果 G 有一个 Abel 子群
H, 那么 G 的每个不可约 K-表示的次数不超过 [G : H].

解答

任取 G 的一个不可约 K-表示 (φ, V ). 由于 G 是有限群, 且域 K 的特征不能整除 |G|,
因此 G的每一个不可约 K-表示都是有限维的. 从而 V 是有限维的. 考虑 φ在子群 H

上的限制 φ|H . φ|H 可分解成有限多个不可约子表示的直和. 设 W 是 V 的 H 不变子
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空间,且 φ|H 在 W 上的子表示 (φ|H)W 是不可约的. 由于 H 是 Abel群,且 K 是代数

闭域, 因此 H 的每一个不可约 K-表示都是 1 次的. 从而 dimKW = 1. 设 W = 〈w〉,
令 V ′ 是 V 的子集 {φ(g)w | g ∈ G,w ∈ W} 生成的子空间. 显然 V ′ 是 G 不变子空

间. 由于 (φ, V ) 不可约, 因此 V ′ = V . 记 r = [G : H]. 设 H 在 G 中的左陪集代表系

为 {g1, g2, . . . , gr}. 对于 giH 中任一元素 gih (h ∈ H), 有

φ(gih)w = φ(gi)φ(h)w = φ(gi)(kw) = kφ(gi)w.

因此 V ′ (从而 V ) 可以由 φ(g1)w,φ(g2)w, . . . , φ(gr)w 生成. 从而 dimK V ≤ r, 即
dimK V ≤ [G : H].

3
群的特征标

3.1 群的特征标的定义和基本性质

3.1.1 不可约表示核的交

习题 3.1 第 1 题

设 G 是有限群, 域 K 的特征不能整除 |G|. 设 φ1, φ2, . . . , φs 是 G 的所有不等价的不

可约 K-表示, 证明:
s⋂
i=1

Kerφi = {1}.

解答

由于 charK ∤ |G|, 因此 φ1, φ2, . . . , φs 都出现在 G 的正则表示 ρ 到它的不可约子表示

的直和分解式中 (在等价的意义上). 设 φi 在 ρ 的直和分解式中出现 mi 次, 则

ρ ' m1φ1 ⊕m2φ2 ⊕ · · · ⊕msφs.

在 ρ 的表示空间 K[G] 中取一个基, 即 G 的全部元素, 则 ρ 在此基下提供的矩阵表示

P 为

SP (g)S−1 = diag{Φ1(g), . . . , Φ1(g)︸ ︷︷ ︸
m1 个

, . . . , Φs(g), . . . , Φs(g)︸ ︷︷ ︸
ms 个

},
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其中 S 是域 K 上的可逆矩阵. 于是

g ∈
s⋂
i=1

Kerφi ⇐⇒ φi(g) = 1Vi
, i = 1, 2, . . . , s

⇐⇒ Φi(g) = Ini
, i = 1, 2, . . . , s

⇐⇒ P (g) = I

⇐⇒ ρ(g) = 1K[G]

⇐⇒ gx = x, ∀x ∈ G

⇐⇒ g = 1.

因此
s⋂
i=1

Kerφi = {1}.

3.1.2 特征标的核

习题 3.1 第 2 题

设 χ 是有限群 G 的任一 K-表示 φ 提供的特征标, 定义

Kerχ = {g ∈ G | χ(g) = χ(1)}.

取 K 为复数域, 证明:

(1) Kerχ = Kerφ;
(2) 设 χ1, χ2, . . . , χs 是 G 的所有不等价的不可约表示 φi 提供的特征标, 则

s⋂
i=1

Kerχi = {1}.

解答

(1)
Kerχ = {g ∈ G | χ(g) = χ(1)} = {g ∈ G | φ(g) = 1V } = Kerφ.

(2) 由第 1 题和本题的第 (1) 小题得

s⋂
i=1

Kerχi =
s⋂
i=1

Kerφi = {1}.
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3.1.3 特征标中心的性质

习题 3.1 第 3 题

设 χ 是有限群 G 的 n 次复表示 (φ, V ) 提供的特征标, 定义

Z(χ) := {g ∈ G | |χ(g)| = χ(1)},

称 Z(χ) 是 χ 的中心, 证明:

(1) Z(χ) 是 G 的正规子群, 且 Kerφ ⊆ Z(χ);
(2) g ∈ Z(χ) =⇒ gKerφ ∈ Z(G/Kerφ);
(3) Z(χ)/Kerφ ⊆ Z(G/Kerφ), 且 Z(χ)/Kerφ 是循环群;
(4) χ(1) = 1 =⇒ Z(χ) = G.

解答

(1) 任取 g ∈ Z(χ), 则 φ(g) = c1V . 显然 Z(χ) ≤ G. 对于任意 x ∈ G, 有

φ(xgx−1) = φ(x)φ(g)φ(x)−1 = φ(x)c1V φ(x)−1 = c1V ,

其中 c 是 m 次单位根, m 是 G 的指数. 从而 |χ(xgx−1)| = χ(1). 因此 xgx−1 ∈ Z(χ).
于是 Z(χ) ◁ G.
任给 g ∈ Kerφ, 则 φ(g) = 1V . 从而 χ(g) = χ(1), 因此 g ∈ Z(χ). 所以 Kerφ ⊆ Z(χ).
(2)设 g ∈ Z(χ),则根据第 (1)小题的证明过程知道 φ(g) = c1V ,并且对于任意 x ∈ G,
有 φ(xgx−1) = c1V . 从而 φ(xgx−1) = φ(g). 于是

φ(xgx−1g−1) = 1V .

因此 xgx−1g−1 ∈ Kerφ. 由此得出 gKerφ ∈ Z(G/Kerφ).
(3)任取 gKerφ ∈ Z(χ)/Kerφ, 则 g ∈ Z(χ). 根据 (2)小题得 gKerφ ∈ Z(G/Kerφ).
因此

Z(χ)/Kerφ ⊆ Z(G/Kerφ).

考虑 Z(χ)/Kerφ 到 GL(V ) 的一个对应法则

ψ : gKerφ 7−→ φ(g).

易证 ψ 是映射, 且保持运算, 因此 ψ 是 Z(χ)/Kerφ 的一个表示. 由于 g ∈ Z(χ), 因此
φ(g) = cg1V . 令

ψ̃(gKerφ) = cg,

则 ψ̃ 是 Z(χ)/Kerφ 到 C∗ 的一个映射. 易证 ψ̃ 是群同态. 从而 ψ̃ 是 Z(χ)/Kerφ 的
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1 次复表示.
对于 g, h ∈ Z(χ), 若 cg = ch, 则 φ(g) = φ(h). 从而 g−1h ∈ Kerφ. 于是 gKerφ =
hKerφ. 因此 ψ̃ 是单射. 从而 ψ̃ 是忠实的. 由于 Z(χ)/Kerφ 是有限 Abel 群, 因此根
据习题 1.4 的第 3 题得, Z(χ)/Kerφ 是循环群.
(4) 设 χ(1) = 1, 则 (φ, V ) 是 G 的 1 次复表示. 对于任意 g ∈ G, 根据本节命题 6 得,
χ(g) 是 m 次单位根, 其中 m 是群 G 的指数. 于是 |χ(g)| = 1 = χ(1). 因此 g ∈ Z(χ).
从而 Z(χ) = G.

3.1.4 不可约特征标中心与群中心

习题 3.1 第 4 题

设 χ 是有限群 G 的任一不可约复表示 (φ, V ) 提供的特征标, 证明:

(1) g ∈ Z(χ) ⇐⇒ gKerφ ∈ Z(G/Kerφ);
(2) Z(G) ⊆ Z(χ);
(3) Z(χ)/Kerφ = Z(G/Kerφ), 且 Z(G/Kerφ) 是循环群;
(4) χ(1) = 1 ⇐⇒ Z(χ) = G;

(5) Z(G) =
s⋂
i=1

Z(χi), 其中 χ1, χ2, . . . , χs 是 G 的所有不等价的不可约表示

φ1, φ2, . . . , φs 提供的特征标.

解答

(1) 令
φ(gKerφ) = φ(g), ∀gKerφ ∈ G/Kerφ,

则 φ是 G/Kerφ的一个不可约表示. 取 gKerφ ∈ Z(G/Kerφ),则对于任意 xKerφ ∈
G/Kerφ, 有

(gKerφ)(xKerφ) = (xKerφ)(gKerφ).

从而

φ(gKerφ)φ(xKerφ) = φ(xKerφ)φ(gKerφ).

于是

φ(g)φ(x) = φ(x)φ(g), ∀x ∈ G.

由于 φ(g) 是 V 到自身的一个线性映射, 且 φ 不可约, 因此根据习题 2.4 的第 2 题得
φ(g) = c1V , 对某个 c ∈ C. 从而 |χ(g)| = χ(1), 因此 g ∈ Z(χ).
反向由第 3 题的第 (2) 小题立即得到. 因此

g ∈ Z(χ) ⇐⇒ gKerφ ∈ Z(G/Kerφ).
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(2) 任取 g ∈ Z(G), 则对于任意 x ∈ G, 有 gx = xg. 于是

φ(g)φ(x) = φ(x)φ(g), ∀x ∈ G.

由于 φ 不可约, 因此根据习题 2.4 的第 2 题得 φ(g) = c1V , 对某个 c ∈ C. 从而
g ∈ Z(χ). 因此 Z(G) ⊆ Z(χ).
(3)任取 gKerφ ∈ Z(G/Kerφ), 由 (1)小题得 g ∈ Z(χ). 从而 gKerφ ∈ Z(χ)/Kerφ.
结合第 3 题的第 (3) 小题得

Z(χ)/Kerφ = Z(G/Kerφ),

且 Z(G/Kerφ) 是循环群.
(4) 必要性. 由第 3 题的第 (4) 小题立即得到. 充分性. 设 Z(χ) = G. 由 (3) 小题得

G/Kerφ = Z(G/Kerφ).

于是 G/Kerφ 是 Abel 群. 由于 φ 是 G/Kerφ 的一个不可约复表示, 因此 φ 是 1 次
的. 从而 χ(1) = 1.
(5) 由 (2) 小题得

Z(G) ⊆
s⋂
i=1

Z(χi).

反之, 任取 g ∈ ⋂s
i=1 Z(χi), 则 φi(g) = ci1Vi

, i = 1, 2, . . . , s. 从而对于任意 x ∈ G,

φi(g)φi(x) = φi(x)φi(g), i = 1, 2, . . . , s.

于是

φi(xgx−1g−1) = 1Vi
, i = 1, 2, . . . , s.

因此 xgx−1g−1 ∈ ⋂s
i=1 Kerφi. 根据第 2 题得 xgx−1g−1 = 1. 于是 g ∈ Z(G). 因此

Z(G) =
s⋂
i=1

Z(χi).

3.2 不可约特征标的正交关系及其应用
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3.2.1 四个有限群的复特征标表

习题 3.2 第 1 题

求下列群的复特征标表:

(1) 二面体群 D4 = 〈σ, τ | σ4 = τ 2 = I, τστ = σ−1〉;
(2) 四元数群 Q = 〈i, j | i4 = j4 = 1, jij−1 = i−1〉;
(3) 交错群 A4;
(4) 二面体群 D6 = 〈σ, τ | σ6 = τ 2 = I, τστ = σ−1〉.

解答

(1) 第二章习题 2.5 第 1 题已求出 D4 的所有不等价的不可约复表示, 于是可以立即
写出 D4 的复特征标表如下:

I σ σ2 τ στ

χ0 1 1 1 1 1

χ1 1 −1 1 1 −1

χ2 1 1 1 −1 −1

χ3 1 −1 1 −1 1

χ4 2 0 −2 0 0

(2) 第二章习题 2.5 第 2 题已求出四元数群 Q 的所有不等价的不可约复表示, 于是可
写出 Q 的复特征标表:

1 i −1 j ij

χ0 1 1 1 1 1

χ1 1 −1 1 1 −1

χ2 1 1 1 −1 −1

χ3 1 −1 1 −1 1

χ4 2 0 −2 0 0

(3) 第二章习题 2.5 第 3 题已求出 A4 的所有不等价的不可约复表示, 于是可以写出

47



群表示论习题整理与解答 群的特征标

A4 的复特征标表:
(1) (12)(34) (123) (132)

χ0 1 1 1 1

χ1 1 1 ω ω2

χ2 1 1 ω2 ω

χ3 3 −1 0 0

(4) 根据 [24] 第 80 页的第 14 题, D6 的共轭类有 6 个:

{I}, {σ3}, {σ, σ5}, {σ2, σ4}, {τ, σ2τ, σ4τ}, {στ, σ3τ, σ5τ}.

于是 D6 有 6 个不等价的不可约复表示.
根据 [24] 第 66 页的第 10 题, D′

6 = 〈σ2〉. 因此

D6/D
′
6 = {〈σ2〉, 〈σ2〉σ, 〈σ2〉τ, 〈σ2〉στ}

是 4 阶 Abel 群. D6/D
′
6 的 4 个 1 次表示提升后便得到 D6 的 4 个 1 次复表示

φ0, φ1, φ2, φ3, 其中 φ0 是主表示, 且

φ1(σ) = −1, φ1(τ) = 1; φ2(σ) = 1, φ2(τ) = −1;

φ3(σ) = −1, φ3(τ) = −1.

由于 12 = 12 + 12 + 12 + 12 + 22 + 22, 因此 D6 有两个不等价的 2 次不可约复表示. D6

是正六边形的对称 (性) 群, 因此可求出 D6 的一个 2 次不可约复表示 φ4, 它提供的矩
阵表示 Φ4 为

Φ4(σ) =

cos π
3

− sin π
3

sin π
3

cos π
3

 =


1
2

−
√

3
2√

3
2

1
2

 , Φ4(τ) =

1 0

0 −1

 .

根据以上信息可写出 D6 的复特征标表的前五行, 而第 6 行可以利用第二正交关系求
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出:
I σ σ2 σ3 τ στ

χ0 1 1 1 1 1 1

χ1 1 −1 1 −1 1 −1

χ2 1 1 1 1 −1 −1

χ3 1 −1 1 −1 −1 1

χ4 2 1 −1 −2 0 0

χ5 2 −1 −1 2 0 0

3.2.2 中心本原幂等元与类和

习题 3.2 第 2 题

设 G 是有限群, χ1, χ2, . . . , χs 是 G 的所有不相等的不可约复特征标; gi 是 G 的共轭

类 Ci 的代表元素, ci 是 Ci 的所有元素的和 (称 ci 为类和), i = 1, 2, . . . , s; e1, e2, . . . , es

是群代数 C[G] 的全部本原中心幂等元. 证明:

ci = |Ci|
s∑
j=1

χj(gi)
χj(1)

ej, i = 1, 2, . . . , s.

解答

ci ∈ Z(C[G]), e1, e2, . . . , es 是 Z(C[G]) 的一个基, 因此可设

ci =
s∑
j=1

kjej.

于是对于 l ∈ {1, 2, . . . , s}, 有

χ∗
l (ci) =

s∑
j=1

kjχ
∗
l (ej) = klχl(1).

由此可解出 kl:
kl = χ∗

l (ci)
χl(1)

= |Ci|χl(gi)
χl(1)

, l = 1, 2, . . . , s.

因此

ci = |Ci|
s∑
j=1

χj(gi)
χj(1)

ej.
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3.2.3 循环群上的傅里叶展开

习题 3.2 第 3 题

设 G = 〈a〉 是 n 阶循环群. 证明: G 上的任一复值函数 f 有如下的展开式:

f(ar) =
n−1∑
j=0

kjξ
rj, r = 0, 1, . . . , n− 1,

其中 ξ = e 2πi
n , 且系数 kj 为

kj = 1
n

n−1∑
r=0

f(ar)ξ−rj, j = 0, 1, . . . , n− 1.

解答

设 ξ = e 2πi
n , 则 G = 〈a〉 的对应于 aj 的 1 次复特征标 χj 为

χj(a) = ξj, j = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

对于 f ∈ CG, 由于 χ0, χ1, . . . , χn−1 是 CG 的一个标准正交基, 因此

f =
n−1∑
j=0

(f, χj)χj,

从而

f(ar) =
n−1∑
j=0

(f, χj)χj(ar) =
n−1∑
j=0

(f, χj)ξrj.

其中

(f, χj) = 1
n

n−1∑
r=0

f(ar)χj(ar) = 1
n

n−1∑
r=0

f(ar)ξ−rj.

取 kj = (f, χj), 即得所要求的展开式和系数.

3.2.4 有限 Abel群的傅里叶变换

习题 3.2 第 4 题

设 G 是有限 Abel 群, f 是 G 上的复值函数, 证明: f 是一个常值函数当且仅当

f̂(g) = 0, ∀g ∈ G 且 g 6= 1, 其中 f̂ 是 f 关于 G 的 Fourier 变换 τ 的像.
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解答

必要性. 设 f(g) = c, ∀g ∈ G, 则当 g 6= 1 时, 有

f̂(g) = 1√
|G|

∑
x∈G

f(x)χg(x) = c√
|G|

∑
x∈G

χ1(x)χg(x) = 0.

充分性. 设 f̂(g) = 0, ∀g ∈ G 且 g 6= 1, 则任给 x ∈ G, 有

f(x) = 1√
|G|

∑
g∈G

f̂(g)χg(x) = 1√
|G|

f̂(1)χ1(x) = 1√
|G|

f̂(1).

因此 f 是常值函数.

3.2.5 对称群的三次不可约特征标

习题 3.2 第 5 题

求 S4 的一个 3 次不可约复特征标.

解答

根据 [24] 第 80 页的第 16 题, S4 有 5 个共轭类, 其代表元素为

(1), (12), (12)(34), (123), (1234).

由于 S4 是双传递置换群, 因此根据本节定理 7 得, S4 有一个 3 次不可约复表示 ψ, 且

χψ((12)) = 2 − 1 = 1,

χψ((12)(34)) = 0 − 1 = −1,

χψ((123)) = 1 − 1 = 0,

χψ((1234)) = 0 − 1 = −1.

3.2.6 交错群的四次不可约特征标

习题 3.2 第 6 题

求交错群 A5 的一个 4 次不可约复特征标.
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解答

A5 有 5 个共轭类, 其代表元素为

(1), (12)(34), (123), (12345), (13524).

根据本节推论 5, A5 有一个 4 次不可约复表示 ψ, 且

χψ((12)(34)) = 1 − 1 = 0,

χψ((123)) = 2 − 1 = 1,

χψ((12345)) = χ4((13524)) = 0 − 1 = −1.

3.3 不可约复表示的次数满足的条件

3.3.1 极小多项式与理想

习题 3.3 第 1 题

设 α 是一个复数, 有理数域 Q 添加 α 得到的子环 (即 C 中包含 Q 和 α 的所有子环

的交) 记作 Q[α]. 证明:

(1) 在有理数域 Q 上的一元多项式环 Q[x] 中, 以 α 为复根的所有多项式组成的集合

I = {f(x) ∈ Q[x] | f(α) = 0}

是 Q[x] 的一个理想; 若 I 6= (0), 则 α 为代数数, 此时在 Q[x] 中以 α 为复根的所

有非零多项式中次数最低的且首项系数为 1 的多项式 p(x) 称为 α 在 Q 上的极
小多项式, 说明 p(x) 是 I 的一个生成元;

(2) 代数数 α 在 Q 上的极小多项式 p(x) 是 Q[x] 中的不可约多项式.

解答

(1) 显然 I 对于减法封闭; 任取 f(x) ∈ I, g(x) ∈ Q[x], 有 f(α)g(α) = 0, 因此
f(x)g(x) ∈ I. 从而 I 是 Q[x] 的一个理想. 由于 Q 是域, 因此根据 [24] 第 136 页
的命题 2, I 是主理想; 若 I 6= (0), 则 I 可以由首项系数为 1 的多项式生成. 由于 α 在

Q上的极小多项式 p(x)是 I 中次数最低的非零多项式, 因此 p(x)是 I 的一个生成元.
(2) 假如 p(x) 在 Q 上可约, 则 p(x) = p1(x)p2(x), 其中 pi(x) ∈ Q[x], 且 deg pi(x) <
deg p(x), i = 1, 2. 于是 p1(α)p2(α) = 0. 从而 p1(α) = 0 或 p2(α) = 0. 这与 p(x) 是 α

在 Q 上的极小多项式矛盾. 因此 p(x) 在 Q 上不可约.
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3.3.2 代数整数的极小多项式

习题 3.3 第 2 题

证明: 如果 α 是代数整数, 那么 α 在 Q 上的极小多项式 p(x) 是首项系数为 1 的整系
数多项式.

解答

设 α 是代数整数, 则存在首项系数为 1 的整系数多项式 f(x), 使得 f(α) = 0. 于是
f(x) ∈ I, 从而 p(x) | f(x). 由于 f(x) 是首项系数为 1 的整系数多项式, 因此根据 [28]
第 94 页的命题 4 和 Q[x] 中的唯一因式分解定理, f(x) 的分解式中某一个在 Q 上不
可约的本原多项式 qj(x) 与 p(x) 相伴. 由于 qj(x) 与 p(x) 的首项系数都为 1, 因此
qj(x) = p(x). 从而 p(x) 是整系数多项式.

3.4 不可约表示在群论中的应用

3.4.1 二阶不可约表示与有限单群

习题 3.4 第 1 题

证明: 若 G 是一般线性群 GL(2,C) 的有限子群, 并且 G 是单群, 则 G 必为 Abel 群,
从而 G 是素数阶循环群.

解答

用反证法. 假如 G 是非 Abel 群. 任给 A ∈ G, 令 A(α) := Aα, ∀α ∈ C2, 则 A ∈
GL(C2). 令 φ : A 7−→ A, 则 φ 是 G 到 GL(C2) 的一个映射, 且 φ 保持乘法. 从而 φ

是 G 的一个 2 次复表示. 显然 φ 是单射, 因此 φ 是忠实的. 由于 G 是非 Abel 群, 因
此它的忠实的 2 次表示 φ 不可约. 于是

degφ | |G|.

由于 degφ = 2, 因此 G 有 2 阶元 A, 即 A2 = I, 且 A 6= I. 从而 A 的最小多项式

m(λ) | λ2 − 1, 且 m(λ) 6= λ− 1.
情形 1 m(λ) = λ + 1. 此时 A = −I. 由于 {±I} ◁ G, 且 G 是单群, 因此 G = {±I}.
这与 G 是非 Abel 群矛盾.
情形 2 m(λ) = λ2 − 1. 此时 ±1 是 m(λ) 的全部复根. 从而 A 的特征多项式 f(λ) 的
全部复根是 ±1. 因此

A ∼

1 0

0 −1

 .
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行列式函数 det 是 G 到 C∗ 的一个同态, 从而 det 是 G 的一个 1 次表示但不是主表
示. 由于 det(A) = −1, 因此 Ker(det) 6= {I}. 根据命题 3, 这与 G 是单群矛盾.
综上所述, G 是 Abel 群.
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3.4.2 非 Abel单群的二次表示

习题 3.4 第 2 题

证明: 任一非 Abel 有限单群 G 没有 2 次不可约复表示, 从而若非 Abel 有限群 G 有

2 次不可约复表示, 则 G 不是单群.

解答

若有限群 G 有 2 次不可约复表示 φ, 则 g 提供的矩阵表示 Φ 是 G 到 GL(2,C) 的一
个同态, 从而 KerΦ ◁ G. 由于 G 是单群, 因此 KerΦ = {1} 或 KerΦ = G. 假如为后
者, 则

Φ(g) =

1 0

0 1

 , ∀g ∈ G.

于是 Φ 可约, 矛盾. 因此 KerΦ = {1}. 从而

G ∼= ImΦ.

而 ImΦ < GL(2,C). 于是 G 同构于 GL(2,C) 的有限子群. 根据第 1 题的结论, G 为
Abel 群.

4
群的表示的张量积，群的直积的表示

4.1 模的张量积

4.1.1 有理数与二阶循环群的张量积

习题 4.1 第 1 题

证明：Q ⊗Z Z2 = 0.

解答

r ⊗ 0 = 0; q

p
⊗ 1 = 2q

2p
⊗ 1 = q

2p
⊗ 2 · 1 = q

2p
⊗ 0 = 0.
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4.1.2 双模与环的张量积

习题 4.1 第 2 题

设 S,R 都是有单位元的环，M 是 (S,R)-双模，证明：M ⊗R R ∼= M 是左 S-模同构，
也是右 R-模同构。

解答

类似于定理 5 的证法。

4.1.3 线性变换的张量积运算

习题 4.1 第 3 题

设 V,W 都是域 K 上线性空间，A,A1, A2 是 V 上的线性变换，B,B1, B2 是 W 上的

线性变换，IV , IW , IV⊗KW 分别表示 V,W, V ⊗K W 上的恒等变换。证明：

(1) (A1 + A2) ⊗B = A1 ⊗B + A2 ⊗B;
(2) A⊗ (B1 +B2) = A⊗B1 + A⊗B2;
(3) (A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) = A1A2 ⊗B1B2;
(4) (kA) ⊗B = A⊗ (kB) = k(A⊗B), k ∈ K;
(5) IV ⊗ IW = IV⊗KW ;
(6) 从 A,B 可逆可以推出 A⊗B 可逆，且 (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

解答

参看 [28] 第 813 页的定理 5。

4.1.4 标量扩张

习题 4.1 第 4 题

设 V 是域 K 上的线性空间，域 F 包含 K，证明：

(1) F ⊗K V 是域 F 上的线性空间，记作 V F；

(2) 若 V 是 r 维的，其一个 K-基为 v1, v2, . . . , vr，则 V F 是 r 维，且 1 ⊗ v1, 1 ⊗
v2, . . . , 1 ⊗ vr 是 V F 的一个 F -基。

解答

(1)由于域 F 可看成是 (F,K)-双模，V 是 (K,K)-双模，因此 F ⊗K V 是左 F -模，从
而 F ⊗K V 是域 F 上的线性空间。
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(2) 由于
V ∼= K ⊕ · · · ⊕K︸ ︷︷ ︸

r 个

,

因此

F ⊗K V ∼= F ⊗K K ⊕ · · · ⊕ F ⊗K K ∼= F ⊕ · · · ⊕ F︸ ︷︷ ︸
r 个

.

这是左 F -模同构。从而

dimF (F ⊗K V ) = r(dimF F ) = r.

易计算出对于任意 f ∈ F, v ∈ V，f ⊗ v 可由 1 ⊗ v1, . . . , 1 ⊗ vr 作 F -线性表出，因此
1 ⊗ v1, . . . , 1 ⊗ vr 是 V F 的一个 F -基。

4.2 群的表示的张量积

4.2.1 一维表示与不可约表示的张量积

习题 4.2 第 1 题

设 (φ, V ) 是群 G 的 1 次 K-表示，(ψ,W ) 是 G 的 n 次不可约 K-表示，证明：(φ⊗
ψ, V ⊗K W ) 是 G 的 n 次不可约 K-表示。

解答

由于 dimK(V ⊗K W ) = (dimK V )(dimKW ) = n，因此 φ ⊗ ψ 是 G 的 n 次 K-表示。
设 φ, ψ, φ⊗ψ 分别在 V,W, V ⊗K W 的相应基下提供的矩阵表示记作 Φ, Ψ, Φ⊗ Ψ，则

Φ(g) = (a(g))。从而

(Φ⊗ Ψ)(g) = Φ(g) ⊗ Ψ(g) = a(g)Ψ(g), ∀g ∈ G.

假如 φ⊗ψ 可约，则存在 n 阶可逆矩阵 S，使得对一切 g ∈ G，S(Φ⊗ Ψ)(g)S−1 为分

块上三角矩阵。由此得出对一切 g ∈ G，SΨ(g)S−1 为分块上三角矩阵，从而 ψ 可约，

矛盾。因此 φ⊗ ψ 不可约。
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4.2.2 共轭类大小的公式

习题 4.2 第 2 题

设 G 是有限群，C1, C2, . . . , Cs 是 G 的全部共轭类，gj ∈ Cj (j = 1, 2, . . . , s)。设
χ1, χ2, . . . , χs 是 G 的全部不相等的不可约复特征标。证明：

|Cj| = |G|
/ s∑

l=1
χl(gj)χl(gj), j = 1, 2, . . . , s.

解答

根据第二正交关系得

1
|G|

s∑
l=1

|Cj|χl(gj)χl(gj) = 1, j = 1, 2, . . . , s.

由此得出

|Cj| = |G|
/ s∑

l=1
χl(gj)χl(gj), j = 1, 2, . . . , s.

4.2.3 由两个特征标构造表示表

习题 4.2 第 3 题

设有限群 G 有一个 1 次复特征标 χ2 和一个 2 次不可约复特征标 χ4，它们在 G 的共

轭类代表元 g1 = 1, g2, . . . , g7 上的取值如下：

g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7

χ2 1 1 1 ω2 ω ω2 ω

χ4 2 −2 0 −1 −1 1 1

其中 ω = e 2πi
3 。求：

(1) G 的复特征标表，以及 |G|；
(2) G 的各个共轭类的元素个数；

(3) G 的全部正规子群（指出每一个正规子群由哪些共轭类组成以及该正规子群的

阶）；

(4) G 的换位子群 G′；

(5) G 的中心 Z(G)，G 是否为 Abel 群？
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解答

(1) G 有 7 个共轭类，因此 G 有 7 个不相等的不可约复特征标 χ1, . . . , χ7，其中 χ1

是 G 的主特征标。令

χ3 = χ2χ2, χ5 = χ2χ4, χ6 = χ2χ5,

则可写出 G的复特征标表的前 6行。为了求出第 7行元素，我们需要首先求出 χ7(g1)，
然后利用第 j列（2 ≤ j ≤ 7）与第 1列正交，便可求出第 7行的其他元素。设 χ7(g1) = y，

则

|G| = 12 + 12 + 12 + 22 + 22 + 22 + y2 = 15 + y2.

由于 G 的不可约复表示的次数是 |G| 的因数，因此 y | |G|。从而 y | 15。于是 y = 1
或 3 或 5 或 15。g2 所在的共轭类 C2 的元素个数为

|C2| = |G|
/

[12 + 12 + 12 + (−2)2 + (−2)2 + (−2)2 + |χ7(g2)|2
]

= |G|
/

[15 + |χ7(g2)|2
]
.

由于 G 的复特征标表的第 2 列与第 1 列正交，因此

0 = 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 2 · (−2) + 2 · (−2) + 2 · (−2) + y · χ7(g2).

由此得出 χ7(g2) = 9
y
。若 y = 1，则 χ7(g2) = 9, |G| = 16。此时

|C2| = 16/(15 + 92) /∈ N∗,

矛盾。若 y = 3，则 χ7(g2) = 3, |G| = 24。此时

|C2| = 24/(15 + 32) = 1.

若 y = 5，则 χ7(g2) = 9/5, |G| = 40，此时

|C2| = 40
/[

15 +
(9

5

)2]
/∈ N∗,

矛盾。若 y = 15，则 χ7(g2) = 9/15, |G| = 240。此时

|C2| = 240
/[

15 +
( 9

15

)2]
/∈ N∗,

矛盾。因此 y = 3, |G| = 24, χ7(g2) = 3, |C2| = 1。由于第 j 列（3 ≤ j ≤ 7）与第 1 列
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正交，因此可求出复特征标表第 7 行的其他元素：

T =



g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7

χ1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 ω2 ω ω2 ω

χ3 1 1 1 ω ω2 ω ω2

χ4 2 −2 0 −1 −1 1 1

χ5 2 −2 0 1 + ω 1 + ω2 ω2 ω

χ6 2 −2 0 1 + ω2 1 + ω ω ω2

χ7 3 3 −1 0 0 0 0



.

(2) 根据上面的特征标表和习题 4.2 第 2 题，

|C1| = 1, |C2| = 1,

|C3| = |G|/(12 + 12 + 12 + (−1)2) = 24/4 = 6,

|C4| = 24
/[

12 + ω2ω + ωω2 + (−1)2 + (1 + ω2)(1 + ω) + (1 + ω)(1 + ω2)
]

= 24/6 = 4,

|C5| = 24
/[

12 + ωω2 + ω2ω + (−1)2 + (1 + ω2)(1 + ω) + (1 + ω)(1 + ω2)
]

= 24/6 = 4,

|C6| = 24/(12 + ω2ω + ωω2 + 12 + ω2ω + ωω2) = 4,

|C7| = 24/(12 + ωω2 + ω2ω + 12 + ωω2 + ω2ω) = 4.

(3) 设 χi 是由 G 的不可约复表示 φi 提供的特征标，i = 1, . . . , 7。根据习题 3.1 第 2
题，Kerφi = Kerχi，于是从表中看出

Kerφ1 = G, Kerφ2 = C1 ∪ C2 ∪ C3 = Kerφ3,

Kerφ4 = Kerφ5 = Kerφ6 = C1 = {1}, Kerφ7 = C1 ∪ C2 = {1, g2}.

由于 G 的任一正规子群都是若干个 Kerφi 的交，因此 G 的全部正规子群如下：

{1}, G, N1 = {1, g2}, N2 = C1 ∪ C2 ∪ C3,

其中 |N1| = 2, |N2| = 8。
(4) 由于 G 恰有 3 个 1 次复表示，因此 G/G′ 含有 3 个 1 次表示。又由于 G/G′ 是

Abel 群，因此 G/G′ 与它的复特征标群同构。于是 |G/G′| = 3。从而 |G′| = 8。由于
G′ < G，因此 G′ = N2 = C1 ∪ C2 ∪ C3.
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(5) 根据习题 3.1 的第 4 题，Z(G) = ⋂7
i=1 Z(χi)。

Z(χ1) = G, Z(χ2) = G, Z(χ3) = G,

Z(χ4) = Z(χ5) = Z(χ6) = C1 ∪ C2 = {1, g2}, Z(χ7) = {1, g2}.

从而 Z(G) = {1, g2}。因此 G 是非 Abel 群。

4.3 群的直积的表示

4.3.1 初等 Abel群的特征标表

习题 4.3 第 1 题

求群 G = Z2 × Z2 × Z2 的复特征标表。

解答

H2 =

1 1

1 −1

 ,
于是 Z2 × Z2 的复特征标表为

H4 =

H2 H2

H2 −H2

 ,
从而 Z2 × Z2 × Z2 的复特征标表为

H8 =

H4 H4

H4 −H4

 =



H2 H2 H2 H2

H2 −H2 H2 −H2

H2 H2 −H2 −H2

H2 −H2 −H2 H2


.

4.3.2 十五阶群的特征标表

习题 4.3 第 2 题

求 15阶群 G的复特征标表（提示：根据 [24]第 85页的 Sylow第三定理，G的 Sylow
3-子群的个数为 1 + 3k 且 1 + 3k | 5。于是 k = 0。从而 G 的 Sylow 3-子群只有一个
P，于是 P ◁ G。同理可得，G 的 Sylow 5-子群的个数为 1。于是 G 的 Sylow 5-子群
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Q◁G。显然 P ∩Q = {1}，从而 |PQ| = |P ||Q|
|P∩Q| = 15。于是 G = PQ。由于 P ◁G,Q◁G，

因此对于任意 a ∈ P, b ∈ Q，有 aba−1b−1 ∈ P ∩Q。从而 aba−1b−1 = 1。这表示 P 的

元素与 Q 的元素可交换。根据 [24] 第 47 页的定理 4 得 G ∼= P ×Q。于是可从 P,Q

的复特征标表得出 G的复特征标表。解法二：设 P = 〈a〉, Q = 〈b〉。易求出 ab的阶为

15，因此 G 是 15 阶循环群。从而可以直接写出 G 的复特征标表。）

解答

解法一 G 的 Sylow 3-子群 P ◁ G，G 的 Sylow 5-子群 Q ◁ G，G ∼= P × Q。P 的复

特征标表为

T1 =


1 1 1

1 ω ω2

1 ω2 ω

 , ω = e
2πi
3 .

Q 的复特征标表为

T2 =



1 1 1 1 1

1 ξ ξ2 ξ3 ξ4

1 ξ2 ξ4 ξ ξ3

1 ξ3 ξ ξ4 ξ2

1 ξ4 ξ3 ξ2 ξ


, ξ = e

2πi
5 .

于是 G 的复特征标表 T = T1 ⊗ T2。请读者详细写出 T1 ⊗ T2。

解法二 设 P = 〈a〉, Q = 〈b〉。由于 ab = ba，且 a 的阶 3 与 b 的阶 5 互素，因此 ab

的阶为 15。从而 G 是 15 阶循环群，于是可以直接写出 G 的复特征标表。

4.4 不可约复表示的次数满足的又一条件

4.4.1 特征标中心的次数条件

习题 4.4 第 1 题

设 (φ, V ) 是有限群 G 的任一个不可约复表示，φ 提供的特征标记作 χ。证明：

(1) χ(1) | [G : Z(χ)];
(2) χ(1)2 ≤ [G : Z(χ)]，等号成立当且仅当对一切 y ∈ G\Z(χ) 有 χ(y) = 0；
(3) 若 G′ ⊆ Z(χ)，则 χ(1)2 = [G : Z(χ)].
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解答

(1) 根据习题 3.1 的第 3 题和第 4 题知：Z(χ) ◁ G，并且 Kerφ ⊆ Z(χ)，还有

Z(χ)/Kerφ = Z(G/Kerφ).

根据本节定理 1 知，G/Kerφ 的任一个不可约复表示的次数能整除

[G/Kerφ : Z(G/Kerφ)] = [G/Kerφ : Z(χ)/Kerφ] = [G : Z(χ)].

由 G 的表示 φ 可得到 G/Kerφ 的表示 φ̃ 使得 φ 是 φ̃ 的提升，它们有相同的次数：

G GL(V )

G/Kerφ

φ

π
φ̃

因此 χ(1) | [G : Z(χ)]。
(2) 由于 χ 不可约，因此 (χ, χ) = 1。从而

[G : Z(χ)]|Z(χ)| = |G|
=

∑
g∈Z(χ)

χ(g)χ(g) +
∑

g/∈Z(χ)
χ(g)χ(g)

= χ(1)2|Z(χ)| +
∑

g/∈Z(χ)
|χ(g)|2

≥ χ(1)2|Z(χ)|.

由此得出 χ(1)2 ≤ [G : Z(χ)]，等号成立当且仅当 ∀g /∈ Z(χ) 有 χ(g) = 0。
(3) 只要证对一切 y /∈ Z(χ) 有 χ(y) = 0。利用习题 3.1 的第 4 题的结果：g ∈ Z(χ)
当且仅当 gKerφ ∈ Z(G/Kerφ)。于是从 g /∈ Z(χ) 推出：存在 h ∈ G 使得

(gKerφ)(hKerφ) 6= (hKerφ)(gKerφ),

即 g−1h−1gh /∈ Kerφ。记 a = g−1h−1gh，则 a ∈ G′ ⊆ Z(χ)。从而 |χ(a)| = χ(1)。所以

φ(a) = λ1V ,

其中 λ 是单位根。由于 a /∈ Kerφ，因此 λ 6= 1。由于

λ1V = φ(a) = φ(g)−1φ(h)−1φ(g)φ(h),

因此 λφ(g) = φ(h)−1φ(g)φ(h)。两边取迹得 λχ(g) = χ(g)。由此得出 χ(g) = 0。由此
得出 (2) 中的等号成立。
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5
诱导表示和诱导特征标

5.1 诱导表示

5.1.1 诱导模的陪集分块

习题 5.1 第 1 题

设 K 是任一域, H 是群 G的正规子群, H 在 G中的陪集代表系是 {g1 = 1, g2, . . . , gt}.
设 (ψ,W ) 是 H 的一个 K-表示, 证明: 对于 1 ≤ i ≤ t, 有

(1) giK[H] ⊗K[H] W 是左 K[H]-模;
(2) giK[H] ⊗K[H] W 提供的 H 的表示 ψi 的次数等于 ψ 的次数.

解答

(1) 任给 h ∈ H, 对于任意 h′ ∈ H, 由于 H �G, 因此有

h(gih′) = gi(g−1
i hgi)h′ ∈ giK[H].

从而 giK[H] 成为左 K[H]-模. 于是 giK[H] ⊗K[H] W 是左 K[H]-模.
(2) 在定理 1 中已证明有 K-模同构

giK[H] ⊗K[H] W ∼= W.

因此

dimK

[
giK[H] ⊗K[H] W

]
= dimKW.

从而左 K[H]-模 giK[H] ⊗K[H] W 提供的 H 的表示 ψi 的次数等于 ψ 的次数.

5.1.2 诱导模上的子群作用

习题 5.1 第 2 题

设 K 是任一域, H 是群 G 的子群, H 在 G 中的左陪集代表系是 {g1 = 1, g2, . . . , gt}.
设 W 是左 K[H]-模. 令

Wi = giK[H] ⊗K[H] W,

从定理 1 的证明知道, Wi 是左 K-模, 即域 K 上的线性空间. 从 (7) 式可看出, Wi 可
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看成 WG 的子空间 (在同构的意义上), i = 1, 2, . . . , t. 令

Ω = {W1,W2, . . . ,Wt}.

证明: 左 K[G]-模 WG 诱导了 G 在 Ω 上的一个作用, 由此得到的 G 的置换表示等价

于 H 的主表示的诱导表示.

解答

任给 g ∈ G, 任给 i ∈ {1, 2, . . . , t}, 有 ggi = glh, 对某个 l ∈ {1, 2, . . . , t} 和某个 h ∈ H.
于是规定

gWi := Wl. (1)

任给 x ∈ G, (xg)gi = x(ggi) = x(glh) = (xgl)h = gjh
′, 其中 xgl = gjh

′, 对某个
j ∈ {1, 2, . . . , t} 和某个 h′ ∈ H. 于是

(xg)Wi = Wj.

又有 x(gWi) = x(Wl) = Wj, 因此 (xg)Wi = x(gWi). 显然 1Wi = Wi. 因此 (1) 式规定
了群 G 在集合 Ω 上的一个作用.
由这个作用得到的 G 的 t 次置换表示 φ 提供的矩阵表示 Φ 使得对每个 g ∈ G, Φ(g)
是 t 阶置换矩阵. 根据 (1) 式, Φ(g) 的 (l, i) 元为 1.
根据本节命题 21, H 的主表示 1H 的诱导表示 (1H)G 提供的矩阵表示 A 使得 A(g) 的
(l, i) 元为

1H(g−1
l ggi).

由于 g−1
l ggi = h ∈ H, 因此 1H(g−1

l ggi) = 1. 由此得出 Φ(g) = A(g), 因此 φ 与 (1H)G

等价.

5.1.3 陪集空间的置换表示

习题 5.1 第 3 题

设 K 是任一域, H 是群 G 的子群, 并且 [G : H] = t. 把 H 在 G 中的所有左陪集组成

的集合记作 G/H. 对于 g ∈ G, aH ∈ G/H, 规定

g(aH) := (ga)H.

显然, 这给出了 G 在集合 G/H 上的一个作用. 证明: 从这个作用得到的 G 的置换表

示等价于 H 的主表示 1H 的诱导表示 (1H)G.
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解答

证法与第 2 题的证法类似.

5.2 诱导特征标

5.2.1 四元数群的诱导特征标

习题 5.2 第 1 题

设 Q 为四元数群, 即
Q = {±1,±i,±j,±k},

其中 k = ij. 设 H = 〈i〉.

(1) 设 ψ1 是 H 的 1 次复表示, 其中 ψ1(i) = −1. 证明: ψQ1 是 Q 的两个 1 次表示的
直和;

(2) 设 ψ2 是 H 的 1 次复表示, 其中 ψ2(i) = i, 证明: ψQ2 是 Q 的 2 次不可约复表示.
从而 Q 的唯一的 2 次不可约复表示是单项表示.

解答

四元数群 Q 有 5 个共轭类:

{1}, {−1}, {i,−i}, {j,−j}, {k,−k}.

H = 〈i〉 在 Q 中的左陪集分解式为

Q = H ∪ jH.

(1) ψ1(i) = −1, 因此

µ1(i) = −1, µ1(i2) = 1, µ1(i3) = −1.

由诱导特征标公式得

µQ1 (1) = 2,
µQ1 (−1) = µ1(−1) + µ1(j−1(−1)j) = 1 + 1 = 2,
µQ1 (i) = µ1(i) + µ1(j−1ij) = −1 + µ1(−i) = −2,
µQ1 (j) = 0, µQ1 (k) = µ1(−k) = 0.
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从四元数群 Q 的复特征标表 (见习题 3.2 的第 1 题的第 (2) 小题) 得

µQ1 = χ1 + χ3.

因此 ψQ1 ' φ1 ⊕ φ3.
(2) ψ2(i) = i, 因此

µ2(i) = i, µ2(−1) = µ2(i2) = −1, µ2(−i) = µ2(i3) = −i.

于是
µQ2 (1) = 2, µQ2 (−1) = −2,
µQ2 (i) = i+ µ2(−i) = 0, µQ2 (j) = 0, µQ2 (k) = 0.

由此看出 µQ2 等于 Q 的 2 次不可约特征标. 因此

ψQ2 ' φ4,

是 Q 的 2 次不可约复表示.

5.2.2 交错群的三次不可约表示

习题 5.2 第 2 题

设 G = A4,
H = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

设 ψ 是 H 的任一非平凡的 1次复表示. 证明: ψG 是 G的 3次不可约复表示, 从而 G

的唯一的 3 次不可约复表示是单项表示.

解答

G = A4 有 4 个共轭类, 其代表元素为

(1), (12)(34), (123), (132).

H 在 G 中的左陪集分解式为

G = H ∪ (123)H ∪ (132)H.

取 H 的一个非平凡的 1 次复表示 ψ, 它提供的特征标 µ 为

µ((1)) = 1, µ((12)(34)) = −1, µ((13)(24)) = 1, µ((14)(23)) = −1.
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于是

µG((1)) = 3,

且
µG((12)(34)) = µ((12)(34)) + µ((123)−1(12)(34)(123))

+ µ((132)−1(12)(34)(132))
= −1 + µ((13)(24)) + µ((14)(23)) = −1,

而

µG((123)) = 0, µG((132)) = 0.

因此 µG = χ3(见习题 3.2 第 1 题的第 (3) 小题). 从而 ψG 是 G 的 3 次不可约复表示.

5.3 Frobenius互反律

5.3.1 Abel群中特征标次数的整除性

习题 5.3 第 1 题

设 G是有限 Abel群, H�G. χ是 G的复特征标. 证明: 如果对于 g /∈ H,有 χ(g) = 0,
那么 [G : H] | χ(1).

解答

设 µ1, µ2, . . . , µs 是 H 的全部不同不可约复特征标. 根据本节命题 1, 对于每一个 µi,
存在 G 的不可约复特征标 χi, 使得 µi = χi|H . 设

χ|H =
s∑
j=1

mjµj.

则

χ(1) =
s∑
j=1

mjµj(1) =
s∑
j=1

mj.

由于对于任意 i ∈ {1, 2, . . . , s}, 有

(χ, χi)G = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)χi(g) = 1
|G|

∑
h∈H

χ(h)χi(h)

= |H|
|G|

(χ|H , χi|H)H = 1
[G : H]

(χ|H , µi)H

= 1
[G : H]

 s∑
j=1

mjµj, µi


H

= mi

[G : H]
,
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所以 [G : H] | mi, i = 1, 2, . . . , s. 从而 [G : H] | χ(1).

5.3.2 对称群S4的特征标表

习题 5.3 第 2 题

设 G = S4. 记
N = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

显然 N � S4. 令 H = 〈(12)〉N .

(1) 证明: H ∼= D4, 其中 D4 是 8 阶二面体群;
(2) 证明: H 的某个 1 次复特征标的诱导特征标是 S4 的 3 次不可约复特征标;
(3) 证明: A4 的非平凡的 1 次复特征标的诱导特征标是 S4 的 2 次不可约复特征标;
(4) 求 S4 的复特征标表.

解答

(1) 由于
(12)(13)(24) = (1324),

因此 H 有 4 阶元素. 设

a = (1324), b = (13)(24),

则

bab−1 = (13)(24)(1324)(13)(24) = (3142) = a−1.

于是

H = 〈a, b | a4 = b2 = (1), bab−1 = a−1〉.

因此 H ∼= D4.
(2) 由于 H ∼= D4, 因此 H 有 5 个共轭类:

{(1)}, {a2}, {a, a3}, {b, a2b}, {ab, a3b}.

取 H 的一个 1 次复特征标 µ1, 使得

µ1((1)) = 1, µ1(a) = 1, µ1(a2) = 1, µ1(b) = −1, µ1(ab) = −1.

H 在 S4 中的左陪集分解式为

S4 = H ∪ (13)H ∪ (14)H.
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S4 的共轭类有 5 个, 其代表元素分别为

(1), (12), (12)(34), (123), (1234),

各个共轭类的元素个数依次为 1, 6, 3, 8, 6. 由诱导特征标公式得

µG1 ((1)) = 3, µG1 ((12)) = −1, µG1 ((12)(34)) = −1,

µG1 ((123)) = 0, µG1 ((1234)) = 1.

于是

(µG1 , µG1 )G = 1
24
[
32 + 6(−1)2 + 3(−1)2 + 6 · 12

]
= 1.

因此 µG1 是 S4 的 3 次不可约复特征标.
(3) 取 A4 的一个非平凡 1 次复特征标 µ2, 其中

µ2((1)) = 1, µ2((12)(34)) = 1, µ2((123)) = ω, µ2((132)) = ω2.

A4 在 S4 中的左陪集分解式为

S4 = A4 ∪ (12)A4.

由于 A4 � S4, 因此对于 σ /∈ A4, µG2 (σ) = 0. 从而

µG2 ((12)) = 0, µG2 ((12)(34)) = 2,
µG2 ((123)) = ω + ω2 = −1, µG2 ((1234)) = 0.

因此

(µG2 , µG2 )G = 1
24
[
22 + 3 · 22 + 8 · (−1)2

]
= 1,

所以 µG2 是 S4 的一个 2 次不可约复特征标.
(4) S4 有 5 个不可约复表示. 由于 S′

4 = A4, 因此 S4 恰有两个 1 次表示: 主表示 φ0

和符号表示 φ1. 上面求出了 S4 的一个 3 次不可约复特征标和一个 2 次不可约复特征
标. 由于

|S4| = 24 = 12 + 12 + 22 + 32 + 32,

因此 S4 还有一个 3 次不可约复特征标. 由 S4 的标准置换表示和第二正交关系可得特

70



群表示论习题整理与解答 诱导表示和诱导特征标

征标表

(1) (12) (12)(34) (123) (1234)

χ0 1 1 1 1 1

χ1 1 −1 1 1 −1

χ2 2 0 2 −1 0

χ3 3 −1 −1 0 1

χ4 3 1 −1 0 −1

5.3.3 诱导特征标在共轭类上的计算

习题 5.3 第 3 题

设 G 是有限群, H < G, µ 是 H 的一个复特征标, C 是 G 的一个共轭类. 证明:

(1) 若 C ∩H = ∅, 则对于 g ∈ C, 有 µG(g) = 0;
(2) 若 C ∩H 6= ∅, 显然 C ∩H 是 H 的若干个共轭类的并集, 设 C ∩H 包含的 H 的

共轭类的代表系是 h1, . . . , hr, 则对于 g ∈ C, 有

µG(g) = |G|
|C|

r∑
i=1

µ(hi)
|CH(hi)|

,

其中 CH(hi)是 hi 在 H 里的中心化子, |CH(hi)|等于 |H|除以 hi 在 H 中的共轭

类的元素个数.

解答

(1) 设 C ∩ H = ∅. 对于 g ∈ C, 任意 a ∈ G, 都有 a−1ga ∈ C, 从而 a−1ga /∈ H. 因此
由诱导特征标公式

µG(g) = 1
|H|

∑
a∈G

µ(a−1ga) = 0.

(2) 设 C ∩H 6= ∅, 取 g ∈ C. 记

CG(g) = {a ∈ G | aga−1 = g}.

根据共轭类公式, |C| = [G : CG(g)]. 对于 x, y ∈ G, 有

x−1gx = y−1gy ⇐⇒ yx−1gxy−1 = g ⇐⇒ yx−1 ∈ CG(g).

因此 G 中使 x−1gx 取定值的 x 有 |CG(g)| 个. 把 H 中包含 hi 的共轭类记作 Bi,
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i = 1, 2, . . . , r. 则
|Bi| = |H|

|CH(hi)|
.

由诱导特征标公式, 按照 H 的共轭类分组求和, 得

µG(g) = 1
|H|

∑
a∈G

µ(a−1ga)

= |CG(g)|
|H|

r∑
i=1

∑
z∈Bi

µ(z)

= |CG(g)|
|H|

r∑
i=1

µ(hi)|Bi|

= |CG(g)|
r∑
i=1

µ(hi)
|CH(hi)|

= |G|
|C|

r∑
i=1

µ(hi)
|CH(hi)|

.

5.3.4 交错群A5的特征标表

习题 5.3 第 4 题

求交错群 A5 的复特征标表.

解答

交错群 A5 有 5 个共轭类 C1, C2, C3, C4, C5, 其代表元素为

(1), (12)(34), (123), (12345), (13524),

各个共轭类的元素个数依次为

1, 15, 20, 12, 12.

由于 A5 是双传递置换群, 因此 A5 有一个 4 次不可约表示 ψ, 其特征标 χψ 在上述 5
个共轭类上的取值为

(4, 0, 1,−1,−1).

把 A4 看成 A5 的子群, 记 G = A5. 取 A4 的一个非平凡 1 次复特征标 ν, 其中

ν((12)(34)) = 1, ν((123)) = ω, ν((132)) = ω2.
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由于 [A5 : A4] = 60/12 = 5, 因此 νG(1) = 5. 又

C2 ∩ A4 = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)},

故

νG((12)(34)) = 60
15
ν((12)(34))

4
= 1.

由于 C3 ∩ A4 是 A4 的两个共轭类的并集, 因此

νG((123)) = 60
20

[
ν((123))

3
+ ν((132))

3

]
= ω + ω2 = −1.

又因为 C4 ∩ A4 = C5 ∩ A4 = ∅, 所以

νG((12345)) = νG((13524)) = 0.

于是

(νG, νG)G = 1
60
[
52 + 15 · 12 + 20 · (−1)2

]
= 1,

因此 νG 是 G 的不可约复特征标.
取 H = 〈(12345)〉. 取 H 的一个非平凡 1 次复特征标 µ, 其中

µ((12345)) = ε, µ((13524)) = ε2, µ((14253)) = ε3, µ((15432)) = ε4, ε = e
2πi
5 .

由于 [A5 : H] = 12, 有 µG(1) = 12. 又 C2 ∩H = C3 ∩H = ∅, 因此

µG((12)(34)) = µG((123)) = 0.

容易求出

C4 ∩H = {(12345), (15432)}, C5 ∩H = {(13524), (14253)}.

于是

µG((12345)) = 60
12

[
µ((12345))

5
+ µ((15432))

5

]
= ε+ ε4,

µG((13524)) = 60
12

[
µ((13524))

5
+ µ((14253))

5

]
= ε2 + ε3.

由 Frobenius 互反律,

(µG, χ0)G = 0, (µG, χψ)G = 1, (µG, νG)G = 1.
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因此 µG − χψ − νG 是 G 的一个复特征标, 记作 χ1. 其次数和在各共轭类上的取值为

χ1(1) = 12 − 4 − 5 = 3,
χ1((12)(34)) = 0 − 0 − 1 = −1, χ1((123)) = 0 − 1 − (−1) = 0,
χ1((12345)) = (ε+ ε4) − (−1) − 0 = 1 + ε+ ε4,

χ1((13524)) = (ε2 + ε3) − (−1) − 0 = 1 + ε2 + ε3.

并且

(χ1, χ1)G = 1
60
[
32 + 15(−1)2

+ 12(1 + ε+ ε4)(1 + ε4 + ε)
+ 12(1 + ε2 + ε3)(1 + ε3 + ε2)

]
= 1.

因此 χ1 是 G 的 3 次不可约复特征标. 由于

60 = 12 + 32 + 42 + 52 + 32,

G 还有一个 3 次不可约复特征标, 记作 χ2. 于是 A5 的复特征标表为

(1) (12)(34) (123) (12345) (13524)

χ0 1 1 1 1 1

χ1 3 −1 0 1 + ε+ ε4 1 + ε2 + ε3

χ2 3 −1 0 1 + ε2 + ε3 1 + ε+ ε4

χ3 4 0 1 −1 −1

χ4 5 1 −1 0 0

其中

1 + ε+ ε4 = 1 +
√

5
2

, 1 + ε2 + ε3 = 1 −
√

5
2

.

5.4 诱导特征标不可约的判定

5.4.1 双陪集与主特征标内积

习题 5.4 第 1 题

设 {g1, g2, . . . , gt} 是 (L,H) 在 G 里的双陪集代表系, 令

Li = L ∩ giHg
−1
i , i = 1, 2, . . . , t.
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对任意 y ∈ giHg
−1
i , 有

1(i)
H (y) = 1H(g−1

i ygi) = 1,

因此 1(i)
H = 1giHg

−1
i

, 从而 1(i)
H |Li

= 1Li
. 考虑复数域, 根据 Mackey 子群定理得

(
(1L)G, (1H)G

)
G

=
t∑
i=1

(
1L|Li

, 1(i)
H |Li

)
Li

=
t∑
i=1

(1Li
, 1Li

)Li
= t.

解答

根据 Mackey 子群定理,

(
(1L)G, (1H)G

)
G

=
t∑
i=1

(
1L|Li

, 1(i)
H |Li

)
Li

=
t∑
i=1

(1Li
, 1Li

)Li
=

t∑
i=1

1 = t.

5.4.2 双边陪集与轨道数

习题 5.4 第 2 题

设 L 和 H 都是有限群 G 的子群, φ1, φ2, . . . , φs 是 G 的所有不等价的不可约复表示.
设 1L 在 φi|L 中的重数为 ai, 1H 在 φi|H 中的重数为 bi. 把 H 在 G 中的左陪集组成

的集合记作 G/H, 对于 y ∈ L, gH ∈ G/H, 规定

y(gH) := (yg)H.

这给出了 L 在 G/H 上的一个作用. 证明: 这个作用将 G/H 划分成的轨道的条数 r

等于
s∑
i=1

aibi.

解答

由 L 在 G/H 上的给定的作用得到的 L 在复数域上的置换表示记作 ψ. 从习题 5.1 的
第 3 题得

ψ ' (1H)G|L.

根据第三章 §2 的推论 4, r 等于 1L 在 ψ 中的重数, 即

r = (1L, χψ)L =
(
1L, (1H)G|L

)
L

=
(
(1L)G, (1H)G

)
G
.
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记 φi 提供的特征标为 χi. 另一方面, 由 Frobenius 互反律,

(1L)G =
s∑
i=1

(
(1L)G, χi

)
G
χi =

s∑
i=1

(1L, χi|L)Lχi =
s∑
i=1

aiχi,

同理

(1H)G =
s∑
i=1

biχi.

因此

r =

 s∑
i=1

aiχi,
s∑
j=1

bjχj


G

=
s∑
i=1

s∑
j=1

aibj(χi, χj)G =
s∑
i=1

aibi.

这里 Frobenius 互反律所对应的重数关系可表示为交换图

HomG

(
(1L)G, φi

)
HomL

(
1L, φi|L

)
ai ai

∼=

dim dim

5.4.3 两个传递作用的轨道对偶

习题 5.4 第 3 题

设 G 是有限群, G 分别传递地作用在有限集合 Ω1 和 Ω2 上. 设 xi ∈ Ωi, 把 xi 的稳定

子群 Gxi
记作 Hi, 设 ηi 是 G 在 Ωi 上作用引起的置换特征标, i = 1, 2. 证明: H1 在

Ω2 上作用的轨道条数 r1 等于 H2 在 Ω1 上作用的轨道条数 r2, 并且

r1 = r2 = (η1, η2)G.

解答

由于 G 在 Ωi 上的作用传递, 根据 [24] 的习题 1.5 第 29 题得, G 在 Ωi 上的作用等价

于 G 在左商集 G/Gxi
上的左平移作用, 于是 G 在 G/Gxi

上的左平移作用引起的置

换特征标也是 ηi, i = 1, 2. 根据习题 5.1 的第 3 题得

ηi = (1Hi
)G, i = 1, 2.

根据第三章 §2 的推论 4 得

r1 = (1H1 , η2|H1)H1 =
(
1H1 , (1H2)G|H1

)
H1

=
(
(1H1)G, (1H2)G

)
G

= (η1, η2)G.
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同理可得

r2 = (η1, η2)G.

5.4.4 稳定子群轨道数

习题 5.4 第 4 题

设有有限群 G 传递地作用在有限集合 Ω 上, 它引起的复数域上的置换表示记作 φ. 证
明: 对于任意 x ∈ Ω, x 的稳定子群 Gx 在 Ω 上作用的轨道条数

r(x) = (χφ, χφ)G,

其中 χφ 是 φ 提供的特征标.

解答

由于 G 在 Ω 上的作用传递, 因此 G 在 Ω 上的作用等价于 G 在 G/Gx 上的左平移作

用. 于是 G 在 G/Gx 上的左平移作用引起的复置换表示也是 φ. 从而

φ ' (1Gx)G.

因此 Gx 在 Ω 上作用的轨道条数 r(x) 为

r(x) = (1Gx , χφ|Gx)Gx =
(
(1Gx)G, χφ

)
G

= (χφ, χφ)G.

5.4.5 不动点平方和公式

习题 5.4 第 5 题

设有有限群 G 传递地作用在有限集合 Ω 上. 证明: 对于任意 x ∈ Ω, Gx 在 Ω 上作用
的轨道条数 r(x) 为

r(x) = 1
|G|

∑
g∈G

|F (g)|2,

其中 F (g) 是 g 的不动点集, 即

F (g) := {x ∈ Ω | gx = x}.
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解答

G 在 Ω 上的作用引起的复置换表示记作 φ, 其特征标记作 χφ. 根据第 4 题的结论和
第三章 §2 的命题 3, 得

r(x) = (χφ, χφ)G

= 1
|G|

∑
g∈G

χφ(g)χφ(g)

= 1
|G|

∑
g∈G

F (g)F (g) = 1
|G|

∑
g∈G

|F (g)|2.

5.4.6 一般线性群的 Borel子群

习题 5.4 第 6 题

设 G 是域 GF(q) 上的 2 级一般线性群 GL(2, q). 考虑它的下述子群 H:

H =


a1 0

b a2


∣∣∣∣∣∣∣ ai ∈ GF(q)∗, i = 1, 2, b ∈ GF(q)

 .
循环群 GF(q)∗ 的所有不可约复表示记作 ψ1, ψ2, . . . , ψq−1. ψj 提供的特征标记作 µj,
j = 1, 2, . . . , q − 1. 规定

φij :

a1 0

b a2

 7−→ ψi(a1) ⊗ ψj(a2),

其中 i = 1, 2, . . . , q − 1; j = 1, 2, . . . , q − 1. 证明:

(1) φij 是 H 的一个复表示, 且次数等于 1;
(2) 把 φij 提供的特征标记作 χij, 则

χij


a1 0

b a2


 = µi(a1)µj(a2);

(3) 当 i 6= j 时, χGij 是 G 的 q + 1 次不可约特征标;
(4) χGii 可约, i = 1, 2, . . . , q − 1.

78



群表示论习题整理与解答 诱导表示和诱导特征标

解答

(1) 映射 a1 0

b a2

 7−→ (a1, a2)

是 H 到 GF(q)∗ × GF(q)∗ 的一个同态. 因此 φij 是这个同态与表示 ψi ⊗ ψj 的合成,
是 H 的一个复表示. 由于 ψi, ψj 都是 1 次的, 因此 φij 的次数等于 1.
(2) 由于 φij 是 1 次表示, 且

χij = µi ⊗ µj,

所以

χij


a1 0

b a2


 = µi(a1)µj(a2).

(3) 给定 g = (cij) ∈ G\H, 对于 y = (yij) ∈ Hg := H ∩ gHg−1, 有

χgij(y) = χij(g−1yg).

由于当 i 6= j 时 µi 6= µj, 因此存在 ρm ∈ GF(q)∗ 使得

µi(ρm) 6= µj(ρm),

其中 ρ 是 GF(q)∗ 的生成元. 取

y =

 ρm 0
c22

c12
(ρm − 1) 1

 ,
则

g−1yg =

 1 0
c11

c12
(ρm − 1) ρm

 .
从而 y ∈ H ∩ gHg−1 = Hg, 且

χgij(y) = µi(1)µj(ρm) = µj(ρm),

而

χij(y) = µi(ρm)µj(1) = µi(ρm) 6= µj(ρm).
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因此 χgij 6= χij. 根据本节推论 1 得 χGij 不可约. 又

degχGij = (degφij)[G : H] = (q2 − 1)(q2 − q)
(q − 1)2q

= q + 1.

(4) 取

g =

1 1

0 1

 ∈ G\H.

对于

y =

y11 0

y21 y22

 ∈ H,

有

y ∈ gHg−1 ⇐⇒ y21 = y11 − y22.

并且对这样的 y,

g−1yg =

 y22 0

y11 − y22 y11

 .
因此

χgii(y) = χii(g−1yg) = µi(y22)µi(y11) = χii(y).

所以 χgii = χii. 根据本节推论 1 得 χGii 可约.

5.4.7 Brauer的特征标表矩阵

习题 5.4 第 7 题

（Brauer）设 G 是有限群, 把 G 的所有共轭类 C1, C2, . . . , Cs 组成的集合记作 Ω, gi 是
Ci 的一个代表元素, i = 1, 2, . . . , s. 设 χ1, χ2, . . . , χs 是 G 的所有不相等的不可约复

特征标, 它们组成的集合记作 Irr(G). 设有群 A 在 Ω 上有一个作用, 并且 A 在 Irr(G)
上也有一个作用, 使得

(aχi)(aCj) = χi(gj), ∀a ∈ A, 1 ≤ i, j ≤ s.

证明:

(1) A 中每一个元素 a 在 Ω 中的不动点个数等于 a 在 Irr(G) 中的不动点个数;
(2) Ω 的 A-轨道条数等于 Irr(G) 的 A-轨道条数.
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解答

(1) 把 G 的复特征标表记作 T , 则 T 是可逆矩阵. a 在 Ω 上的作用引起 T 的列的置

换, 相应的置换矩阵记作 Q; a 在 Irr(G) 上的作用引起 T 的行的置换, 相应的置换矩
阵记作 P . 由于

(aχi)(aCj) = χi(gj), 1 ≤ i, j ≤ s,

因此

PTQ = T.

从而

T−1PT = Q−1.

由于 Q 是置换矩阵, Q−1 = Q′, 所以

tr(P ) = tr(T−1PT ) = tr(Q′) = tr(Q).

而 tr(P ) 等于 a 在 Irr(G) 中的不动点个数, tr(Q) 等于 a 在 Ω 中的不动点个数. 因此
两者相等.
(2) 根据 Burnside 引理, Ω 的 A-轨道条数为

1
|A|

∑
a∈A

|F1(a)|,

其中 F1(a) 是 a 在 Ω 中的不动点集. 同理, Irr(G) 的 A-轨道条数为

1
|A|

∑
a∈A

|F2(a)|,

其中 F2(a) 是 a 在 Irr(G) 中的不动点集. 根据第 (1) 小题, |F1(a)| = |F2(a)|, 对所有
a ∈ A 成立. 因此两种轨道条数相等.

5.4.8 正规子群的共轭类与特征标

习题 5.4 第 8 题

设 G 是有限群, N � G, 把 N 的所有共轭类 C1, C2, . . . , Ct 组成的集合记作 Ω. 任给
g ∈ G, 规定

gCj := gCjg
−1, j = 1, 2, . . . , t,

这给出了 G 在 Ω 上的一个作用. 对于 µi ∈ Irr(N), 根据第一章 §5 的命题 4 得
µgi ∈ Irr(N), 其中 Irr(N) 是 N 的所有不可约复特征标组成的集合. 规定

gµi := µgi , i = 1, 2, . . . , t,
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这给出了 G 在 Irr(N) 上的一个作用, 证明:

(1) G 中每一个元素在 Ω 中的不动点个数等于 g 在 Irr(N) 中的不动点个数;
(2) Ω 的 G-轨道条数等于 Irr(N) 的 G-轨道条数.

解答

设 hj 是 Cj 的一个代表元素, j = 1, 2, . . . , t. 则

(gµi)(gCj) = µgi (ghjg−1) = µi
[
g−1(ghjg−1)g

]
= µi(hj).

因此习题 5.4 第 7 题的条件成立. 由第 7 题立即得到本题两个小题的结论.

5.4.9 固定点条件的等价性

习题 5.4 第 9 题

设 G 是有限群, N �G, Ω 是 N 的所有共轭类组成的集合. G 在 Ω 上的作用和 G 在

Irr(N) 上的作用同第 8 题. 证明下列三个命题等价:

(i) G\N 中每一个元素 g 在 Ω 中只固定一个点;
(ii) G\N 中每一个元素 g 在 Irr(N) 中只固定一个点;
(iii) 对于任意 y ∈ N\{e}, 有 CG(y) ⊆ N , 其中 e 是 G 的单位元.

解答

由第 8 题的结论立即得到命题 (i) 与 (ii) 等价.
(i)⇒(iii) 取 y ∈ N\{e}, 设 y ∈ Cl. 取 g ∈ G\N . 由 (i) 知道, g 在 Ω 中只固定一个
点, 显然 g 固定的这个点是 {e}, 因此

gCl = gClg
−1 6= Cl.

从而 gyg−1 6= y, 即 g /∈ CG(y). 因此 CG(y) ⊆ N .
(iii)⇒(i) 取 g ∈ G\N . 假如 g 在 Ω 中还有第二个不动点 Cm, 则取 x ∈ Cm, 有
gxg−1 ∈ Cm. 由于 Cm 是 N 的一个共轭类, 存在 a ∈ N , 使得

x = a(gxg−1)a−1.

于是 ag ∈ CG(x). 由 (iii) 知 CG(x) ⊆ N , 从而 ag ∈ N , 因此 g ∈ N , 矛盾. 所以 g 在

Ω 中只有一个不动点.
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5.4.10 Frobenius群的诱导特征标

习题 5.4 第 10 题

设 G 是有限群, N �G. 如果对于任意 y ∈ N\{e}, 有 CG(y) ⊆ N , 证明:

(1) 对于 N 的每一个不可约复特征标 µ 6= 1N , 有 µG 不可约, 并且 N ⊈ Ker(µG);
(2) 若 χ 是 G 的不可约复特征标, 且 Kerχ ⊉ N , 则存在 N 的不可约复特征标

µ 6= 1N , 使得 χ = µG.

解答

(1) 根据第 9 题的结论, G\N 中每一个元素 g 在 Irr(N) 中只固定一个点. 因此对于
任意 µ ∈ Irr(N), µ 6= 1N , 有

µg 6= µ, g ∈ G\N.

根据本节推论 2 及其注记, µG 不可约.
假如 N ⊆ Ker(µG), 则对任意 a ∈ N 有

µG(a) = µG(1).

记 µG(1) = m, 设 g1 = e, g2, . . . , gr 是 N 在 G 中的陪集代表系. 根据 Mackey 子群定
理,

µG|N =
r∑
i=1

µ(i) =
r∑
i=1

µgi .

由于 µ 6= 1N , 且 µgi 6= µ (i = 2, 3, . . . , r), 所以
(

r∑
i=1

µ(i), µ

)
N

= 1,

而另一方面由 N ⊆ Ker(µG),

µG|N = m1N , m = rµ(1),

从而 (
r∑
i=1

µ(i), µ

)
N

= (rµ(1)1N , µ)N = 0,

矛盾. 因此 N ⊈ Ker(µG).
(2) 由于 Kerχ ⊉ N , 存在 y0 ∈ N 使得 χ(y0) 6= χ(1), 从而 χ|N 6= χ(1)1N . 因此 χ|N
包含 N 的一个非主不可约复特征标 µ 6= 1N . 于是由第 (1) 小题, µG 不可约, 并且由
Frobenius 互反律

(χ, µG)G = (χ|N , µ)N > 0.
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所以 χ = µG.

5.4.11 Clifford定理

习题 5.4 第 11 题

（Clifford）设 G 是有限群, N �G. 设 χ 是 G 的不可约复特征标, µ 是 χ|N 的一个不
可约成分, µ 在 χ|N 中的重数记作 m. G 在 Irr(N) 上有一个作用: gµi = µgi , µ 在这个
作用下的稳定子群记作 Gµ. 证明:

(1) 如果 Gµ 6= G, 那么存在 Gµ 的一个不可约复特征标 ν, 使得 χ = νG;
(2) 如果 Gµ = G, 那么 χ|N = mµ.

（注第 11 题称为 Clifford 定理, 它表明: 若有限群 G 有非平凡的正规子群 N , 则 G 的

任一不可约复特征标 χ 或者可以由 G 的真子群的一个不可约复特征标诱导出, 或者
χ 在 N 上的限制是 N 的某个不可约复特征标的倍数. 下面的第 12 题给出了一类特
殊情形.）

解答

设 {g1, g2, . . . , gt} 是 Gµ 在 G 中的左陪集代表系. 显然 N ⊆ Gµ. 设 {y1, y2, . . . , yl} 是
N 在 Gµ 中的陪集代表系, 则 {g1y1, g1y2, . . . , gtyl} 是 N 在 G 中的陪集代表系. 运用
Mackey 子群定理得

µG|N =
t∑
i=1

l∑
j=1

µgiyj =
t∑
i=1

l∑
j=1

(µyj )gi

=
t∑
i=1

l∑
j=1

µgi = l
t∑
i=1

µgi (1).

因为 (µG, χ)G = (µ, χ|N)N > 0, 所以 χ 是 µG 的不可约成分. 于是 χ|N 的不可约成分
只能是

µg1 , µg2 , . . . , µgt .

由 (1) 式可知

χ|N = m
t∑
i=1

µgi . (2)

如果 Gµ = G, 则 t = 1, 由 (2) 式立即得到

χ|N = mµ,

这就证明了第 (2) 小题.
下面设 Gµ 6= G. 再设

Irr(Gµ) = {ν1, ν2, . . . , νs},
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并且

χ|Gµ = l1ν1 + l2ν2 + · · · + lsνs, li ≥ 0.

不妨设当 1 ≤ i ≤ r 时,
(νi|N , µ)N > 0,

而对于 r + 1 ≤ j ≤ s, 有 (νj|N , µ)N = 0. 令

ν = l1ν1 + l2ν2 + · · · + lrνr. (3)

因为 N �Gµ, 对 Gµ 和 νi (1 ≤ i ≤ r) 应用上面的结论, 可得

νi|N = miµ.

因此

ν|N = m′µ, m′ =
r∑
i=1

limi.

另一方面,
m = (χ|N , µ)N =

s∑
i=1

li(νi|N , µ)N =
r∑
i=1

limi = m′,

所以 ν|N = mµ. 现在证明 ν 不可约并且 νG = χ. 有

(νG, χ)G = (ν, χ|Gµ)Gµ

=

ν, ν +
s∑

j=r+1
ljνj


Gµ

= (ν, ν)Gµ .

于是可设

νG = (ν, ν)Gµχ+ η,

其中 η = 0, 或者 η 是 G 的特征标. 从而

νG(1) = (ν, ν)Gµχ(1) + η(1) ≥ (ν, ν)Gµχ(1). (4)

由 (2) 式得
χ(1) = mµ(1)[G : Gµ]. (5)

又因为 ν|N = mµ, 所以 ν(1) = mµ(1). 因而

χ(1) = [G : Gµ]ν(1).
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另一方面 νG(1) = [G : Gµ]ν(1), 与 (4) 式合起来得

[G : Gµ]ν(1) ≥ (ν, ν)Gµ [G : Gµ]ν(1).

因此 (ν, ν)Gµ = 1, ν 不可约, 且 (4) 式等号成立, 即

χ = νG.

这就证明了第 (1) 小题.

5.4.12 Blichfeldt定理

习题 5.4 第 12 题

（Blichfeldt 定理）设有限群 G 有一个 Abel 正规子群 N , 且 N ⊈ Z(G). 若 χ 是 G 的

忠实的不可约复特征标, 则 χ 能够由 G 的某个真子群的一个不可约复特征标诱导出.

解答

设 µ 是 χ|N 的一个不可约成分. 根据第 11 题, 只需证明 Gµ 6= G. 假如 Gµ = G, 则

χ|N = mµ.

由于 N 是 Abel 群, µ 的次数为 1. 设 χ 是 G 的表示 (φ, V ) 提供的特征标. 仍用 µ 作

为 µ 所提供的 N 的表示记号, 则 φ|N ' µ⊕ · · · ⊕ µ. 于是对每一个 h ∈ N , 有

φ(h) = µ(h)1V ,

从而 φ(h) ∈ Z(GL(V )). 由于 φ 是忠实的, 因此 h ∈ Z(G), 这说明 N ⊆ Z(G), 与题设
矛盾. 所以 Gµ 6= G. 由第 11 题第 (1) 小题, χ 能够由 Gµ 的一个不可约复特征标诱导

出, 且 Gµ 是 G 的真子群.

5.4.13 Ito定理

习题 5.4 第 13 题

（Ito）设有限群 G 有一个正规子群 N , χ 是 G 的一个不可约复特征标, 如果 χ|N 包含
N 的 1 次特征标, 那么 χ 的次数能整除 [G : N ].
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解答

设 µ 是 χ|N 所包含的 N 的 1 次特征标.
情形 1 Gµ = G. 此时有

χ|N = mµ.

设 χ 是 G 的表示 (φ, V ) 提供的特征标, 则对于每一个 h ∈ N ,

φ(h) = µ(h)1V .

从而 |χ(h)| = χ(1), 这表明 N ⊆ Z(χ). 根据习题 4.4 第 1 题知

χ(1) | [G : Z(χ)].

因为

[G : N ] = [G : Z(χ)][Z(χ) : N ],

所以 χ(1) | [G : N ].
情形 2 Gµ 6= G. 此时存在 Gµ 的一个不可约复特征标 ν, 使得 χ = νG, 并且从第 11
题的证明过程中知道

ν|N = lµ.

于是与情形 1 类似可得
ν(1) | [Gµ : N ].

又

χ(1) = [G : Gµ]ν(1), [G : N ] = [G : Gµ][Gµ : N ],

因此

χ(1) | [G : N ].

5.4.14 Abel正规子群与表示次数

习题 5.4 第 14 题

如果有限群 G 有一个 Abel 正规子群 N , 那么 G 的每一个不可约复特征标的次数整

除 [G : N ].

解答

从第 13 题立即得到.
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6
无限群的线性表示

6.1 拓扑群、紧群

6.1.1 平移与逆运算保持闭性

习题 6.3 第 1 题

设 G 是拓扑群, F 是 G 的闭集, 证明: 对于任意 a ∈ G, Fa, aF , F−1 都是闭集, 其中

F−1 = {b−1 | b ∈ F}.

解答

aF = La(F ). 由于 La 是拓扑空间 G 到自身的同胚, 因此 L−1
a 是连续映射. 从而由

L−1
a (aF ) = F 是闭集得出 aF 是闭集. 类似地, 右平移 Ra 也是 G 到自身的同胚, 因
此 Fa = Ra(F ) 是闭集. 求逆运算 ν 是 G 到自身的连续映射, 由于 ν2 = 1G, 因此
ν−1 = ν. 从而 ν−1 也是 G 到自身的连续映射, 因此由 F 是闭集可得 F−1 是闭集.

6.1.2 平移与逆运算保持开性

习题 6.3 第 2 题

设 G 是拓扑群, U 是 G 的开集, 证明: 对于 G 的任意子集 P , 都有 UP , PU , U−1 是

开集.

解答

PU =
⋃
b∈P

bU.

由于左平移 Lb 是 G 到自身的同胚, 因此从 U 是开集得出 bU 是开集, 于是 PU 是开

集. 同理可证 UP 是开集. 由于 ν−1 是 G 到自身的连续映射, 因此从 U 是开集得出

U−1 也是开集.
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6.1.3 乘积集闭包的包含关系

习题 6.3 第 3 题

设 G 是拓扑群, A,B 是 G 的子集, 证明:

AB ⊆ AB.

解答

任取 x ∈ A, y ∈ B, 设 W 是 xy 的任一邻域. 由于 G 的乘法运算是连续映射, 因此存
在 x 的邻域 V1 与 y 的邻域 V2, 使得 V1V2 ⊆ W . 由于 x ∈ A, V1 ∩ A 6= ∅. 于是有
a ∈ V1 ∩ A. 同理有 b ∈ V2 ∩B. 于是 ab ∈ W ∩ AB. 从而 xy ∈ AB.

6.1.4 闭包子群与正规子群

习题 6.3 第 4 题

设 G 为拓扑群. 证明: 若 H 为群 G 的子群, 则 H 也是群 G 的子群; 若 N 是群 G 的

正规子群, 则 N 也是群 G 的正规子群.

解答

任取 a, b ∈ H. 设 W 是 ab−1 的任一邻域. 由于 G 的乘法和求逆都是连续映射, 因此
存在 a 的邻域 V1 与 b 的邻域 V2, 使得 V1V

−1
2 ⊆ W . 由于 a ∈ H, V1 ∩ H 6= ∅. 同理

V2 ∩H 6= ∅. 于是有 c ∈ V1 ∩H, d ∈ V2 ∩H. 从而 cd−1 ∈ W ∩H. 因此 ab−1 ∈ H, 从
而 H 是 G 的子群.
设 N �G. 由上面的结论得, N 是 G 的子群. 任意取定 g ∈ G, 任取 x ∈ N , 设 W 是

gxg−1 的任一邻域. 由于 G 的乘法和求逆都是连续映射, 因此存在 g 的邻域 V1, V2 和

x 的邻域 U , 使得
V1UV

−1
2 ⊆ W.

由于 x ∈ N , U ∩N 6= ∅, 从而有 a ∈ U ∩N . 于是 gag−1 ∈ V1UV
−1

2 , 又 gag−1 ∈ N . 因
此 gxg−1 ∈ N . 于是 N �G.

6.1.5 紧致离散群的有限性

习题 6.3 第 5 题

群 G 配备离散拓扑所成的拓扑称为离散群. 证明紧致离散群一定是有限群.
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解答

设 G = {gi | i ∈ I}. 取 G 的一个开覆盖 F :

F =
{
{gi} | i ∈ I

}
.

由于 G 是紧致的, 因此 F 有一个有限子族 F1 覆盖 G, 其中

F1 =
{
{gj1}, {gj2}, . . . , {gjm}

}
.

于是 G 是有限群.

6.1.6 离散子群的互不相交平移邻域

习题 6.3 第 6 题

设 H 为拓扑群 G 的离散子群 (即 H 为群 G 的子群, 并且当给予子空间拓扑时, H
是离散空间), 找出 G 的单位元 e 在 G 内的一个邻域 N , 使得平移像 hN = Lh(N),
h ∈ H, 互不相交.

解答

由于 H 是离散空间,因此 {e}是 H 的一个开集. 根据子空间拓扑的定义, {e}是 G的

一个开集 N 与 H 的交集, 即 N ∩ H = {e}. 于是 e ∈ N , 根据邻域的定义得, N 是 e

在 G 内的一个邻域. 由于左平移是 G 到自身的一个同胚, 因此对于 h ∈ H, 有 hN 是

h 在 G 内的一个邻域. 由于 N ∩H = {e}, 因此 hN 只含有 H 的一个元素 h.
NN−1 仍是 G 的开集, 且 e ∈ NN−1. 选取 G 的满足 N ∩ H = {e} 的开集 N , 使得
NN−1 只含有 H 的一个元素 e. 假如对于 h1, h2 ∈ H,且 h1 6= h2,有 h1N 与 h2N 的交

集不是空集, 则存在 a ∈ h1N 且 a ∈ h2N , 于是有 n1, n2 ∈ N , 使得 h1n1 = a = h2n2.
从而

n1n
−1
2 = h−1

1 h2 ∈ H.

又 n1n
−1
2 ∈ NN−1. 由于 NN−1 只含有 H 的一个元素 e, 因此 n1n

−1
2 = e. 由此推出

h1 = h2, 矛盾. 因此当 h1 6= h2 时, h1N ∩ h2N = ∅.

6.1.7 紧致集与离散子群的交有限

习题 6.3 第 7 题

若 K 为拓扑群 G 的紧致子集, H 为 G 的离散子群, 证明 H ∩K 为有限集.
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解答

由于 H 是 G 的离散子群, 因此对于 bi ∈ K ∩ H, 有 {bi} 是 H 的开集. 由于 H 的拓

扑是 G 的子空间拓扑, 因此存在 G 的开集 Vi 使得

Vi ∩H = {bi}.

把 K ∩H 的元素记成 bi, 其中 i ∈ I, 即 K ∩H = {bi | i ∈ I}. 取 K 的一个开覆盖 F ,
使得 F 在 K ∩ H 上的限制为 {Vi | i ∈ I}. 由于 K 是紧致子集, 因此对于 F 有一个
有限子覆盖 F1, F1 在 K ∩H 上的限制为 {Vj1 , Vj2 , . . . , Vjm}, 从而 K ∩H 是有限集.

6.1.8 圆周群的离散子群

习题 6.3 第 8 题

证明: 1 维球面 S1 的任何非平凡的离散子群是有限循环群.

解答

在紧群的例子中已证 S1 是紧群. 任取 S1 的一个非平凡离散子群 H, 根据第 7 题得,
S1 ∩ H = H 是有限集, 从而 H 是有限群. 由于 H 也是复数域 C 的乘法群 C∗ 的一

个子群, 可以证明任一域 F 的乘法群 F ∗ 的有限子群一定是循环群 (证明方法类似于
[24] 第 37 页的定理 12 的证明), 因此 H 是循环群.

6.1.9 实数加群的离散子群

习题 6.3 第 9 题

证明: R (群运算为加法) 的任何非平凡的离散子群是无限循环群.

解答

任取拓扑群 R 的一个非平凡离散子群 H. 由于 H 是离散空间, 因此对于 h ∈ H, 有
{h} 是 H 的开集, 从而存在开区间 (a, b), 使得 (a, b) ∩H = {h}. 于是设 H = {hi | i ∈
I}, 其中 I 是指标集, 则有开区间族 {(ai, bi) | i ∈ I}, 使得 (ai, bi) ∩H = {hi}, i ∈ I.
设 h1 是 H 中绝对值最小的非零数, 并取 h1 > 0. 令

K = {kh1 | k ∈ Z},

则 K 是 H 的循环子群. 假如 K 6= H, 则在 H \K 中任取一个元素 x. 我们断言对任
意 kh1 ∈ K, 有 |x − kh1| ≥ h1. 假如有 l ∈ Z 使得 |x − lh1| < h1, 由于 x − lh1 ∈ H,
且 x− lh1 6= 0, 这与 h1 的选择矛盾.
取整数 m 使得 mh1 < x < (m + 1)h1, 则 |x − mh1| < h1, 与上面的断言矛盾. 因此
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K = H. 由于 h1 6= 0, K 含有无穷多个不同元素, 所以 H 是无限循环群.

6.1.10 一般线性群不连通

习题 6.3 第 10 题

证明: 拓扑群 GLn(R) 不连通.

解答

令

M1 = {A ∈ GLn(R) | det(A) > 0}, M2 = {B ∈ GLn(R) | det(B) < 0}.

M1 在映射 det 下的像是 (0,+∞), M2 在 det 下的像是 (−∞, 0). (0,+∞) 和 (−∞, 0)
都是 R 的开集, 因为 det 是连续映射, M1 和 M2 也都是开集. GLn(R) = M1 ∪M2, 且
M1 ∩M2 = ∅. 因此 GLn(R) 不连通.

6.1.11 正交群不连通

习题 6.3 第 11 题

证明: 拓扑群 O(n) 不连通.

解答

令

M1 = {A ∈ O(n) | det(A) = −1},

则 O(n) = SO(n) ∪M1, SO(n) ∩M1 = ∅. 已证 SO(n) 是 O(n) 的闭集, 同理可证 M1

是 O(n) 的闭集. 因此 O(n) 可表示成两个不相交的非空闭集的并, 所以它不连通.

6.1.12 正交群的离散子群

习题 6.3 第 12 题

证明: 拓扑群 O(2) 的非平凡离散子群或为有限循环群, 或为二面体群.

解答

任取 O(2) 的一个非平凡离散子群 H. 由于 O(2) 是紧群, 且 H = O(2) ∩H, 根据第 7
题得, H 为有限群.
情形 1 H ⊆ SO(2). 拓扑群 SO(2) ∼= S1, 用第 8 题的结论, H 为有限循环群.
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情形 2 H ⊈ SO(2). 取 B ∈ H 且 det(B) = −1, 则

B =

cos θ sin θ

sin θ − cos θ

 ,
从而 B2 = I. 对于 A ∈ H 且 det(A) = 1, 有

A =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 .
直接计算得 BAB−1 = A−1. 由于 A,A2, . . .都属于 H,且 H 是有限群,因此必有 i < j,
使得 Ai = Aj. 从而 Aj−i = I. 设 n 是使 An = I 成立的最小正整数, 则 n 是 A 的阶.
由于 H 是有限群, 因此可以取 A 为 H 里的旋转中阶最大的元素, 且设 A 的阶为 n.
令

K = 〈A,B | An = B2 = I, BAB−1 = A−1〉,

则 K ⊆ H. 由于 H 里的所有旋转组成的子集 H1 对乘法封闭, 对求逆封闭, 因此 H1

是 H 的子群, 且 H1 是 SO(2) 的子群, 根据第 8 题结论, H1 是循环群. 由于 A ∈ H1,
且 A 是阶最大的旋转, 因此 H1 = 〈A〉. 从而 H 里所有旋转为 I, A, . . . , An−1. 这些恰
好是 K 里的所有旋转.
取 H 里一个反射 C (即 det(C) = −1), 则 CB 是 H 里的旋转. 从而 CB = Ai 对于某

个 i (0 ≤ i < n). 于是 C = AiB−1 ∈ K, 由此得出 H = K, 即 H 是二面体群.

6.1.13 开子群是闭子群

习题 6.3 第 13 题

设 G 是拓扑群, H 是群 G 的子群. 证明: 如果 H 是空间 G 的开集, 那么 H 一定是闭

集.

解答

设 H 是群 G 的子群, 且 H 是开子集. 有

G \H =
⋃
b/∈H

bH.

由第 2 题得, bH 都是开集, 从而 G \H 是开集. 因此 H 是闭集.
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6.1.14 有限指数闭子群是开子群

习题 6.3 第 14 题

设 G 是拓扑群, H 是群 G 的有限指数的子群. 证明: 如果 H 是空间 G 的闭集, 那么
H 是开集.

解答

设 H 是群 G 的子群, [G : H] = r, 且 H 是 G 的闭集, 则

G \H = b2H ∪ · · · ∪ brH,

其中 bi /∈ H, i = 2, . . . , r. 根据第 1 题, biH 都是闭集, 2 ≤ i ≤ r. 因此 G \H 是闭集,
从而 H 是开集.

6.1.15 含单位元邻域的子群

习题 6.3 第 15 题

设 G 是拓扑群, H 是群 G 的子群. 证明: 如果 H 包含的单位元 e 的一个邻域, 那么
H 是开集.

解答

设群 G 的子群 H 包含 G 的单位元 e 的一个邻域, 则 H 必包含一个含有单位元 e 的

开集 U . 显然有 H = UH. 根据第 2 题, UH 是开集, 即 H 是开集.

6.2 拓扑群的线性表示

6.2.1 一般线性群在矩阵空间上的共轭表示

习题 6.4 第 1 题

设 G = GLn(K), V = Mn(K), φ 定义如下:

φ(A)X = AXA−1, A ∈ GLn(K), X ∈ Mn(K).

证明: φ 是拓扑群 GL(n,K) 的 n2 次连续表示.

解答

类似于本节例 2 的证法.
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6.2.2 子表示的连续性

习题 6.4 第 2 题

证明: 拓扑群 G 的 K-表示 (φ, V ) 的子表示是连续的.

解答

设拓扑群 G 的 K-表示 (φ, V ) 的子表示 φU 的矩阵表示为 ΦU , 则 ΦU(g) 是 Φ(g) 的子
矩阵, ∀g ∈ G. 因此从“Φ 的矩阵元素是 G 上的连续函数”立即得出: ΦU 的矩阵元素
是 G 上的连续函数. 从而子表示 φU 是连续的.

6.3 紧群上的不变积分

6.3.1 紧群直积上的逐次积分

习题 6.5 第 1 题

设 G 与 H 为两个紧群, P 为它们的直积, f 为两个变量 x ∈ G 与 y ∈ H 的连续复值

函数, f(x, y) = f1(x, y) + if2(x, y), 其中 f1(x, y) 与 f2(x, y) 是两个变量的连续实值函
数. 当 y 固定时, 可以有积分

ˆ
G

f(x, y) dx = g(y).

证明:

(1) g(y) 是 H 上的连续复值函数;
(2) ˆ

H

[ˆ
G

f(x, y) dx
]

dy =
ˆ
G

[ˆ
H

f(x, y) dy
]

dx =
ˆ
P

f(z) dz,

把这个积分记作 ˆ
G×H

f(x, y) dx dy.

解答

(1) 类似于本节引理 7 的证明.
(2) 利用本节定理 2 的结论.

6.4 紧群的线性表示
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6.4.1 实数加群的 1次表示

习题 6.6 第 1 题

对于拓扑群 (R,+), 任意给定一个复数 a, 令

φa(t) = eiat, t ∈ R.

(1) 说明 φa 是拓扑群 (R,+) 的一个 1 次表示;
(2) 证明: φa 是酉表示当且仅当 a ∈ R;
(3) 说明拓扑群 (R,+) 的每个 1 次酉表示都有 φa 的形式, 其中 a ∈ R.

解答

(1) 在第一章 §2 的例 2 已证明 φa 是群 (R,+) 的一个 1 次表示. 由于 φa 的矩阵元

素 eiat 是 R 上的连续复值函数, 因此 φa 是拓扑群 (R,+) 的一个 1 次表示.
(2) 设 a = a1 + ia2, 则

eiat = eia1t−a2t.

从 φa 是酉表示当且仅当以下式成立:
∣∣∣eiat

∣∣∣ = 1, ∀t ∈ R ⇐⇒ e−a2t = 1, ∀t ∈ R ⇐⇒ a2 = 0 ⇐⇒ a ∈ R.

因此 φa 是酉表示当且仅当 a ∈ R.
(3) 设 ψ 是拓扑群 (R,+) 的任一 1 次酉表示, 则 ∀t ∈ R, 有 ψ(t) ∈ C 且 |ψ(t)| = 1.
由于模为 1 的复数可写成 eiθ 这种形式, 其中 θ ∈ R. 因此 ψ(t) = eiθt, 即 ψ = φθ.

6.4.2 实数加群与圆周群的表示

习题 6.6 第 2 题

给了拓扑群 (R,+) 到拓扑群 SO(2) 的一个映射

f : t 7−→

cos t − sin t

sin t cos t

 .
(1) 证明: f 是拓扑群 (R,+) 到拓扑群 SO(2) 上的同态, 并且

Ker f = {2πm | m ∈ Z}, SO(2) ∼= R/2πZ.

(2) 证明: 紧群 SO(2) 的每一个有限维不可约表示是 1 次的.
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(3) 设 φ 是紧群 SO(2) 的一个不可约表示, 令

φ̃(t+ 2πm) = φ


cos t − sin t

sin t cos t


 , 0 ≤ t < 2π, m ∈ Z.

证明: φ̃ 是拓扑群 (R,+) 的一个不可约表示, 并且 φ̃(2π) = φ̃(0) = 1.
反之, 设 φ̃ 是拓扑群 (R,+) 的不可约表示并且满足 φ̃(2πm) = 1, ∀m ∈ Z. 令

φ


cos t − sin t

sin t cos t


 = φ̃(t), 0 ≤ t < 2π.

说明 φ 是 SO(2) 的一个不可约表示.
上述说明紧群 SO(2)的不可约表示组成的集合与拓扑群 (R, t)的满足“φ̃(2πm) =
1 对一切 m ∈ Z”的不可约表示 φ̃ 组成的集合之间有一一对应.

(4) 证明: SO(2) 的每一个不可约表示具有形式

φn


cos t − sin t

sin t cos t


 = eint, 0 ≤ t ≤ 2π, n ∈ Z.

(5) 证明:
1

2π

ˆ 2π

0
eikt eilt dt = δkl.

解答

(1) 在第一章 §2 的例 3 已证 f 是拓扑群 (R,+) 到拓扑群 SO(2) 的一个同态. 显然
f 是满射, 由于 f 的矩阵元素 cos t, sin t 都是 R 上的连续函数, 因此 f 是拓扑群

(R,+) 到拓扑群 SO(2) 的一个满同态. 易验证

Ker f = {2πm | m ∈ Z}.

从而

R/2πZ ∼= SO(2).

若记 π(t) = t+ 2πZ, 则这一商群关系可表示为

(R,+) SO(2)

R/(2πZ)

f

π
f
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其中 f 是由 f 诱导的同构.
(2) 由于商群 R/2πZ 的不可约表示组成的集合与 (R,+) 的其核包含 2πZ 的不可约
表示组成的集合有一一对应, 而 (R,+) 的有限维不可约表示都是 1 次的, 因此
R/2πZ 的有限维不可约表示都是 1 次的. 所以 SO(2) 的每一个有限维不可约表
示都是 1 次的.

(3) 设 φ 是紧群 SO(2) 的一个不可约表示, 由于 SO(2) ∼= R/2πZ, 因此 φ 的提升 φ̃

给出了 (R,+) 的不可约表示. 显然 φ̃ 也是酉表示, 且 φ̃(2π) = φ̃(0) = 1.
反之, 设 φ̃ 是拓扑群 (R,+) 的不可约表示并且满足 φ̃(2πm) = 1, ∀m ∈ Z, 则
Ker φ̃ ⊇ 2πZ. 于是 φ̃ 通过 2πZ 的分解可得 R/2πZ 的一个不可约表示, 进而得到
SO(2) 的一个不可约表示 φ:

φ


cos t − sin t

sin t cos t


 = φ̃(t), 0 ≤ t < 2π.

(4) 由本题第 (3) 小题和第 1 题的第 (3) 小题得: SO(2) 的每一个不可约表示 φ 为

φ


cos t − sin t

sin t cos t


 = φ̃(t) = eiθt, 0 ≤ t < 2π,

其中 φ̃(2πm) = 1, ∀m ∈ Z. 设 n ≤ θ < n+ 1, n 是某个整数, 则 θ = n+ r, 其中
0 ≤ r < 1. 于是 θ 应满足

1 = eiθ(2πm) = ei2πnmei2πrm = ei2πrm, ∀m ∈ Z.

由此推出 r = 0, 即 θ = n. 于是 SO(2) 的每个不可约表示具有形式

φn


cos t − sin t

sin t cos t


 = eint, 0 ≤ t < 2π,

其中 n ∈ Z.
(5) 拓扑群 SO(2) ∼= S1, 根据本章 §5 的例 2 知道 S1 上的不变积分由下式定义:

ˆ
S1
f(x) dx = 1

2π

ˆ 2π

0
f(eiθ) dθ.

设 φk, φl 都是 SO(2) 的不可约表示, 则根据第 (4) 小题和紧群的不可约表示提供
的特征标的正交关系得

1
2π

ˆ 2π

0
eikt eilt dt = δkl.
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6.4.3 表示逆元与特征标的共轭

习题 6.6 第 3 题

如果 Φ 是群 G 的酉表示, 它提供的特征标记作 χ, 则对于任意 g ∈ G 有

Φ(g−1) = Φ(g)∗,

其中 Φ(g)∗ 是 Φ(g) 的伴随变换; 并且当 Φ 是有限维表示时,

χ(g−1) = χ(g).

解答

由于

Φ(e) = Φ(gg−1) = Φ(g)Φ(g−1),

且 Φ(e) 是恒等变换, 因此 Φ(g−1) = Φ(g)−1. 若 Φ 是酉表示, 则 Φ(g)−1 = Φ(g)∗, 从而
得到第一式. 当 Φ 是有限维表示时, 设 Φ(g) 的全部特征值为 λ1, λ2, . . . , λn. 由于 Φ(g)
是酉变换, λi 的模为 1, 因而 λ−1

i = λi. 于是

χ(g−1) = tr
(
Φ(g−1)

)
= tr

(
Φ(g)−1

)
=

n∑
i=1

λ−1
i

=
n∑
i=1

λi =
n∑
i=1

λi = χ(g).

6.4.4 两个内积的比较变换

习题 6.6 第 4 题

设 f 和 f0 是有限维复线性空间 V 的两个内积, 则存在 V 上的唯一的一个线性变换 σ

使得

f(α, β) = f0(σα, β)

对一切 α, β ∈ V 成立.

解答

设 η1, η2, . . . , ηn 是 V 关于内积 f0 的一个标准正交基. 令

A = (f(ηi, ηj)).
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设 σ 是 V 上的一个线性变换, 它在 [η1, η2, . . . , ηn] 下的矩阵为 A′, 则

f0(σηi, ηj) = f0

(
n∑
k=1

f(ηi, ηk)ηk, ηj
)

= f(ηi, ηj),

从而对任意 α, β ∈ V , 有
f0(σα, β) = f(α, β).

假如还有 V 上的一个线性变换 τ 使得

f0(τα, β) = f(α, β),

对一切 α, β ∈ V 成立, 则
f0(σα, β) = f0(τα, β),

即

f0((σ − τ)α, β) = 0.

对一切 α, β ∈ V 都成立, 由此推出 σ = τ .

6.4.5 不可约表示上的不变内积

习题 6.6 第 5 题

设 (φ, V )是群 G的有限维不可约表示, 则 V 的 G不变内积在相差一个常数因子的意

义上是唯一的.

解答

设 f0 和 f 是 V 的两个 G 不变内积, 则对一切 g ∈ G, 对于内积 f0 和 f 而言, φ(g) 都
是酉变换. 根据第 4 题, 存在 V 上唯一的一个线性变换 σ, 使得

f(α, β) = f0(σα, β), ∀α, β ∈ V.

给定 g ∈ G, 对任意 α, β ∈ V , 有

f0
(
φ(g−1)σφ(g)α, β

)
= f0

(
σφ(g)α, φ(g)β

)
= f

(
φ(g)α, φ(g)β

)
= f(α, β) = f0(σα, β).

于是

φ(g)−1σφ(g) = σ, ∀g ∈ G.

由 Schur 引理得, σ = c1V 对于某个复数 c, 从而 f = cf0.
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6.4.6 整数子群商群的不可约表示

习题 6.6 第 6 题

设 G∗ = (R,+), N 为所有整数形成的子群, 令 G = G∗/N ,

φn(t+N) = ei2πnt, n ∈ Z.

证明: {φn | n ∈ Z} 是 G 的全部不可约表示.

解答

根据第 1 题的第 (3) 小题, 拓扑群 G∗ = (R,+) 的每个不可约表示形如

φa(t) = eiat, t ∈ R, a ∈ R.

若 Kerφa ⊇ N , 则 φa 对 N 分解可得到商群 G∗/N 的不可约表示 φa. 设 2πn ≤ a <

2π(n+ 1), 对于某个整数 n, 则 a = 2πn+ r, 0 ≤ r < 2π, 且

eiat = ei(2πn+r)t = ei2πnteirt.

又
Kerφa ⊇ N ⇐⇒ φa(m) = 1, ∀m ∈ Z

⇐⇒ 1 = eiam = ei2πnmeirm = eirm, ∀m ∈ Z

⇐⇒ r = 0 ⇐⇒ a = 2πn.

记

φn(t) = ei2πnt, n ∈ Z.

这些是 G∗ 的其核包含 N 的全部不可约表示, 它们对 N 分解便得到 G = G∗/N 的全

部不可约表示:
φn(t+N) = φn(t) = ei2πnt, n ∈ Z.
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