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导言

本讲整理自梁灿彬《微分几何入门与广义相对论》附录 G, 属于微分几何讲义系列. Lie
群是兼为微分流形的群, 既是群又是流形, 兼具代数与几何两种结构, 因而可用流形的几
何语言加以研究. 本附录从群论初步出发, 依次引入 Lie 群, Lie 代数, 单参子群与指数映
射, 然后介绍常用矩阵 Lie 群及其 Lie 代数, Lie 代数的结构张量与结构常数, Lie 变换群
与 Killing 矢量场, 伴随表示与 Killing 型, 最后集中讨论固有 Lorentz 群与 Lorentz 代数,
及其在 Thomas 进动等物理问题中的应用.
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Part I

群与 Lie群
本部分从集合论层面的群出发, 在群上赋予微分流形结构即得
Lie 群. Lie 群的双重身份使得左平移成为其基本工具: 由左平
移诱导的左不变矢量场把 Lie 群与其恒等元处的切空间联系起
来, 这是后面建立 Lie 代数的出发点.

内容概要

• 掌握群, 子群, 同态, 同构, 陪集, 正规子群, 直积群与半直积群等基本
概念.

• 理解 Lie 群的定义与 Lie 群同态, Lie 子群, 左平移等概念.

• 掌握左不变矢量场的定义与等价表述, 及其与恒等元处切空间的同构.
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G.1
群论初步

定义 1

集合 G 配以满足以下条件的映射 G×G → G (叫群乘法) 称为群 (group):
(a) (g1g2)g3 = g1(g2g3), ∀g1, g2, g3 ∈ G;
(b) 恒等元 (identity element) e ∈ G 使 eg = ge = g, ∀g ∈ G;
(c) ∀g ∈ G,∃ 逆元 (inverse element) g−1 ∈ G 使 g−1g = gg−1 = e.

注 1 恒等元是唯一的, 任一群元的逆元也是唯一的.

定义 2

乘法满足交换律的群 (即 gh = hg ∀g, h ∈ G) 称为阿贝尔群 (Abelian group). 只含
有限个元素的群叫有限群 (finite group), 否则叫无限群 (infinite group). 群 G 的子集
H 称为 G 的子群 (subgroup), 若 H 用 G 的乘法为乘法也构成群.

定义 3

设 G 和 G′ 是群. 映射 µ : G → G′ 叫同态 (homomorphism), 若

µ(g1g2) = µ(g1)µ(g2), ∀g1, g2 ∈ G.

定理 G-1-1

同态映射 µ : G → G′ 有以下性质:
(a) 若 e, e′ 各为 G,G′ 的恒等元, 则 µ(e) = e′.
(b) µ(g−1) = µ(g)−1, ∀g ∈ G.
(c) µ(G) 是 G′ 的子群, 当 G 是阿贝尔群时 µ(G) 是 G′ 的阿贝尔子群.

Pf 练习.

定义 4

一一到上的同态映射称为同构 (isomorphism). 当有可能与矢量空间之间的同构混淆
时又明确地把群之间的同构称为群同构. 同构 µ : G → G 称为群 G 上的自同构
(automorphism).

例 1

∀g ∈ G, 可构造一个称为伴随同构 (adjoint isomorphism) 的自同构映射, 又称内自同
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构 (inner automorphism), 记作 Ig : G → G, 定义为

Ig(h) := ghg−1, ∀h ∈ G. (G-1-1)

注 2 今后常把两个同构的群视作一样, 并用等号表示.

定义 5

群 G 和 G′ (看作两个集合) 的卡氏积 G×G′ (见 §1.1 定义 3) 按下列乘法

(g1, g
′
1)(g2, g

′
2) := (g1g2, g

′
1g

′
2), ∀g1, g2 ∈ G, g′

1, g
′
2 ∈ G′ (G-1-2)

构成的群称为 G 和 G′ 的直积群 (direct product group).

例 2

以加法为群乘法, 则 R 是群. R2 = R × R 配以由式(G-1-2) 定义的乘法就构成直积群,
而且此乘法正好是 R2 上 (自然定义) 的加法.

定义 6

设 H 是群 G 的子群, g ∈ G, 则 gH := {gh | h ∈ H} 称为 H 的含 g 的左陪集 (left
coset). 类似地可定义右陪集.

注 3 若子群 H 的两个左陪集有交, 则两者必相等 (证明留作练习).

定义 7

群 G 的子群 H 称为正规 (normal) 子群或不变 (invariant) 子群, 若

ghg−1 ∈ H, ∀g ∈ G, h ∈ H.

定义 8

设 G 是群, 则 A (G) = {µ : G → G | µ 为自同构映射} 以映射的复合为群乘法构
成群, 称为群 G 的自同构群. “以映射的复合为乘法” 是指 ∀µ, ν ∈ A (G), 群乘积
µν ∈ A (G) 定义为 (µν)(g) = µ(ν(g)) ∀g ∈ G.

定理 G-1-2

以 AI(G) 代表 G 上全体内自同构映射的集合, 即

AI(G) = {Ig : G → G | g ∈ G} ⊂ A (G),

则 AI(G) 是群 A (G) 的一个正规子群.

Pf 习题.
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定义 9

设 H 和 K 是群, 且存在同态映射 µ : K → A (H). ∀k ∈ K, 把 µ(k) ∈ A (H) 简记作
µk, 则 G̃ = H ×K 配以由下式定义的群乘法

(h, k)(h′, k′) := (hµk(h′), kk′), ∀h, h′ ∈ H, k, k′ ∈ K

所构成的群称为 H 和 K 的半直积群, 记作 G = H ⊗s K.
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G.2
Lie群

定义 1

若 G 既是 n 维 (实) 流形又是群, 其群乘映射 G × G → G (请注意 G × G 也是流形)
和求逆元映射 G → G 都是 C∞ 的, 则 G 叫 n 维 (实) Lie 群 (Lie group).a

a约定把有离散拓扑的可数群称为零维 Lie 群, 因为有限群的默认拓扑是离散拓扑, 所以有限群都可
看作零维 Lie 群.

例 1

以加法为群乘法, 则 R 是 1 维 Lie 群.

例 2

R 和 R 的直积群 R2 是 2 维 Lie 群. 推而广之, Rn 是 n 维 Lie 群.

例 3

设 ϕ : R × M → M 是流形 M 上的任一单参微分同胚群 (见 §2.2 定义 13), 则
{ϕt | t ∈ R} 是 1 维 Lie 群,a 同构于 R.

aϕ(t, p) = p ∀p ∈ M, t ∈ R 的情况可视为例外. 这是与 M 上的 0 矢量场对应的那个特殊的单参微
分同胚群, 是只含恒等元的独点群, 可看作零维 Lie 群.

例 4

由第 4 章习题 5(c) 易证广义黎曼空间 (M, gab) 上的两个等度规映射的复合也是等
度规映射, 因此 (M, gab) 上全体等度规映射的集合以复合映射为乘法构成群, 称为
(M, gab) 的等度规群. 还可验证等度规群是 Lie 群. Minkowski 时空的等度规群是 10
维 Lie 群, Schwarzschild 时空的等度规群是 4 维 Lie 群. 一般地, n 维广义黎曼空间
(M, gab) 的等度规群的维数 m ⩽ n(n+ 1)/2 (见定理 4-3-4). 但 (M, gab) 上全体微分同
胚的集合则 “大” 到不能构成有限维群. 事实上, 它是一个无限维群.

注 1 本附录只限于讨论有限维 Lie 群, 虽然许多结论对无限维 Lie 群也适用.
以下如无特别声明, G 一律代表 Lie 群. Lie 群的双重身份 (既是群又是流形) 使得用几何
语言研究 Lie 群成为可能. 群乘映射和求逆元映射的光滑性则使 Lie 群具有一系列好性
质.

定义 2

Lie 群 G 和 G′ 之间的 C∞ 同态映射 µ : G → G′ 称为 Lie 群同态 (Lie-group homo-
morphism). Lie 群同态 µ 称为 Lie 群同构 (Lie-group isomorphism), 若 µ 为微分同
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胚.

定义 3

Lie 群 G 的子集 H 称为 G 的 Lie 子群 (Lie subgroup), 若 H 既是 G 的子流形又是
G 的子群.

定义 4

∀g ∈ G, 映射 Lg : h 7→ gh ∀h ∈ G 叫做由 g 生成的左平移 (left translation).

注 2 ¬ 由 Lie 群定义中关于群乘映射和求逆元映射的 C∞ 性可知左平移 Lg : G → G 是
微分同胚映射. ­ 易见 Lgh = Lg ◦ Lh.
以下的讨论经常涉及 G 的一点的矢量和 G 的一个子集上的矢量场, 并要对两者作明确区
分. 我们将用 A,B, · · · 代表一点的矢量, 用 Ā, B̄, · · · 代表矢量场, 用 Āg 代表矢量场 Ā
在点 g ∈ G 的值. 为简化表达式, 本附录中所有矢量 (除少数情况外) 都不加抽象指标.

定义 5

G 上矢量场 Ā 叫左不变的 (left invariant), 若

Lg∗Ā = Ā, ∀g ∈ G, (G-2-1)

其中 Lg∗ 是由左平移映射 Lg : G → G 诱导的推前映射 (见 §4.1).

注 3 ¬ 左不变矢量场必为 C∞ 矢量场 [证明见 Spivak (1970) vol. I]; ­ 不难看出左不变
矢量场的定义式(G-2-1) 等价于

(Lg∗Ā)gh = Āgh, ∀g, h ∈ G. (G-2-1′)

根据 §4.1, 当 ϕ : M → N 是微分同胚时, ϕ∗ 把 M 上矢量场 v̄ 映为 N 上矢量场 ϕ∗v̄, 满
足 (ϕ∗v̄)ϕ(p) = ϕ∗(v̄|p) ∀p ∈ M . 用于现在的情况, 令 M = N = G, ϕ = Lg, p = h, v̄ = Ā,
便得 (Lg∗Ā)gh = Lg∗(Āh). 于是式(G-2-1′) 又等价于

Āgh = Lg∗Āh, ∀g, h ∈ G. (G-2-1′′)

上式可作为左不变矢量场 Ā 的等价定义.
不难看出左不变矢量场之和以及左不变矢量场乘以常数仍为左不变矢量场, 故 L = {Ā |
Ā 为G 上的左不变矢量场} 是矢量空间.

定理 G-2-1

G 上全体左不变矢量场的集合 L 与 G 的恒等元 e 的切空间 Ve (作为两个矢量空间)
同构.

Pf ∀A ∈ Ve, 用下式定义 G 上的矢量场 Ā:

Āg := Lg∗A, ∀g ∈ G. (注: 由此得Āe = A) (G-2-2)

把上式的 g 改为 gh 得

Āgh = Lgh∗A = (Lg ◦ Lh)∗A = (Lg∗ ◦ Lh∗)A = Lg∗(Lh∗A) = Lg∗Āh,
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说明 Ā 满足式(G-2-1′′), 因而是左不变矢量场. 可见式(G-2-2) 定义了一个映射 η : Ve →
L (把 A 映为 Ā). Lg∗ 的线性性保证 η 的线性性, 由 Āe = A 易见 η 是一一映射. 于是欲
证 η 为同构只须证 η 为到上映射. ∀Ā ∈ L , 有 Āe ∈ Ve. 把 Āe 按式(G-2-2) 决定的左不
变矢量场记作 B̄ ∈ L , 欲证 η 的到上性只须证 B̄ = Ā (亦即证明 Ā ∈ L 由它在 e 点的
值 Āe 唯一决定), 而这可由下式看出: B̄g = Lg∗Āe = Āge = Āg ∀g ∈ G, 其中第一步是 B̄
的定义, 第二步用到式(G-2-1′′).
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Part II

Lie代数与单参子群
本部分引入 Lie 括号与 Lie 代数, 证明左不变矢量场的集合构
成 Lie 代数, 并把 Lie 群恒等元处的切空间赋予 Lie 括号结构,
从而得到 Lie 群 (抽象) 的 Lie 代数. 由 Lie 代数元生成的单
参子群把代数的元与群上的曲线联系起来, 并由此建立指数映
射.

内容概要

• 掌握 Lie 括号, Lie 代数, Lie 代数同态, Lie 子代数, 理想与商 Lie 代数
等概念.

• 理解左不变矢量场构成 Lie 代数, 以及恒等元处切空间与 Lie 代数的
同构.

• 掌握单参子群与指数映射, 理解左不变矢量场的完备性定理.
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G.3
Lie代数

在矢量空间 V 上定义某种称为 “乘法” 的映射就得到一个代数. 一种重要乘法叫 Lie 括
号 (Lie bracket), 记作 [, ] : V × V → V , 它是满足以下两条件的双线性映射:

(a) [A,B] = −[B,A], ∀A,B ∈ V , (G-3-1)
(b) [A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0, ∀A,B,C ∈ V . (G-3-2)

条件 (b) 称为 Jacobi 恒等式.

定义 1

定义了 Lie 括号的矢量空间称为 Lie 代数 (Lie algebra). 任意两个元素的 Lie 括号都
为零的 Lie 代数称为阿贝尔 Lie 代数.

本附录只讨论有限维实矢量空间上的 Lie 代数 (实 Lie 代数), 虽然许多结论对无限维 (实
或复) Lie 代数也适用.

例 1

把 R3 看作 3 维矢量空间, 用下式定义 Lie 括号:

[v,u] := v × u, ∀v,u ∈ R3,

则 R3 成为 Lie 代数. 作为习题, 请读者验证上述定义满足 Lie 括号的条件.

例 2

M = {m×m 矩阵} 显然为 m2 维矢量空间. 用矩阵对易子定义 Lie 括号, 即

[A,B] := AB −BA, ∀A,B ∈ M , (其中AB 是A,B 的矩阵积) (G-3-3)

则 M 是 Lie 代数. 作为习题, 请读者验证上述定义满足 Lie 括号的条件.

定理 G-3-1

G 上全体左不变矢量场的集合 L 是 Lie 代数.

Pf 以矢量场对易子为 Lie 括号. 因为 ∀Ā, B̄ ∈ L 有

Lg∗[Ā, B̄] = [Lg∗Ā, Lg∗B̄] = [Ā, B̄],

(第一步用到第 4 章习题 6, 第二步用到 Ā, B̄ ∈ L ), 所以 [Ā, B̄] ∈ L ∀Ā, B̄ ∈ L , 可见
对易子的确是从 L × L 到 L 的映射. 对易子当然是双线性的. 对易子的反称性表明它
满足 Lie 括号的条件 (a). 第 2 章习题 8(b) 保证对易子也满足 Lie 括号的条件 (b).

12
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定义 2

设 V 和 W 是 Lie 代数. 线性映射 β : V → W 称为 Lie 代数同态, 若它保 Lie 括号,
即 β([A,B]) = [β(A), β(B)] ∀A,B ∈ V . Lie 代数同态 β : V → W 称为 Lie 代数同
构, 若 β 是一一到上映射.

注 1 今后常把两个同构的 Lie 代数视作相同, 并用等号表示.
对 Lie 群 G 的恒等元 e 的切空间 Ve 用下式定义 Lie 括号:

[A,B] := [Ā, B̄]e, ∀A,B ∈ Ve, (G-3-4)

(其中 Ā, B̄ 分别是 A,B 对应的左不变矢量场.) 则 Ve 成为 Lie 代数, 称为 Lie 群 G 的
Lie 代数, 记作 G . 由定理 G-2-1 易证 G 与 L 有 Lie 代数同构关系, η 可充当同构映射.
反之, 给定一个 Lie 代数, 是否也可找到一个 Lie 群, 它的 Lie 代数是所给的 Lie 代数? 答
案是: 这样的 Lie 群一定存在, 并且唯一到只差整体拓扑结构的程度. [例如, 以流形 S1 上
的角坐标之和作为群乘法, 则 S1 是 1 维 Lie 群, 它与 1 维 Lie 群 R 不同 (有不同的整体
拓扑), 但却有相同的 Lie 代数. §G.6 末还将给出有相同 Lie 代数的不同 Lie 群的另外两
个重要例子.] 准确地说, 给定一个 Lie 代数, 总可找到唯一的单连通 Lie 群 (其流形为单
连通流形1 的 Lie 群), 它以所给 Lie 代数为 Lie 代数. 这是 Lie 群理论中的一个重要定理
(证略). Lie 群和 Lie 代数的这一密切联系使 Lie 群的讨论大为简化, 因为 Lie 代数比 Lie
群简单得多 (选读 12-5-1 和 12-5-2 就是两个例子).

定理 G-3-2

设 G 和 G ′ 分别是 Lie 群 G 和 G̃ 的 Lie 代数, ρ : G → G̃ 是同态映射, 则 ρ 在点
e ∈ G 诱导的推前映射 ρ∗ : G → G ′ 是 Lie 代数同态.

Pf 见 Warner (1983) 的 3.14.

定义 3

Lie 代数 G 的子空间 H 称为 G 的 Lie 子代数 (Lie subalgebra), 若

[A,B] ∈ H , ∀A,B ∈ H ,

其中 [A,B] 是把 A,B 看作 G 的元素时的 Lie 括号, 现在也称为子代数 H 的 Lie 括
号.

定理 G-3-3

设 H 是 Lie 群 G 的 Lie 子群, 则 H 的 Lie 代数 H 是 G 的 Lie 子代数.

Pf 见, 例如, Bleecker (1981) P.20; Marsden et al. (1994) P.253.

1任一闭曲线可通过连续变形缩为一点的连通流形称为单连通 (simply connected) 流形.

13
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选读 G-3-1

定义 4

Lie 代数 G 的子代数 H 称为 G 的理想 (ideal), 若

[A, µ] ∈ H , ∀A ∈ G , µ ∈ H .

注 2 理想在 Lie 代数理论中的角色相当于正规子群在群论中的角色.

定理 G-3-4

设 H ⊂ G 是理想, G /H 代表以等价类为元素的集合 (A,B ∈ G 叫等价的, 若
A−B ∈ H ), 则 G /H 是 Lie 代数, 称为商 Lie 代数 (quotient Lie algebra).

Pf 以 π : G → G /H 代表投影映射, 即把 A ∈ G 映为 A 所在等价类 (看作 G /H
的元素) 的映射. G /H 在如下加法和数乘定义下构成矢量空间:
加法: ∀Â, B̂ ∈ G /H 定义 Â+ B̂ := π(A+B),其中 A,B ∈ G 满足 π(A) = Â, π(B) =
B̂.
数乘: ∀Â ∈ G /H , α ∈ R 定义 αÂ := π(αA), 其中 A ∈ G 满足 π(A) = Â.
先说明这样定义的合法性. 以加法为例, 虽然满足 π(A) = Â, π(B) = B̂ 的 A,B 很多,
但取其中任一皆可. 设若改取 A′, B′ ∈ G , 则 π(A′) = Â, π(B′) = B̂ 保证 ∃µ, ν ∈ H
使 A′ = A+ µ,B′ = B + ν, 从而 π(A′ +B′) = π(A+B + µ+ ν) = π(A+B). 可见加
法 (同理可证数乘) 定义合法. 再用下式定义 Lie 括号使 G /H 成为 Lie 代数:

[Â, B̂] := π([A,B]), ∀Â, B̂ ∈ G /H [其中A,B ∈ G 满足π(A) = Â, π(B) = B̂].
(G-3-5)

若改取 A′, B′ ∈ G 满足 π(A′) = Â, π(B′) = B̂, 则 ∃µ, ν ∈ H 使

[A′, B′] = [A+ µ,B + ν] = [A,B] + [A, ν] + [µ,B] + [µ, ν] = [A,B] + σ,

其中 σ ∈ H , 故 π([A′, B′]) = π([A,B]), 因而式(G-3-5) 的定义合法.

定义 5

Lie 代数 G 称为单 (simple) Lie 代数, 若它不是阿贝尔代数而且除 G 及 {0} 外不
含理想. G 称为半单 (semi-simple) Lie 代数, 若它不含非零的阿贝尔理想. 相应地,
Lie 群 G 称为单 Lie 群, 若它不是阿贝尔群而且除 G 外不含正规子群. G 称为半
单 Lie 群, 若它不含阿贝尔正规子群.

14
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G.4
单参子群和指数映射

定义 1

C∞ 曲线 γ : R → G 叫 Lie 群 G 的单参子群 (one-parameter subgroup), 若

γ(s+ t) = γ(s)γ(t), ∀s, t ∈ R, (G-4-1)

其中 γ(s)γ(t) 代表群元 γ(s) 和 γ(t) 的群乘积.

注 1 式(G-4-1) 表明单参子群 γ : R → G 是从 Lie 群 R 到 G 的 Lie 群同态映射.
注 2 按定义 1, 单参子群是满足式(G-4-1) 的一条 C∞ 曲线, 但不妨把映射的像集 {γ(t) |
t ∈ R} ⊂ G 看作单参子群. 式(G-4-1) 保证: ¬ 子集的任意两个元素按 G 的乘法的积仍
在子集内; ­ 子集含 G 的恒等元 e; [由式(G-4-1) 得 γ(t) = γ(0)γ(t), 以 γ(t) 看作 G 的元
素 γ(t) 的逆元右乘得 e = γ(0).] ® 子集的任一元素 γ(t) (作为 G 的元素) 的逆元 [就是
γ(−t)] 在子集内. 所以子集 {γ(t) | t ∈ R} 构成子群 (而且是阿贝尔子群).
本节的一个重点是证明如下结论: “单参子群是左不变矢量场过 e 的不可延积分曲线, 反
之亦然.” 单参子群按定义是从 R 到 G 的映射, 定义域为全 R. 因此, 要接受上述结论, 至
少要证明左不变矢量场过 e的积分曲线的参数可取遍全 R. 下面的定理对此给出保证 (而
且更强).

定理 G-4-1

任一左不变矢量场 Ā 都是完备矢量场, 就是说, 它的每一不可延积分曲线的参数都可
取遍全 R.

Pf 本书正文惯用 ∂/∂t 代表曲线 γ(t) 的切矢, 由于本附录涉及多条曲线的切矢, 为避免
混淆, 我们改用 d

dt
γ(t) 代表 γ(t) 的切矢. 设 µ(t) 是 Ā 的、满足 µ(0) = e 的积分曲线, 不

失一般性, 设其定义域为开区间 (−ε, ε), 即 µ : (−ε, ε) → G. 在线上取点 h ≡ µ(ε/2), 令
ν(t) = hµ(t− ε/2), 则有曲线映射 ν : (−ε/2, 3ε/2) → G, 且其切矢

d
dt

∣∣∣∣∣
t

ν(t) = d
dt

∣∣∣∣∣
t

Lhµ(t− ε/2) = Lh∗
d
dt

∣∣∣∣∣
t

µ(t− ε/2), (G-4-2)

其中第二步用到 “曲线像的切矢等于曲线切矢的像”. 令 t′(t) = t− ε/2, 则

d
dt

∣∣∣∣∣
t

µ(t− ε/2) = d
dt

∣∣∣∣∣
t

µ(t′(t)) =

 d
dt′

∣∣∣∣∣
t′(t)

µ(t′)

 dt′

dt
= d

dt′

∣∣∣∣∣
t′(t)

µ(t′) = Āµ(t−ε/2), (G-4-3)

其中第二步用到式 (2-2-8), 即 ∂/∂t = (∂/∂t′)dt′/dt, 最末一步是因为 µ(t) 是 Ā 的积分曲
线. 代入式(G-4-2) 便得

d
dt

∣∣∣∣∣
t

ν(t) = Lh∗Āµ(t−ε/2) = Āhµ(t−ε/2) = Āν(t), (G-4-4)
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其中第二步用到左不变矢量场的定义式(G-2-1′′). 式(G-4-4) 表明 ν 也是 Ā 的积分曲线,
而 ν(ε/2) = hµ(0) = h = µ(ε/2) 则说明 ν 与 µ 有交, 因此由积分曲线的 (局域) 唯一性可
知在两积分曲线 ν 和 µ 的定义域的交集 (−ε/2, ε) 上有 ν = µ. 可见 µ 的定义域已被延
拓至 (−ε, 3ε/2). 重复以上操作便得 Ā 的一条定义域为全 R 的积分曲线 γ : R → G. 作
为证明的第二步, ∀g ∈ G, 令

β(t) = gγ(t), (G-4-5)
则仿照式(G-4-2) 的推导有

d
dt

∣∣∣∣∣
t

β(t) = Āgγ(t) = Āβ(t), (G-4-6)

表明 β : R → G 是 Ā 过 g 的积分曲线 [满足 dβ/dt|t=0 = Āg]. 可见 Ā 的任一不可延积分
曲线的参数都可取遍全 R.

定理 G-4-2

设 γ : R → G 是左不变矢量场 Ā 的、满足 γ(0) = e 的积分曲线, 则 γ 是 G 的一个单
参子群.

Pf 欲证 γ 是单参子群只须证明它满足式(G-4-1). 定理 G-4-1 已证明 β(t) = gγ(t) 是 Ā
的、满足 β(0) = g 的积分曲线. 取 γ 线上一点 γ(s) 作为 g, 便知

β(t) ≡ γ(s)γ(t) (G-4-7)
是满足 β(0) = γ(s) 的积分曲线. 另一方面, 由 γ1(t) ≡ γ(s+ t) 定义的曲线 γ1 : R → G 在
γ1(t) 点的切矢为

d
dt

∣∣∣∣∣
t

γ1(t) = d
dt

∣∣∣∣∣
t

γ(s+ t) =
[

d
d(s+ t)

∣∣∣∣∣
s+t

γ(s+ t)
]

d(s+ t)
dt

= Āγ(s+t) = Āγ1(t).

[倒数第二步是因为 γ(t) 是 Ā 的积分曲线.] 上式表明 γ1 也是 Ā 的积分曲线, 而且也满
足 γ1(0) = γ(s). 由积分曲线的唯一性可知 γ1(t) = β(t), 对比式(G-4-7) 便得 γ(s + t) =
γ(s)γ(t).

定理 G-4-3

设单参子群 γ : R → G 在恒等元 e 的切矢为 A, 则 γ(t) 是 A 对应的左不变矢量场 Ā
的积分曲线.

Pf 只须证明对 γ 的任一点 γ(s) 有 Āγ(s) = d/dt|t=sγ(t), 而这由下式显见:

Āγ(s) = Lγ(s)∗A = Lγ(s)∗
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
γ(t) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
Lγ(s)γ(t)

= d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
γ(s)γ(t) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
γ(s+ t) = d

dt′

∣∣∣∣∣
t′=s

γ(t′) = d
dt

∣∣∣∣∣
t=s

γ(t).

由定理 G-4-2 和 G-4-3 可知左不变矢量场与单参子群之间有一一对应关系. 注意到 Ve 与
左不变矢量场的集合 L 一一对应, 便知 Lie 群 G 的 Lie 代数 G (= Ve) 的每一元素 A 生
成 G的一个单参子群 γ(t), 所以 G 的每一元素称为一个 (无限小)生成元 (generator). 物
理文献常又把 G 的一个基底的元素称为生成元.
注 3 与 Ve 的零元 (A = 0) 对应的单参子群就是只含 e 的子群, 即满足 γ[R] = e 的独点
线 γ : R → G.
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定义 2

Lie 群 G 上的指数映射 (exponential map) exp : Ve → G 定义为

exp(A) := γ(1), ∀A ∈ G , (G-4-8)

其中 γ : R → G 是与 A 对应的那个单参子群.

注 4 读过选读 3-3-1 的读者可把该处的指数映射与现在的指数映射作一比较. 两处都以
流形为背景, 但附加结构不同. 选读 3-3-1 的流形 M 有度规结构, 因而有测地线概念, 利
用 “一点及其一个矢量决定唯一测地线” 的定理就可定义指数映射; 现在的流形 G 有群
结构, 因而有单参子群概念, 利用 “e 点的一个矢量 A 决定唯一单参子群” 的定理就可用
式(G-4-8) 定义指数映射.

定理 G-4-4

exp(sA) = γ(s), ∀s ∈ R, A ∈ Ve, (G-4-9)
其中 γ(s) 是由 A 决定的单参子群.

Pf 令 A′ = sA ∈ Ve. 以 Ā, Ā′ 分别代表 A 和 A′ 对应的左不变矢量场. η : Ve → L
是同构映射导致 Ā′ = sĀ. 以 γ(t) 代表 Ā 对应的单参子群, 用 γ′(t) ≡ γ(st) 定义曲线
γ′ : R → G, 则

d
dt

∣∣∣∣∣
t

γ′(t) = d
dt

∣∣∣∣∣
t

γ(st) =
[

d
d(st)

∣∣∣∣∣
st

γ(st)
]

d(st)
dt

= sĀγ(st) = Ā′
γ′(t),

说明 γ′(t) 是 Ā′ 的积分曲线. 注意到 γ′(0) = γ(0) = e, 可知 γ′(t) 是 Ā′ 对应的单参子群.
于是 exp(sA) = exp(A′) = γ′(1) = γ(s).
注 5 设 γ(t) 是由 A ∈ Ve 决定的单参子群, 则定理 G-4-4 表明

γ(t) = exp(tA). (G-4-10)

今后也常用 exp(tA) 代表由 A 决定的单参子群.

定理 G-4-5

设 ϕ : R ×G → G 是由 A ∈ Ve 对应的左不变矢量场 Ā 产生的单参微分同胚群, 则

ϕt(g) = g exp(tA), ∀g ∈ G, t ∈ R. (G-4-11)

Pf 设 γ(t) 是由 A 决定的单参子群, 则定理 G-4-4 表明 γ(t) = exp(tA) [见式(G-4-10)].
由式(G-4-5) 和(G-4-6) 又知 β(t) = gγ(t) 是 Ā 过 g 点的积分曲线, 且 β(0) = g. 由单参
微分同胚群的构造 (见小节 2.2.2 末段) 便知

ϕt(g) = β(t) = gγ(t) = g exp(tA).

17
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选读 G-4-1

由群乘映射和求逆映射的光滑性出发, 注意到微分方程的解对其初值的光滑依赖性,
可知 exp : Ve → G 为 C∞ 映射. 再用反函数定理就可证明如下命题: Ve 中存在含 0
元的开子集 Ṽe, G 中存在含 e 点的开子集 N , 使 exp : Ṽe → N 为微分同胚 (试与定理
3-3-7 对比). 利用指数映射的这一性质可给 G 定义局部坐标系, 其坐标称为群 G 的正
则坐标 (canonical coordinates).

18



Part III

常用 Lie群及其 Lie代数
本部分把前几节的抽象理论用到一系列具体而重要的矩阵 Lie
群上: 一般线性群 GL(m), 正交群 O(m), Lorentz 群 O(1, 3), 酉
群 U(m), 欧氏群 E(m) 与 Poincaré 群 P . 对每个群都给出其
Lie 代数, 维数, 连通性与紧致性, 并研究 SO(3) 与 SU(2) 等常
用子群及其 Lie 代数.

内容概要

• 掌握 GL(m),O(m), SO(m),U(m), SU(m),E(m) 及 Poincaré 群的定义
与维数.

• 掌握矩阵 Lie 代数的刻画, 如 O(m) 是反称矩阵等.

• 理解 O(1, 1) 与 O(1, 3) 的连通分支结构.
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G.5
常用 Lie群及其 Lie代数

G.5.1 GL(m)群 (一般线性群, general linear group)
设 V 是 m(< ∞) 维实矢量空间, 以 GL(m) 代表由 V 到 V 的全体可逆线性映射的集
合, 以映射的复合为乘法, 则不难证明 GL(m) 是群,2 称为 m 阶 (实) 一般线性群 (general
linear group). 因为由 V 到 V 的线性映射就是 V 上的 (1, 1) 型张量 (见 §2.4 定义 2 前一
段), 所以 GL(m) 的任一群元 T ∈ T 1

1 (1, 1) [T 1
1 (1, 1) 代表 V 上 (1, 1) 型张量的集合]. 取

定 V 的任一基底 (及其对偶基底)后, T 就有 m2 个分量, 自然对应于一个 m×m实矩阵.
映射 T 的可逆性保证其矩阵 (仍记作 T )是可逆矩阵, 即 detT 6= 0. 不难看出全体 m×m
可逆矩阵在矩阵乘法下构成群 (以单位矩阵 I 为恒等元), 而且与 GL(m) 同构, 于是

GL(m) = {m×m 实矩阵T | detT 6= 0}. (G-5-1)

因此也常把 GL(m) 看作实矩阵群 (但上式等号代表的同构关系依赖于 V 的基底的选取).
另一方面,集合 Rm2

的每点因为由m2个实数构成而可排成一个m×m实矩阵,故 GL(m)
可看作 Rm2

的子集. 对矩阵求行列式的操作可看作连续映射 det : Rm2 → R, 满足

GL(m) =
−1
det(−∞, 0) ∪

−1
det(0,∞) ⊂ Rm2

.

(−∞, 0) 和 (0,∞) 显然是 R 的开子集, 故映射 det 的连续性保证 det−1(−∞, 0) 和
det−1(0,∞) 是 Rm2

的开子集, 这又导致¬ GL(m) 是 Rm2
的开子集; ­ det−1(−∞, 0) 和

det−1(0,∞) 是 GL(m) 的开子集 (用诱导拓扑衡量). 而 det−1(−∞, 0) 和 det−1(0,∞) 又
因为补集而都是 GL(m) 的闭子集, 可见 GL(m) 含有除自身和 ∅ 外的既开又闭的子集,
因而是非连通流形. 还可证明 [见 Marsden 和 Ratiu (1994)] GL(m) 是有两个连通分支
(connected component) 的非连通流形. 最简单的例子是

GL(1) = (−∞, 0) ∪ (0,∞).

当说到 GL(m) 的群元是从 V 到 V 的可逆线性映射时, 我们是在用纯几何语言. 当说到
GL(m) 的群元是 m × m 可逆矩阵时, 我们是在用坐标语言——给 V 选定基底 (及其对
偶基底) 后, 从 V 到 V 的任一可逆线性映射 T 就有了 m2 个分量, 选作坐标, 便得流形
GL(m) 上的一个坐标系. 以 G L (m) 代表 GL(m) 的 Lie 代数, 设 A ∈ G L (m), 则它是
恒等元 I ∈ GL(m) 的矢量, 在上述坐标系的基底中自然有 m2 个分量, 因而也对应于一个
m × m 实矩阵. 反之, 任一 m × m 实矩阵的 m2 个矩阵元配以 I 点的坐标基矢便给出 I
点的一个矢量. 可见, 虽然只有可逆实 m×m 矩阵才是 GL(m) 的元素, 任意 m×m 实矩
阵都是 G L (m) 的元素. 事实上, 全体 m×m 实矩阵构成的矢量空间与 I 点的切空间 VI

有同构关系, 于是有如下定理:

2对映射提出可逆要求旨在保证每一群元确有逆元.
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定理 G-5-1

G L (m) = {m×m 实矩阵} (等号代表两个矢量空间同构, 同构关系依赖于 V 的基底
的选取).

选读 G-5-1

对定理 G-5-1 的结论也可这样理解: 设 A 是任一 m × m 实矩阵, 对 t ∈ R, 考虑矩阵
ψ(t) = I + tA. 矩阵 I 有逆保证矩阵 ψ(t) 在 t 足够小时有逆, 因此 ψ(t) ∈ GL(m). 当
t 活动 (且足够小) 时, ψ(t) 是 GL(m) 中过 I 点的曲线, 它在 I 点的切矢为

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
ψ(t) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(I + tA) = A, (G-5-2)

所以任一 m×m 实矩阵 A 都对应于 G L (m) 的一个元素, 再由

dim{m×m 实矩阵} = dim GL(m) = dim G L (m)

便知 G L (m) 与集合 {m×m 实矩阵} 有一一对应关系.
注 1 式(G-5-2) 中的 d/dt 本来代表曲线的切矢, 但第二个等号却把它看成普通求导记
号. 现在说明这种 “偷换概念” 的合法性 (后面出现类似情况不再一一说明). GL(m)
是 Rm2

的开子集, 故有自然坐标系. 以 ψi(t) (i = 1, · · · ,m2) 代表曲线 ψ(t) 在此系的
参数式, 则 ψi(t) = I i + tAi, 其中 Ai 是常数矩阵 A 的第 i 个矩阵元 (I i 的含义类似).
于是

ψ(t) 在ψ(0) 点的切矢的i 分量 = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
ψi(t) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(I i + tAi) = Ai,

(此处的 d/dt 是真求导.) 这就是式(G-5-2) 的分量表达式.

对任一 m×m 矩阵 A 引入符号

Exp(A) := I + A+ 1
2!
A2 + 1

3!
A3 + · · · , (G-5-3)

其中 A2 = AA (矩阵相乘), A3 = AAA. 可以证明 [见 Spivak (1979) Vol. I]: ¬ 上式右边
收敛, 所以左边有意义, 是一个 m×m 矩阵; ­ 若矩阵 A,B 对易, 即 AB = BA, 则

Exp(A+B) = (ExpA)(ExpB). (G-5-4)

下面的定理表明, 对 G L (m) 的元素 A (看作矩阵), Exp 就是指数映射的 exp.

定理 G-5-2
Exp(A) = exp(A), ∀A ∈ G L (m).

Pf ∀s, t ∈ R, 由式(G-5-4) 得

Exp[(s+ t)A] = Exp(sA)Exp(tA), ∀A ∈ G L (m). (G-5-5)

取 s = 1, t = −1, 则上式给出 Exp(A)Exp(−A) = Exp(0) = I. 上式表明矩阵 Exp(A) 有
逆 [就是 Exp(−A)], 故 Exp(A) ∈ GL(m). 式中的 A 可为 G L (m) 的任一元素, 所以

Exp(tA) ∈ GL(m), ∀A ∈ G L (m), t ∈ R.
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令 γ(t) = Exp(tA), 则式(G-5-5) 表明 γ(s+ t) = γ(s)γ(t), 且式(G-5-3) 给出

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

Exp(tA) = A, (G-5-6)

可见 γ(t) = Exp(tA) 是由 A 唯一决定的单参子群 exp(tA), 从而 Exp(A) = exp(A).
定理 G-5-1 表明 G L (m) 和 {m × m 实矩阵} 作为矢量空间是同构的. 自然要问它们作
为 Lie 代数是否也同构. 答案是肯定的. 以 Ve 作为 G L (m), 其任意二元素 A,B ∈ Ve 的
Lie括号定义为 [A,B] = [Ā, B̄]e,见式(G-3-4). 另一方面, A,B ∈ Ve 所对应的 m×m矩阵
(仍记作 A,B)的 Lie括号定义为矩阵对易子 AB−BA,见式(G-3-3). 因此,欲证 G L (m)
和 {m×m 实矩阵} 是同构 Lie 代数只须证明 [Ā, B̄]e = AB −BA. 而这正是如下定理的
结论.

定理 G-5-3

设 G 是 GL(m) 的 Lie 子群, 则其 Lie 代数元 A,B ∈ G ⊂ G L (m) 的 Lie 括号 [A,B]
对应于 A,B 所对应的矩阵 (仍记作 A,B) 的对易子 AB −BA, 即

[A,B] = AB −BA. (G-5-7)

Pf [选读] 注意到定理 G-3-3, 只须对 G = GL(m) 的情况给出证明. 设 e (即 I) 为 G 的
恒等元, Ā, B̄ 代表 A,B ∈ Ve 所对应的左不变矢量场, ϕ : R ×G → G 是由 Ā 产生的单参
微分同胚群, 则

[A,B] = [Ā, B̄]e = (LĀB̄)e = lim
t→0

1
t
[(ϕt∗B̄)e − B̄e].

注意到 e = ϕ−t(ϕt(e)), 可知 (ϕt∗B̄)e = ϕt∗B̄ϕt(e). 而 B̄e 又可表为 B̄e = ϕ0∗B̄ϕ0(e), 所以

[Ā, B̄]e = lim
t→0

1
t
[ϕt∗B̄ϕt(e) − ϕ0∗B̄ϕ0(e)] ≡ d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(ϕt∗B̄ϕt(e)). (G-5-8)

由式(G-4-5), (G-4-6) 和(G-4-10) 可得 B̄ϕt(e) = d/ds|s=0[ϕt(e) exp(sB)], 故

[A,B] = [Ā, B̄]e = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

{
ϕ−t∗

d
ds

∣∣∣∣∣
s=0

[ϕt(e) exp(sB)]
}

= d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

d
ds

∣∣∣∣∣
s=0

ϕ−t[ϕt(e) exp(sB)]

= d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

d
ds

∣∣∣∣∣
s=0

ϕ−t[e exp(tA) exp(sB)] = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

d
ds

∣∣∣∣∣
s=0

[exp(tA) exp(sB) exp(−tA)]

= ∂

∂t

∣∣∣∣∣
t=0

∂

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

[Exp(tA)Exp(sB)Exp(−tA)] = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

Exp(tA)
[

d
ds

∣∣∣∣∣
s=0

Exp(sB)
]

Exp(−tA)

= d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

[Exp(tA)BExp(−tA)] =
[

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

Exp(tA)
]
BI + IB

[
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

Exp(−tA)
]

= ABI + IB(−A) = AB −BA, (G-5-9)
其中第三步用到 “曲线切矢的像等于曲线像的切矢”, 第四、五步都用到式(G-4-11). 第二
个等号右边的 d/dt|t=0 就是式(G-5-8)右边的 d/dt|t=0,代表对 e点的 t依赖矢量 ϕt∗B̄ϕt(e)
求导, 直至第六个等号前都是这一含义. 式中的 d/ds|s=0 在第六个等号前全部代表对曲
线求切矢. 从第六个等号右边开始的 d/dt|t=0 和 d/ds|s=0 则可理解为对 s, t 依赖的矩阵
Exp(tA)Exp(sB)Exp(−tA) 求偏导数.
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G.5.2 O(m)群 (正交群, orthogonal group)
如前所说, GL(m) 群是 m 维矢量空间 V 上所有可逆 (1, 1) 型张量 T 的集合, 除可逆性外
没有其他要求, 所以称为一般线性群. 对 T 再提出某些适当要求则可得到 GL(m) 群的某
些子群. O(m) 群就是重要一例, 其要求是 T 保度规. 以下把 O(m) 群的元素记作 Z. 设
(V, gab) 是带正定度规的 m 维矢量空间. 线性映射 Z : V → V 称为保度规的, 若

gab(Za
c ν

c)(Zb
du

d) = gcdν
cud, ∀νc, ud ∈ V. (G-5-10)

取 u = ν, 则上式给出

gab(Za
c ν

c)(Zb
dν

d) = gcdν
cνd, ∀νc ∈ V. (G-5-10′)

可见保度规的 Z 对矢量的作用必保长度. 反之, 利用 gab = g(ab) 可证 (习题, 有提示) 任何
满足式(G-5-10′) 的 Z 必满足式(G-5-10). 所以保长性等价于保度规性. 式(G-5-10) 又等
价于

Za
cZ

b
dgab = gcd. (G-5-10′′)

令
O(m) := {Za

b ∈ T 1
1 (1, 1) | Za

cZ
b
dgab = gcd}, (G-5-11)

把 Za
b 看作从 V 到 V 的映射, 以复合映射为群乘法, 则 O(m)是群, 而且是 GL(m)的 Lie

子群. 用 V 的任一正交归一基底可把式(G-5-10′′) 改写为分量形式:

δσρ = Zµ
σZ

ν
ρδµν = (ZT )µ

σδµνZ
ν

ρ,

其中 ZT 代表矩阵 Z 的转置矩阵. 把上式写成矩阵等式即为

I = ZT IZ = ZTZ, (G-5-12)

表明 ZT = Z−1, 即 Z 是正交矩阵. 可见 O(m) 同构于 m × m 正交矩阵群 (由全体
m × m 正交矩阵以矩阵乘法为群乘法构成的群). 因为对任一矩阵 T 有 detT T = detT ,
由式(G-5-12) 得

1 = (detZT )(detZ) = (detZ)2,

故
detZ = ±1. (G-5-13)

上式表明群元的行列式不是 1 就是 −1, 这就注定了 O(m) 群的流形是非连通的.
以上抽象定义的 O(m) 群可用具体对象来体现. 先考虑 O(1) 群. 1 维欧氏空间 (R, δab)
可看作带正定度规的 1 维矢量空间, 因而可充当用以定义 O(1) 群的那个 (V, gab). O(1)
群的每个群元 Z 就是把空间的任一点 (即起自原点的任一矢量) v 变为长度相等的矢量
v′ = Z(v) 的线性映射. 由于长度相等, 只有 v′ = v 和 v′ = −v 两种可能. 可见 O(1) 只
有两个群元, 其中一个是恒等元, 另一个称为反射 (reflection), 记作 r, 于是 O(1) = {e, r}.
再讨论 O(2) 群. 2 维欧氏空间 (R2, δab) 可看作带正定度规的 2 维矢量空间. O(2) 的每
个群元 Z 就是把空间中起自原点的任一矢量 v 变为长度相等的矢量 v′ = Z(v) 的线性映
射. 首先想到的自然是令 v 转某一角度 α 的转动, 这种映射记作 Z(α), 可用矩阵表为

Z(α) =

cosα − sinα
sinα cosα

 , (G-5-14)
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这是行列式为 +1 的正交矩阵. 上式的特例是 Z(0) = diag(1, 1), 即恒等元 I. 然而, 不难
验证下面的 Z ′(α) 也保长度:

Z ′(α) =

cosα sinα
sinα − cosα

 , (G-5-15)

这是行列式为 −1 的正交矩阵, 其特例是 Z ′(0) = diag(1,−1), 它作用于 v 的结果 v′ 与
v 关于 x 轴对称, 故 Z ′(0) 代表以 x 轴为对称轴的反射, 记作 rx (只改变 y 分量), 即
v′ = rx(v). 不要误以为 rx 也可看作转动, 因为它作用于另一矢量 u 得 rx(u) (图 1), 其
与 u的夹角不同于 rx(v)与 v 的夹角. 同理, Z ′(π) = diag(−1, 1)代表以 y 轴为对称轴的
反射 ry. 此外, Z(π) = diag(−1,−1) 则代表以原点为对称点的反演 (inversion), 记作 ixy,
易证 ixy = rxry.

x

y

u

rx(u)

v

rx(v)

αu

αv

图 1: 反射不是转动. 反射 rx 把矢量 v 映为关于 x 轴的对称矢量 rx(v), 把矢量 u 映为
rx(u); rx(v) 与 v 的夹角 2αv 不同于 rx(u) 与 u 的夹角 2αu, 因而 rx 不能看作转动.

Z 的 4 个矩阵元由于条件 ZTZ = I 而受到 3 个方程的限制, 只有 1 个独立, 所以 O(2)
是 1 维 Lie 群. 由 ZTZ = I 还可证明 O(2) 的群元被式(G-5-14) 和(G-5-15) 所穷尽, 其中
式(G-5-14) 代表的子集构成 O(2) 的 Lie 子群, 称为 2 维空间的转动群, 记作 SO(2), 字母
S 代表 “特殊” (special), 是指每个群元 Z ∈ SO(2) 满足 detZ = +1. 这也适用于其他常
见 Lie 群, 例如 GL(m) 中满足 detT = +1 的子集也构成子群, 称为 SL(m) 群 (特殊线性
群). O(2) 群中由式(G-5-15) 表示的子集不含恒等元 e, 因此不是子群. 两个子集的 α 都
可解释为转角 [Z ′(α) 中的 α 代表对 (x 轴) 反射后再转的角度], 取值范围是 0 ⩽ α < 2π.
所以 O(2) 群的流形可看作两个互不连通的 S1 (圆周) 之并 (图 2), 是一个非连通流形, 每
个圆周是一个连通分支.
推而广之, 因为 O(m) 的群元 Z 满足 detZ = ±1, 其流形总是由两个连通分支组成的非
连通流形, 其中含 e 的分支记作 SO(m), 即

SO(m) := {Z ∈ O(m) | detZ = +1}. (G-5-16)

这是 O(m) 的 Lie 子群, 称为特殊正交群 (special orthogonal group), 最常用的是 3 维空
间的转动群 SO(3), 它的每一群元可看作把 3 维欧氏空间中起自原点的任一矢量 v 绕过
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SO(2) 分支 (detZ = +1)反射分支 (detZ = −1)

Z(α) Z ′(α)

∪

图 2: O(2) 群的流形是两个互不连通的圆周 S1 之并: 由式(G-5-14) 的 Z(α) 组成的圆周
是连通分支 SO(2), 由式(G-5-15) 的 Z ′(α) 组成的圆周是另一连通分支, 两者互不相交.

原点的某轴转某角的映射 (而且除恒等元外的每个群元的转轴是唯一的). [这一结论称为
Euler定理, 证明见 Marsden et al. (1994).] 这使我们可用起自原点的一个箭头代表 SO(3)
的一个群元: 箭头所在直线代表转轴, 箭头长度 (规定从 0 到 π) 代表转角, 方向相反的箭
头代表沿相反方向的转动. 由于沿某方向转 π 角相当于沿反方向转 π 角, 同一直线段的
两端代表同一群元, 应当认同. 于是, Lie 群 SO(3) 的流形是 3 维实心球体, 球面上位于每
一直径两端的一对点要认同 (简称对径认同). 这一流形记作 RP 3. [RP 3 本有其他定义方
式, 但可以证明 SO(3) 与 RP 3 微分同胚.]
下面讨论 Lie 群 O(m) 和 SO(m) 的 Lie 代数 O(m) 和 S O(m). 这两个 Lie 代数必定一
样, 因为设 A ∈ O(m), 则 A 决定 O(m) 中的一个单参子群 γ(t), 注意到¬ det I = 1; ­

O(m) 中任一群元的行列式只能为 ±1, 则由单参子群的连续性可知 γ(t) 上任一点 Z 都
有 detZ = 1, 可见对任一 t 有 γ(t) ∈ SO(m), 从而 A, 作为 γ(t) 在 I 点的切矢, 必属于
S O(m).

定理 G-5-4

O(m) = {m×m 实矩阵A | AT = −A (即A 为反称阵)}. (G-5-17)

Pf (A) ∀A ∈ O(m), 设 Z(t) 是 Lie 群 O(m) 中的曲线, 且 Z(0) = I, d/dt|t=0Z(t) = A,
则 Z(t) (对每一 t 值) 是一个满足

ZT (t)Z(t) = I (G-5-18)

的矩阵. 对上式求导并在 t = 0 取值得

0 =
[
ZT (t) d

dt
Z(t)

]
t=0

+
[(

d
dt
ZT (t)

)
Z(t)

]
t=0

= ZT (0)A+
[

d
dt
ZT (t)

]
t=0

Z(0). (G-5-19)

Z(0) = I 等价于 ZT (0) = I, A = d/dt|t=0Z(t) 等价于 AT = d/dt|t=0Z
T (t), 因而

式(G-5-19) 给出 0 = A+ AT , 可见 A 为反称矩阵.
(B) 设 A 为任一 m × m 反称实矩阵, 注意到 (A2)T = (AT )2, (A3)T = (AT )3, · · · , 由
式(G-5-3) 得 (ExpA)T = Exp(AT ). 所以

(ExpA)T (ExpA) = (ExpAT )(ExpA) = Exp(−A)Exp(A) = I.

[其中最末一步用到式(G-5-4).] 上式表明 ExpA 是正交矩阵, 因而 ExpA ∈ O(m). 由此又
知 Exp(tA) ∈ O(m) (对每一 t 值). 而式(G-5-3) 又导致 d/dt|t=0Exp(tA) = A, 可见 A 是
Lie 群 O(m) 中过 I 的曲线 Exp(tA) 在 I 点的切矢, 所以 A ∈ O(m).
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利用定理 G-5-4 可方便地决定 Lie 群 O(m) 及 SO(m) 的维数. 因为 m × m 反称矩阵的
m 个对角元全为零, 其余 m2 − m 个元素中只有半数独立, 所以决定一个 m × m 反称实
矩阵需要 (m2 −m)/2 = m(m− 1)/2 个实数. 于是定理 G-5-4 导致

dim O(m) = dim O(m) = 1
2
m(m− 1). (G-5-20)

具体说,

dim O(1) = 0 (零维 Lie 群), dim O(2) = 1, dim O(3) = 3, dim O(4) = 6, · · · .
(G-5-21)

G.5.3 O(1, 3)群 (Lorentz群)
定义 O(m)群时曾约定 (V, gab)中的 gab 为正定度规, 现在放宽为任意度规. 设 gab 在正交
归一基底下的矩阵有 m′ 个对角元为 −1,m′′ 个对角元为 +1, 则 V 上所有保度规的线性
映射的集合在以复合映射为群乘法下构成群, 记作 O(m′,m′′), 即

O(m′,m′′) := {Aa
b ∈ T 1

1 (1, 1) | Aa
cA

b
dgab = gcd}. (G-5-22)

同 O(m) 类似, O(m′,m′′) 也是 GL(m) (其中 m = m′ + m′′) 的 Lie 子群, O(m) 可看作
O(m′,m′′) 在 m′ = 0,m′′ = m 时的特例.
抽象定义的 O(m′,m′′) 群也可与 O(m) 类似地用具体对象体现. 我们只讨论 m′ = 1 的情
况, 并且最关心 O(1, 3) 群 (4 维 Minkowski 时空的 Lorentz 群), 但先从最简单的 O(1, 1)
群讲起. 2 维 Minkowski 时空 (R2, ηab) 可看作用来定义 O(1, 1) 群的那个带 Lorentz 度规
的 (V, gab). 用 (R2, ηab) 的任一正交归一基可把保度规条件 Aa

cA
b

dgab = gcd 改写为分
量形式:

ησρ = Aµ
σA

ν
ρηµν = (AT )µ

σηµνA
ν

ρ, (G-5-23)
写成矩阵等式即为

η = ATηA, 其中η = diag(−1, 1). (G-5-24)
上式表明 detA = ±1, 因此, 与 O(m) 群类似, O(1, 1) 群也是非连通的. 注意到 Lorentz
变换 t′ = γ(t − vx), x′ = γ(x − vt) 保 Minkowski 线元, 自然猜想它是 O(1, 1) 的群元. 把
变换的参数 v 改写为 tanh λ,其中 λ ∈ (−∞,∞),则 γ ≡ (1 − v2)−1/2 = cosh λ,故 Lorentz
变换可改写为

t′ = t cosh λ− x sinh λ, x′ = −t sinh λ+ x cosh λ.
不难验证这一变换的矩阵

Λ(λ) =

 cosh λ − sinh λ
− sinh λ cosh λ

 (G-5-25)

满足式(G-5-24),可见 ∀λ ∈ (−∞,∞),Λ(λ)是 O(1, 1)的群元. 对上式的 Λ有 det Λ = +1,
然而式(G-5-24) 表明 det Λ = ±1, 看来还应有其他连通分支. 其实, O(1, 1) 的非连通性除
了来自 Λ 所受的限制 det Λ = ±1 之外还来自 Λ0

0 所受到的限制. 设 {(eµ)a} 是 V 的正
交归一基底, 用 Λa

cΛb
dgab = gcd 作用于 (e0)c(e0)d 得 −(Λ0

0)2 + (Λ1
0)2 = −1, 所以

(Λ0
0)2 ⩾ 1. det Λ 与 Λ0

0 的允许值的配合使 Lie 群 O(1, 1) 由如下 4 个互不连通的连
通分支组成:

(I) O↑
+(1, 1), 其元素Λ(λ) =

 cosh λ − sinh λ
− sinh λ cosh λ

 满足 det Λ = +1,Λ0
0 ⩾ 1;
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(II) O↑
−(1, 1), 其元素Λ(λ) =

cosh λ − sinh λ
sinh λ − cosh λ

 满足 det Λ = −1,Λ0
0 ⩾ 1;

(III) O↓
−(1, 1), 其元素Λ(λ) =

− cosh λ sinh λ
− sinh λ cosh λ

 满足 det Λ = −1,Λ0
0 ⩽ −1;

(IV) O↓
+(1, 1), 其元素Λ(λ) =

− cosh λ sinh λ
sinh λ − cosh λ

 满足 det Λ = +1,Λ0
0 ⩽ −1.

(R2, ηab) 可看作带 Lorentz 度规的 2 维矢量空间, Λa
b ∈ O(1, 1) 就是把空间中起自原

点的任一矢量 νa 变为 Λa
bν

b 的保度规线性映射. 略去抽象指标, 用正交归一基底把 ν

表为列矢量 ν =

ν0

ν1

, 我们来看 4 个连通分支中 λ = 0 的元素 Λ(0) 对它的作用. 对

O↑
+(1, 1) 而言, Λ(0) 就是恒等元, 它把 ν 映为 ν. 对 O↑

+(1, 1), 有 Λ(0) = diag(1,−1), 作

用于 ν 所得矩阵为 ν ′ =

 ν0

−ν1

, 如图 G-3(a), 称为空间反射, 记作 rx. 对 O↑
−(1, 1), 有

Λ(0) = diag(−1, 1), 作用于 ν 所得矩阵为 ν ′ =

−ν0

ν1

, 如图 G-3(b), 称为时间反射, 记作

rt. 对 O↓
−(1, 1), 有 Λ(0) = diag(−1,−1), 作用于 ν 所得矩阵为 ν ′ =

−ν0

−ν1

, 如图 G-3(c),

称为时空反演, 记作 itx.

x

t
ν

ν ′ = rxν(a) 空间反射 rx

x

t
νν ′ = rtν

(b) 时间反射 rt

x

t
ν

ν ′ = itxν(c) 时空反演 itx

图 3: O(1, 1) 群 4 个连通分支中 λ = 0 的元素 Λ(0) 对矢量 ν 的作用. (a) 空间反射 rx 只
改变空间分量; (b) 时间反射 rt 只改变时间分量; (c) 时空反演 itx 同时改变二者. 虚线为
光锥.

因为每个连通分支的元素由一个参数 λ 决定, 而且 λ ∈ (−∞,∞), 所以每一连通分支都
可看作流形 R, 整个 Lie 群 O(1, 1) 是 1 维非连通流形. 4 个连通分支中只有 O↑

+(1, 1) 是
O(1, 1) 的子群 (只有它包含恒等元), 因而是 Lie 子群. (因为有这样的一般结论: Lie 群的
含恒等元的连通分支是它的 Lie 子群.) 图 G-4 与图 G-2 有一重要区别: 图 G-2 的流形紧
致而图 G-4 非紧致. 我们称 O(2) 为紧致 Lie 群而 O(1, 1) 为非紧致 Lie 群.
在以上基础上就不难介绍 O(m′,m′′) 中对物理最有用的特例, 即 Lorentz 群 O(1, 3), 简记
为 L, 其群元 Λ ∈ L (作为 4 × 4 矩阵) 的充要条件与式(G-5-24) 形式一样, 只是改为 4 × 4
矩阵等式, 即

η = ΛTηΛ, 其中η = diag(−1, 1, 1, 1). (G-5-24)
L是由 4个连通分支组成的 6维非连通流形 [证明见 Bleecker (1981)],这 4个连通分支是

L↑
+ = {Λ ∈ L | det Λ = +1,Λ0

0 ⩾ +1}, L↑
− = {Λ ∈ L | det Λ = −1,Λ0

0 ⩾ +1},
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Λ1
0

Λ0
0

O↑
+

O↓
+

O↑
−

O↓
−

图 4: O(1, 1) 群的流形是 4 个互不连通的连通分支 (示意), 每个分支都同胚于 R, 是非
紧致流形. 图中四条曲线是两条单位双曲线 (Λ0

0)2 − (Λ1
0)2 = ±1 的四个分支, 分别以

det Λ = ±1 与 Λ0
0 ⩾ 1 或 ⩽ −1 区分; 与图 G-2 的紧致圆周不同, 每个分支都延伸到无穷

远.

L↓
+ = {Λ ∈ L | det Λ = −1,Λ0

0 ⩽ −1}, L↓
− = {Λ ∈ L | det Λ = +1,Λ0

0 ⩽ −1}.
每个连通分支含一个最简单的元素, 依次记作 I, rs, rt, ist, 其中

I = diag(1, 1, 1, 1) ∈ L↑
+ 是L 的恒等元,

rs = diag(1,−1,−1,−1) ∈ L↑
− 是L 的空间反射元,

rt = diag(−1, 1, 1, 1) ∈ L↓
+ 是L 的时间反射元,

ist = rsrt = −I ∈ L↓
− 是L 的时空反演元.

上述 4 个连通分支中只有 L↑
+ 是子群 (只有它包含恒等元), 而且是 Lie 子群, 称为固有

Lorentz 群 (proper Lorentz group), 是 6 维连通流形, 流形结构为 R3 × SO(3). 其他 3 个
连通分支都是子群 L↑

+ 的左陪集 [证明见 Bleecker (1981)]:

L↑
− = rsL

↑
+, L↓

+ = rtL
↑
+, L↓

− = istL
↑
+.

同 O(3) 群类似, Lorentz 群 O(1, 3) 和它的子群 L↑
+ 有相同的 Lie 代数, 记作 O(1, 3).

定理 G-5-5

O(1, 3) = {4 × 4 实矩阵A | AT = −ηAη}.

Pf (A) ∀A ∈ O(1, 3), 考虑 O(1, 3) 中满足以下两条件的曲线 Λ(t): (1) Λ(0) = I, (2)
d/dt|t=0 Λ(t) = A, 则 ΛT (t)ηΛ(t) = η ∀t ∈ R. 对 t 求导并在 t = 0 取值得

0 =
[

d
dt

ΛT (t)
]

t=0
ηΛ(0) + ΛT (0)η

[
d
dt

Λ(t)
]

t=0
= ATηI + IηA = ATη + ηA,

以 η−1 右乘上式, 注意到 η−1 = η, 得 AT = −ηAη. [η 与 η−1 作为矩阵相等, 但写矩阵
元时最好分清上下标, 即 η 的矩阵元为 ηµν 而 η−1 的矩阵元为 ηµν .] (B) 设 A 是满足
AT = −ηAη 的 4 × 4 实矩阵. 仿照定理 G-5-4 证明的 (B), 只须证明 Exp(A) ∈ O(1, 3).
因为对任意矩阵 M,N 有

N−1(ExpM)N = N−1
(
I +M + 1

2!
M2 + 1

3!
M3 + · · ·

)
N
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= I +N−1MN + 1
2!

(N−1MN)(N−1MN) + 1
3!

(N−1MN)(N−1MN)(N−1MN) + · · ·

= Exp(N−1MN), (G-5-27)
取 N = η,M = A 便得 η(ExpA)η = Exp(ηAη), 因而 η(ExpA) = [Exp(ηAη)]η. 于是

(ExpA)Tη(ExpA) = (ExpAT )η(ExpA) = (ExpAT )[Exp(ηAη)]η = [Exp(AT + ηAη)]η = η,

[其中第三步用到式(G-5-4), AT = −ηAη 保证该式成立.] 可见 Exp(A) ∈ O(1, 3).
要利用定理 G-5-5 计算 O(1, 3) 群的维数, 可以借用如下事实: ∀A ∈ O(1, 3), 令 B = ηA,
则由 AT = −ηAη 易见 BT = −B, 即 B ∈ O(4). 这表明存在从 O(1, 3) 到 O(4) 的映射,
而且是 (矢量空间之间的) 同构映射, 因而 dim O(1, 3) = dim O(4). 这一结论只依赖于 η
的对称性和非退化性. 对 O(m′,m′′) 群, 令 η 代表这样的对角矩阵, 其前 m′ 个对角元为
−1, 后 m′′ 个对角元为 +1, 便知也有类似结论, 即

dim O(m′,m′′) = dim O(m′ +m′′).

Λ ∈ L 满足式(G-5-24), 即 η = ΛTηΛ, 其中 η = diag(−1, 1, 1, 1). 而

η = ΛTηΛ ⇔ ηΛ−1 = ΛTη ⇔ Λ−1 = η−1ΛTη,

再用 η−1 = η 便得 Λ−1 = ηΛTη. 借此可方便地求得 Λ ∈ L 的逆矩阵 Λ−1: 先写出 Λ 的转
置矩阵 ΛT , 再对 ΛT 的各元素依下列法则改变符号:

+ − − −
− + + +
− + + +
− + + +

 ,

结果即为 Λ−1. 鉴于固有 Lorentz 群和 Lorentz 代数对物理学的非常重要性, 我们将单辟
一节 (§G.9) 对此做更详尽的讨论.

G.5.4 U(m)群 (酉群)
GL(m) 群是用 m 维实矢量空间 V 定义的. 把 V 改为 m 维复矢量空间所得的一般线性
群则记作 GL(m,C), 是 2m2 维 (实) Lie 群. 与 GL(m,R) [即 GL(m)] 不同, GL(m,C) 是
连通 Lie 群. 我们只介绍这个群的一个重要子群——酉群 U(m). 正如 GL(m) 群的子群
O(m) 要求保度规那样, 酉群 U(m) 是对 GL(m,C) 要求保内积的结果. 复矢量空间的内
积与实矢量空间的内积类似而又不同, 最重要的区别在于, 实矢量空间的内积对两个矢量
的作用都为线性,而复矢量空间的内积只对第二个矢量为线性,对第一个矢量则为反线性.
定义了内积的复矢量空间称为内积空间, 准确定义见 §B.1 定义 1. 设 V 是有限维内积空
间, 线性映射 A : V → V 称为 V 上的线性算符, 简称算符, 它自然诱导出 V 上的另一线
性算符 A†, 称为 A 的伴随算符, 满足

(A†f, g) = (f, Ag), ∀f, g ∈ V, (G-5-28)

其中 Ag 代表 A 作用于 g 所得矢量, 即 A(g) 的简写. 可以证明 (见 §B.1) 每一 A 按上式
决定唯一的 A†, 上式可作为 A† 的定义.
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定义 1

内积空间 V 上的算符 U 称为酉算符 (或幺正算符) (unitary operator), 若其作用保内
积, 即

(Uf, Ug) = (f, g), ∀f, g ∈ V. (G-5-29)

定理 G-5-6

算符 U 为酉算符的充要条件为
U †U = δ, (G-5-30)

其中 δ 代表恒等算符, 即从 V 到 V 的恒等映射.

Pf 若 U †U = δ, 则 (Uf, Ug) = (U †Uf, g) = (f, g) ∀f, g ∈ V , 故 U 为酉算符. 反之, 若
U 为酉算符, 则 ∀f, g ∈ V 有

0 = (Uf, Ug) − (f, g) = (U †Uf, g) − (f, g) = ((U †U − δ)f, g).

取 g = (U †U−δ)f ,则 0 = (g, g),故 g = 0,即 (U †U−δ)f = 0 ∀f ∈ V ,从而 U †U = δ.
选定 V 的一个正交归一基底 {ei} 后, V 上任一算符 A 可用矩阵表示, 其矩阵元定义为

Aij := (ei, Aej). (G-5-31)

由上式得
Aij = (A†ei, ej) = (ej, A†ei) = A†

ji, (G-5-32)

所以, 若 A和 A† 分别代表算符 A和 A† 在同一基底下的矩阵, 以 AT 代表 A的转置矩阵
的矩阵元都取复数共轭所得的矩阵, 则

A† = AT . (G-5-33)

定理 G-5-7

算符 U 为酉算符的充要条件是其在其正交归一基底下的矩阵 U 满足矩阵等式

U−1 = U †, 即U−1 = UT . (G-5-34)

Pf 酉算符满足的算符等式(G-5-30) 在正交归一基底下对应于矩阵等式

U †U = I, (G-5-30′)

故 U−1 = U †.

定义 2

满足式(G-5-34) 的复矩阵 U 称为酉矩阵 (或幺正矩阵) (unitary matrix).

注 2 ¬ 如果 V 为实矢量空间, 则 U−1 = U † 成为 U−1 = UT , 即 U 为正交矩阵. 所以酉矩
阵可看作正交矩阵在复矩阵的推广.
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定理 G-5-8

设 U 为酉矩阵, 则

detU = eiϕ (其中ϕ ∈ R), 即| detU | = 1. (G-5-35)

Pf 对矩阵等式(G-5-30′) 取行列式得 1 = (detU †)(detU) = (detU)(detU), 得证.

定义 3

令 U(m) = {m 维内积空间V 上的酉算符} = {m × m 酉矩阵}, 以复合映射 (或矩阵
乘法) 为群乘法, 则不难验证 U(m) 是 Lie 群, 称为酉群 (或幺正群) (unitary group).

例 1 酉群 U(1)

选 1 维复矢量空间 C 作为 V 并按下式定义内积使成内积空间:

(f, g) := f̄g, ∀f, g ∈ C (容易验证满足内积定义各条件).

复数 U ∈ C 可看作 C 上的线性算符, 它作用于任一 f ∈ C 的结果定义为复数乘积
Uf . 易证 U 为酉算符当且仅当 |U | = 1, 所以 C 上全体酉算符的集合是复平面上的单
位圆. 可见 Lie 群 U(1) 的流形是一个圆周, 是个紧致的连通流形. 后一结论还可推广
至任意正整数 m 的情况, 即 U(m) 是紧致的连通流形 (连通性的证明见定理 G-5-11).

定义 4

复方阵 A 称为厄米的 (hermitian), 若 A† = A; A 称为反厄米的 (anti-hermitian), 若
A† = −A.

注 3 ¬ 对实方阵, 厄米就是对称; 反厄米就是反称. ­ 易证: A 为厄米 ⇔ iA 为反厄米.
与 GL(m) 群的 Lie 代数 G L (m) 同构于全体 m × m 实矩阵构成的 Lie 代数类似,
GL(m,C) 群的 Lie 代数 G L (m,C) 同构于全体 m×m 复矩阵构成的 Lie 代数, 即

G L (m,C) = {m×m 复矩阵}. (等号代表 Lie 代数同构) (G-5-36)

定理 G-5-9

酉群 U(m) 的 Lie 代数

U (m) = {A ∈ G L (m,C) | A† = −A} = {m×m 反厄米复矩阵}. (G-5-37)

Pf 与定理 G-5-4 的证明类似, 只须把 ZT (t) 和 AT 分别改为 U †(t) 和 A†.

定理 G-5-10

dim U(m) = dim U (m) = m2. (G-5-38)

Pf A ∈ U (m) 是有 m2 个复元素的矩阵, 由 2m2 个实数决定. 但 A 的反厄米性 Aij =
−Aji 导致 m2 个实方程, 理由是: ¬ 反厄米性要求对角元为虚数, 故每个对角元的反厄
米条件相当于一个实方程 (实部 =0), 因而所有对角元提供 m 个实方程; ­ 反厄米性使
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每对非对角元提供 2 个实方程, 而非对角元共有 (m2 − m)/2 对, 故全部非对角元共提供
2 × (m2 − m)/2 = m2 − m 个方程. 可见 2m2 个实数要受 m2 个实方程的限制, 只有 m2

个独立.

例 2 Lie 代数 U (1)

由例 1 得知 Lie 群 U(1) 可表为 U(1) = {e−iθ | θ ∈ R}, 其中 e−iθ = Exp(−iθ) 可看作
以 θ 为参数的单参子群 [等于 U(1) 自身], 相应的 Lie 代数元为

A = d
dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

e−iθ = −i ∈ U (1) (不难验证A 的确满足A† = −A),

以 A 为基矢生成的 1 维 (实) 矢量空间就是 U (1), 故 U (1) = {−iα | α ∈ R}.

酉矩阵满足的 detU = eiϕ 和正交矩阵满足的 detZ = ±1 很不一样. 这同如下事实密切
相关:

定理 G-5-11

与 O(m) 群相反, 酉群 U(m) 是连通流形.

Pf 只须证明 ∀U ∈ U(m), ∃ 连续曲线 γ(t) ∈ U(m) 使 γ(0) = I, γ(1) = U . 由线性代
数可知任意酉矩阵可用酉变换化为对角形, 且对角元的模皆为 1. [可参阅, 例如, Smirnov
(1960).] 就是说, ∀U ∈ U(m), ∃W ∈ U(m) 使

WUW−1 = D, (G-5-39)

式中 D为对角矩阵,对角元为 eiϕ1 , · · · , eiϕm (其中 ϕ1, · · · , ϕm ∈ R). 设 Φ是以 ϕ1, · · · , ϕm

为对角元的实对角矩阵, 则 (习题) D = Exp(iΦ). 由式(G-5-39) 得

U = W−1DW = W−1(ExpiΦ)W = Exp(iW−1ΦW ), (G-5-40)

其中最末一步用到式(G-5-27). 令 A = iW−1ΦW , 则

A† = AT = iW T ΦT (W−1)T = −iW−1ΦW = −A

表明 A 为反厄米矩阵, 故 A ∈ U (m). 于是式(G-5-40) 相当于 U = ExpA, 可见 U(m) 中
存在连续曲线 γ(t) = Exp(tA) 使 γ(0) = I, γ(1) = U .
注 4 以上证明中的连续曲线 γ(t) 其实是单参子群, 因此我们证明了比定理的结论更强的
结论: 酉群的任一群元都属于某一单参子群. 这一结论也适用于 SO(m) 群. 然而并非任

一 Lie 群的含 e 的连通分支的任一群元都属于某一单参子群. 例如
−1 1

0 −1

 ∈ GL(2)

就不是 (证明提示见习题 14). 存在这样的定理 [见 Brocker et al. (1985) 第 165 页]: 紧致
的连通 Lie 群的指数映射是到上映射, 这等价于任一群众元都属于某一单参子群.
U(m) 的子集 SU(m) = {U ∈ U(m) | detU = 1} 是 U(m) 的 Lie 子群, 称为特殊酉群
(special unitary group). 同 U(m) 一样, SU(m) 也是紧致的连通 Lie 群.

32



梁灿彬 Lie 群和 Lie 代数讲义-原文 常用 Lie 群及其 Lie 代数

引理 G-5-12

设 A 为任意 m×m 矩阵, 则

det(ExpA) = etrA. (G-5-41)

Pf 设 f(t) = det(ExptA), 则
d
dt
f(t) = ∂

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

f(t+ s) = ∂

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

[det(Exp(t+ s)A)] = ∂

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

[det((ExptA)(ExpsA))]

= [det(ExptA)] d
ds

∣∣∣∣∣
s=0

[det(ExpsA)] = [det(ExptA)]trA = f(t)trA,

其中第五步将在下行之后补证. 由上式得 d ln f(t)/dt = trA; 加之 f(0) = det I = 1, 故
f(t) = e(trA)t. 令 t = 1便得式(G-5-41). 最后补证上式的第五步,即 d/ds|s=0[det(ExpsA)] =
trA. 设 X 为任意 m×m 矩阵, X i

j 是其矩阵元, εi1···im 代表 m 维 Levi-Civita 记号, 则

detX = εi1···imX
i1
1 · · ·X im

m . (G-5-42)
取 X = Exp(sA) = I + sA+ s2A2/2! + · · · , 有 X i

j = δi
j + sAi

j + s2Ai
kA

k
j/2! + · · · , 故

X i
j

∣∣∣
s=0

= δi
j,

d
ds

∣∣∣∣∣
s=0

X i
j = Ai

j. (G-5-43)

对式(G-5-42) 求导并利用式(G-5-43) 便可证得 d/ds|s=0[det(ExpsA)] = trA:
d
ds

|s=0 detX = εi1···im

(
dX i1

1

ds
X i2

2 · · ·X im
m + · · · +X i1

1 X
i2
2 · · · dX im

m

ds

)
s=0

= εi1···im(Ai1
1 δ

i2
2 · · · δim

m + · · · + δi1
1 δ

i2
2 · · ·Aim

m ) = (A1
1 + · · · + Am

m) = trA.

定理 G-5-13

特殊酉群 SU(m) 的 Lie 代数

S U (m) = {A ∈ U (m) | trA = 0} = {m×m 无迹反厄米复矩阵}.

Pf (A) 设 A ∈ S U (m), 则 ∀t ∈ R 有 Exp(tA) ∈ SU(m), 故 det(ExptA) = 1, 与
式(G-5-41) 对比得 etr(tA) = 1. 因而 tr(tA) = i2kπ (其中 k = 0 或整数). 但 tr(tA) =
t(trA), 逼出 k = 0, trA = 0, 即 A 为无迹矩阵. 另一方面, 由 A ∈ U (m) 易见 A 为反厄
米矩阵. (B) 设 A 是无迹反厄米矩阵, 则 ∀t ∈ R, tA 也是无迹反厄米矩阵. 反厄米性导致
tA ∈ U (m), 从而 Exp(tA) ∈ U(m). tA 的无迹性配以式(G-5-41) 导致 det(ExptA) = 1,
由 Exp(tA) ∈ U(m) 便知 Exp(tA) ∈ SU(m). 按式(G-5-3) 把 Exp(tA) 写成级数式, 求导
便得曲线 Exp(tA) ⊂ SU(m)在 I 点的切矢 d/dt|t=0Exp(tA) = A. 可见 A ∈ S U (m).
定理 G-5-13 表明酉群 U(m) 与其子群 SU(m) 有不同的 Lie 代数.

定理 G-5-14

dim SU(m) = dim S U (m) = m2 − 1. (G-5-44)

Pf S U (m) 是 U (m) 的子代数: U (m) 的元素 A 只当满足 trA = 0 才是 S U (m) 的
元素. A 的反厄米性使对角元为虚数, 所以 trA = 0 只提供一个实方程, 由定理 G-5-10 便
知 dim S U (m) = m2 − 1.
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G.5.5 E(m)群 (欧氏群)
m 维欧氏空间的等度规群称为欧氏群 (Euclidean group), 记作 E(m). 欧氏空间有最高对
称性, 所以 dim E(m) = m(m+ 1)/2. 以 E(2)为例, 2维欧氏空间有 3个独立的 Killing矢
量场, 这使我们想到其上的等度规映射既有平移又有转动. 先看平移. 以 v,a 代表欧氏空
间的任二点, 则映射 v 7→ v + a 称为平移 (translation), 记作 Ta, 即

Tav := v + a. (G-5-45)

取笛卡儿系使 x 轴沿 a 向. 因为 Killing 场 ∂/∂x 对应的单参等度规群过任一点的轨道都
是平行于 x 轴的直线, 而 Ta 对 v 的作用是让点 v 沿平行于 x 轴的直线移过距离 a, 所以
Ta是该群的一元,因而是等度规映射. 因为平移的复合还是平移 (Ta◦Tb = Ta+b = Tb◦Ta),
所以 T (2) ≡ {Ta | a ∈ R2}以复合映射为乘法构成群 (而且是阿贝尔群). 又因 a相当于 2
个实数, 所以 dimT (2) = 2. 再看转动. 因为 Killing 场 ∂/∂φ = −y∂/∂x + x∂/∂y 对应的
单参等度规群过任一点的轨道是以原点为心的圆周, 不难看出绕原点转 α 角的映射 Z(α)
是该群的一元, 所以 Z(α)也是等度规映射. 集合 {Z(α) | 0 < α < 2π}正是 Lie群 SO(2).
设 E 是 E(2) 的任一元素, 它把欧氏空间的点原点 vo = (0, 0) 映为点 a, 即 Evo = a,
则 T−aEvo = vo, 故 T−aE ∈ E(2) 是保持原点不动的等度规映射. 可以证明, 保原点的等
度规映射要么是转动, 要么是反演, 故 T−aE ∈ O(2). 记 Z = T−aE, 则 E = TaZ. 可见
∀E ∈ E(2) 唯一的 Ta ∈ T (2), Z ∈ O(2) 使 E = TaZ, 说明 E 可表为有序对 (Ta, Z), 因而
作为集合或拓扑空间有 E(2) = T (2) × O(2). 因为 E(2)的群乘法定义为映射的复合, 所以
(Ta, Z) 对 v 的作用表现为

(Ta, Z)v = TaZv = Zv + a.

设 Ta1 , Ta2 ∈ T (2), Z1, Z2 ∈ O(2), 注意到

(Ta1 , Z1)(Ta2 , Z2)v = (Ta1 , Z1)(Z2v + a2) = Z1(Z2v + a2) + a1 = (Ta1+Z1a2 , Z1Z2)v,

并把有序对 (Ta, Z) 简记作 (a, Z), 则上式表明 E(2) 的群元 (a1, Z1) 与 (a2, Z2) 间的乘法
为

(a1, Z1)(a2, Z2) = (a1 + Z1a2, Z1Z2). (G-5-46)
与 §G.1 定义 9 对比可知 E(2) 是 T (2) 和 O(2) 的半直积群, 其中 Z1 同态对应于 T (2) 的
自同构群 A (T (2)) 的元素 ψZ1 , 它对 T (2) 的作用为 ψZ1a2 = Z1a2 ∀a2 ∈ T (2) (请注意
Z1a2 是 TZ1a2 的简写). 于是

E(2) = T (2) ⋉ O(2). (G-5-47)
以上讨论的思路也适用于 E(3), 因而也有

E(3) = T (3) ⋉ O(3). (G-5-48)

G.5.6 Poincaré群
4维 Minkowski时空的等度规群称为 Poincaré群, 记作 P . Minkowski时空的最高对称性
导致 Poincaré 群是 10 维 Lie 群. 沿着对 E(2) 群的讨论思路, 可知 Poincaré 群是 4 维平
移群 T (4) 与 6 维 Lorentz 群 L = SO(1, 3) 的半直积群. 即

P = T (4) ⋉ L. (G-5-49)
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具体说, 以 a 代表 Minkowski 时空起自原点的矢量, 则 Ta ∈ T (4). 设 Ta1 , Ta2 ∈
T (4),Λ1,Λ2 ∈ L, 则有序对 (Ta,Λ) ∈ T (4) ×L. 把有序对简记作 (a,Λ), (a2,Λ2), 按复合映
射得

(a1,Λ1)(a2,Λ2) = (a1 + Λ1a2,Λ1Λ2), (G-5-50)
故 P 是 T (4) 与 L 的半直积群. 把式(G-5-50) 的 L 改为 L↑

+ 得到的 P 的子群称为固有
Poincaré 群, 记作 Pp.

Table 1: *
表 G-1 某些 Lie 群的子群关系 (H < G 代表 H 是 G 的子群)

SO(2) < SO(3) < L↑
+

∧ ∧ ∧

E(2) < E(3) < Pp

Table 2: *
表 G-2 常用矩阵 Lie 群一览表

符号 Lie 群名称 连通性 矩阵 维数 其 Lie 代数的矩阵

GL(m) 一般线性群
(实)

不连通 m × m 可逆实矩阵 m2 m × m 任意实矩阵

GL(m,C) 一般线性群
(复)

连通 m × m 可逆复矩阵 2m2 m × m 任意复矩阵

SL(m) 特殊线性群
(实)

连通 行列式为 1 的 m × m 可
逆实矩阵

m2 − 1 m × m 无迹实矩阵

SL(m,C) 特殊线性群
(复)

连通 行列式为 1 的 m × m 可
逆复矩阵

2m2 − 2 m × m 无迹复矩阵

O(m) 正交群 不连通 正交实矩阵 m(m − 1)/2 m × m 反称实矩阵

SO(m) 转动群 (特殊
正交群)

连通 行列式为 1的正交实矩阵 m(m − 1)/2 m × m 反称实矩阵

O(1, 3) Lorentz 群 不连通 4 × 4 实矩阵 Λ, 满足 η =
ΛT ηΛ

6 4 × 4 实矩阵 A, 满足
AT = −ηAη

L↑
+ 固有 Lorentz

群
连通 4 × 4 实矩阵 Λ, 满足 η =

ΛT ηΛ, det Λ = 1, Λ0
0 ⩾ 1

6 4 × 4 实矩阵 A, 满足
AT = −ηAη

U(m) 酉群 连通 m × m 酉矩阵 m2 m × m 反厄米复矩阵

SU(m) 特殊酉群 连通 行列式为 1 的 m × m 酉
矩阵

m2 − 1 m × m 反厄米无迹复
矩阵
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Part IV

结构常数, Lie变换群与伴随表示
本部分先用结构张量与结构常数把 Lie括号的抽象信息显式化,
并以S O(3),O(1, 3),S U (2)为例计算结构常数. 然后讨论 Lie
群在流形上的作用 (Lie 变换群), 建立 Lie 代数元与 Killing 矢
量场之间的联系. 最后引入伴随表示, 并用它定义 Killing 型与
Cartan 度规.

内容概要

• 掌握结构张量与结构常数及其性质, 会计算常见 Lie 代数的结构常数.

• 掌握 Lie 变换群, 实现与表示的概念, 理解 Killing 矢量场与等度规群
Lie 代数的联系.

• 掌握伴随表示与 Killing 型, 理解理想与正规子群的对应.
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G.6
Lie代数的结构常数

设 L 是 Lie 代数, 则 Lie 括号 [, ] : L × L → L 是双线性映射. 由 §2.4 的 “张量面面
观” 可知它可看作 L 上的一个 (1, 2) 型张量. 把这一张量记作 Cc

ab (a, b, c 代表矢量空间
L 的抽象指标), 便有

[v, u]c = Cc
abv

aub, ∀va, ub ∈ L . (G-6-1)
由上式定义的张量 Cc

ab 称为 Lie代数 L 的结构 (常)张量 (structure constant tensor). 阿
贝尔 Lie 代数的结构张量显然为零. 可以证明 [见 Warner (1983) 的 3.50 推论 (b)], 连通
Lie 群为阿贝尔群当且仅当其 Lie 代数为阿贝尔代数.

定理 G-6-1

Lie 代数的结构张量 Cc
ab 有以下性质:

(a) Cc
ab = −Cc

ba;
(b) Ce

abC
d
ce + Ce

bcC
d
ae + Ce

caC
d
be = 0.

Pf 由 [v, u]a = −[u, v]a易见性质 (a)成立. 作为习题,请读者用 Lie括号所满足的 Jacobi
恒等式证明性质 (b).
设 {(eµ)a} 是 L 的任一基底, 则

[eµ, eν ]c = Cc
ab(eµ)a(eν)b = Cσ

µν(eσ)c. (G-6-2)

上式的 Cσ
µν 称为 Lie 代数 L 的结构常数 (structure constants). 与结构张量 Cc

ab 不同,
结构常数 Cσ

µν 除依赖于 Lie 代数本身外还依赖于对基底的人为选择. 基底变换时结构常
数按张量分量变换律变换. Lie 氏的一个基本定理断言: 给定一组满足以下两条件的常数
Cσ

µν : ¬ Cσ
µν = −Cσ

νµ; ­ Cρ
µνC

σ
ρτ +Cρ

ντC
σ
ρµ +Cρ

τµC
σ
ρν = 0, 必存在 Lie 群, 其 Lie 代数以 Cσ

µν

为结构常数.

例 1 Lie 群 R2 的 Lie 代数的结构张量

把 R2 的每点看作从 (0, 0) 点出发的一个矢量, 以矢量加法为群乘法, 则 R2 是以 (0, 0)
点为恒等元 e 的 2 维 Lie 群. 易见这是阿贝尔群. 请读者证明: ¬ 过 e 的每一直线是
一个单参子群; ­ R2 上任一左不变矢量场 Ā 满足 ∂āĀ

b = 0 (其中 ∂a 是自然坐标系的
普通导数算符). 等价地, Ā 的积分曲线族是平行直线族. 由­可知任意两个左不变矢
量场 Ā, B̄ 的对易子为零: [Ā, B̄] = 0, 故结构张量 Cc

ab = 0. 这是当然的, 因为 R2 是连
通的阿贝尔 Lie 群, 其 Lie 代数自然是阿贝尔代数. 类似地可定义 Lie 群 Rn, 它当然
也是阿贝尔 Lie 群, 其 Lie 代数也是阿贝尔 Lie 代数.

例 2 Lie 代数 S O(3) 的结构张量

前已证明 dim S O(3) = 3. 为求得 S O(3) 的 3 个基矢, 可借用 SO(3) 群的 3 个典型
的单参子群, 它们分别由绕 x 轴、y 轴和 z 轴的转动组成, 以转角 α 为参数, 则三个
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单参子群的矩阵依次为

Zx(α) =


1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 ,

Zy(α) =


cosα 0 sinα

0 1 0
− sinα 0 cosα

 ,

Zz(α) =


cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

 .

(G-6-3)

[容易验证它们满足单参子群的条件, 如 Zx(α)Zx(β) = Zx(α + β).] 每一子群在恒等元
I 的切矢给出 S O(3) 的一个元素 (该单参子群的生成元), 分别是

A1 = d
dα

∣∣∣∣∣
α=0

Zx(α) =


0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , (G-6-4a)

A2 = d
dα

∣∣∣∣∣
α=0

Zy(α) =


0 0 1
0 0 0

−1 0 0

 , (G-6-4b)

和

A3 = d
dα

∣∣∣∣∣
α=0

Zz(α) =


0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 . (G-6-4c)

A1, A2, A3 显然线性独立, 因而构成 S O(3) 的一个基底. 注意到矩阵 Lie 群的 Lie 代
数的 Lie 括号等于矩阵对易子 [见式(G-5-7)], 就不难验证这 3 个基矢中任意两个的
Lie 括号为

[A1, A2] = A3, [A2, A3] = A1, [A3, A1] = A2, (G-6-5)
即

[Ai, Aj] = εk
ijAk, i, j, k = 1, 2, 3, 其中εk

ij 是 Levi-Civita 记号. (G-6-6)
可见 S O(3) 在基底 {A1, A2, A3} 下的结构常数是 εk

ij.
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例 3 LorentzLie 代数 O(1, 3) 的结构张量

仿照例 2 的做法, 先写出固有 Lorentz 群 L↑
+ 的 6 个典型的单参子群的矩阵:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosα − sinα
0 0 sinα cosα

 ,

1 0 0 0
0 cosα 0 sinα
0 0 1 0
0 − sinα 0 cosα

 ,

1 0 0 0
0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0
0 0 0 1

 ,


cosh λ − sinh λ 0 0

− sinh λ cosh λ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,


cosh λ 0 − sinh λ 0
0 1 0 0

− sinh λ 0 cosh λ 0
0 0 0 1

 ,


cosh λ 0 0 − sinh λ
0 1 0 0
0 0 1 0

− sinh λ 0 0 cosh λ

 ,

其中前 3 个代表 4 维 Minkowski 时空中的空间转动, 后 3 个代表伪转动. 把它们的生
成元分别记作 r1, r2, r3 和 b1, b2, b3, 则由求导可得

r1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , r2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 , r3 =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , (G-6-7)
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b1 =


0 −1 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , b2 =


0 0 −1 0
0 0 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 0

 , b3 =


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

−1 0 0 0

 . (G-6-8)

易见 O(1, 3)的这 6个元素线性独立, 因而构成一个基底. 不难验证它们的 Lie括号满
足下式 (它的某些重要后果将在 §G.9 讨论):

[ri, rj] = εk
ijrk, [bi, rj] = εk

ijbk, [bi, bj] = −εk
ijrk, i, j, k = 1, 2, 3. (G-6-9)

Lie 代数 O(1, 3) 在基底 {r1, r2, r3, b1, b2, b3} 下的结构常数可从上式读出. 引入符号
lµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3 且 lµν 反称), 其含义为

l01 = b1, l02 = b2, l03 = b3, l12 = r3, l23 = r1, l31 = r2, (G-6-10)

则不难验证式(G-6-9) 可统一表为下式:

[lµν , lρσ] = ηµρlνσ + ηνσlµρ − ηµσlνρ − ηνρlµσ. (G-6-11)

每个 lµν 可看作一个反称实矩阵, 矩阵元可表为

(lµν)α
β = −δα

µηβν + δα
ν ηβµ. (G-6-12)

例 4 特殊酉群 SU(2) 的 Lie 代数 S U (2) 的结构张量

由式(G-5-44) 可知 dim S U (2) = 3. 由定理 G-5-13 可知 S U (2) 的元素是 2 × 2 无

迹反厄米矩阵. 大家熟知的 3 个 Pauli 矩阵 τ1 =

0 1
1 0

 , τ2 =

0 −i
i 0

 , τ3 =

1 0
0 −1


是无迹厄米矩阵, 乘以 i 就成为无迹反厄米矩阵, 而且互相线性独立, 可充当 S U (2)
的基底. 为了得到简单的结构常数, 我们不用 i 而用 −i/2 乘 Pauli 矩阵, 从而得到
S U (2) 的如下 3 个基矢:

Ei = −iτi/2, i = 1, 2, 3. (G-6-13)

不难验证
[E1, E2] = E3, [E2, E3] = E1, [E3, E1] = E2, (G-6-14)

即
[Ei, Ej] = εk

ijEk, i, j, k = 1, 2, 3. (G-6-15)
这表明S U (2)在基底 {E1, E2, E3}下的结构常数与S O(3)在基底 {A1, A2, A3}下的
结构常数相同. [如果以 i而不是 −i/2乘 Pauli矩阵,则结构常数将不满足式(G-6-15).]
令线性映射 ψ : S U (2) → S O(3) 满足 ψ(Ei) = Ai(i = 1, 2, 3), 就可看出 ψ 保 Lie 括
号, 所以是 S U (2) 与 S O(3) 之间的 Lie 代数同构. 应该注意, 虽然 S U (2) 的元素
是复矩阵, 但 S U (2) 仍是实的 3 维矢量空间: 只有以实数为组合系数才能确保所构
成的线性组合仍在 S U (2)之内. S U (2)与 S O(3)同构并不意味着 SU(2)与 SO(3)
同构. 事实上, 不存在 SU(2) 与 SO(3) 之间的同构映射, 但存在 2 对 1 的 Lie 群同态
映射 π : SU(2) → SO(3), 即 SU(2) 的两个不同群元对应于 SO(3) 的一个群元 (见选
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读 G-6-1). 前面说过, 一个 Lie 群决定唯一的 Lie 代数, 但一个 Lie 代数并不决定唯一
的 Lie 群 (除非待定的是单连通 Lie 群). SU(2) 与 SO(3) 的关系是这一重要结论的一
个很好的例子:

S U (2) = S O(3) 6⇒ SU(2) = SO(3).

SU(2) 与 SO(3) 都是连通流形, 但可以证明 SU(2) 是单连通流形而 SO(3) 不是 (见
选读 G-6-1). 正是这一非单连通性使 SU(2) 6∼= SO(3). 与此类似, 群 SL(2,C) 与固有
Lorentz 群 L↑

+ 有相同 Lie 代数, 但两群只同态不同构. 存在 2 对 1 的 Lie 群同态映射
π : SL(2,C) → L↑

+.

选读 G-6-1

把 U ∈ U(2) 表为 U =

a b

c d

, 则 U−1 = 1
∆

 d −b
−c a

, 其中 ∆ = detU = ad− bc, 故

酉条件 U † = U−1 等价于

ā = d

∆
, c̄ = − b

∆
, b̄ = − c

∆
, d̄ = a

∆
. (G-6-16)

注意到 ∆ = eiϕ(ϕ ∈ R), 可知 (G-6-16) 中只有前二式独立. 此二式相当于 4 个独
立实方程, 可见与 4 个复数 a, b, c, d 相应的 8 个实数中只有 4 个独立. 这就验证了
dim U(2) = 22. 进一步, 若 U ∈ SU(2), 则 ∆ = 1 又给出一个实方程, 故 U ∈ SU(2) 只

由 3 个实数决定. 条件 ∆ = 1 与式(G-6-16) 结合得 d = ā, c = −b̄, 故 U =

 a b

−b̄ ā

,
于是有 aā+ bb̄ = 1. 设

a = a1 + ia2, b = b1 + ib2, (a1, a2, b1, b2 ∈ R)

则 aā + bb̄ = 1 等价于 a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 = 1. 可见 SU(2) 的流形是 R4 中的 3 维球
面 (超曲面) S3, 它既是连通的, 又是单连通的. 把 e ∈ S3 看作 “北极点”, 则 S3 可被
分为南、北半 “球面” (图 5). 把 “赤道” P (2 维球面) 上每对位于同一直径两端的
点 (如 U1 和 U ′

1) 认同, 认同后的 P 与北半球面之并就同胚于 Lie 群 SO(3) 的流形
[见式(G-5-16) 后关于 SO(3) 群流形的讨论]. 正文提到的同态映射 π : SU(2) → SO(3)
是这样的 2 对 1 映射, 设 U ∈ SU(2) 是北半球面的一点, U ′ ∈ SU(2) 是南半球面与
U 对径的点 (U ′ = −U), 则 π(U) = π(U ′) = U [看作 SO(3) 的群元 Z]. (以上只是
直观描述, 本选读未有严格证明.) P 上点的认同使 SO(3) 变得非单连通. 为看出这
点, 仍用原来对 SO(3) 流形的描述 (即对径认同后的 3 维球体) 来讨论. 先考虑连续
闭曲线 µ : [0, 1] → SO(3), 其像是 SO(3) 球体的一条半径的一部分, 两个关键点是
e = µ(0) = µ(1) 和 g = µ(1/2) (见图 6), 它显然可通过连续变形缩为一点 e [指独
点线 e, 即满足 µ(t) = e ∀t ∈ [0, 1] 的映射 µ : [0, 1] → SO(3)]. 再考虑连续闭曲线
ν : [0, 1] → SO(3), 其像是球体的一条直径, 两个关键点是球心 e 和球面上点 h, 满足
e = ν(0) = ν(1), h = ν(1/2) (见图 6), 这闭合曲线不能通过连续变形缩为一点. 可见
SO(3) 为非单连通流形.
设 M 为连通流形. M 中两条连续闭合曲线 C1, C2 称为彼此同伦的 (homotopic), 若
C1 可连续变形为 C2. M 中所有连续闭曲线可分为若干同伦类. 任何单连通流形中的
连续闭曲线都只有一个同伦类, 而流形 SO(3) 中的连续闭曲线却有两个同伦类, 分别
以独点线 e 和图 6(b) 的闭曲线为代表. 有趣的是, 考虑连续闭曲线 ξ : [0, 1] → SO(3),
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其像仍是一条直径, 但满足 e = ξ(0) = ξ(1/2) = ξ(1) [ξ(t) 在该直径上沿同一方向扫
描两次], 则它竟然与独点线 e 同伦, 即它 (指曲线映射的像) 能连续变形为点 e. 有兴
趣的读者请自证.
最后, 我们给出映射 π : SU(2) → SO(3) 的定量建立过程并证明其 2 对 1 同态性. 利
用 S U (2) 的基底 {Ei = −iτi/2} (见例 4) 可对每一 v = (v1, v2, v3) ∈ R3 构造一个
v · E = viEi ∈ S U (2). 给定 U ∈ SU(2) 后, 令 A ≡ U(v · E)U−1 (矩阵连乘), 则由
SU(2) 及 S U (2) 元素的条件易证 A† = −A, 故 A ∈ S U (2), 可用 {Ei} 展开, 即存
在唯一的 v′ = (v′1, v′2, v′3) ∈ R3 使

U(v · E)U−1 = v′ · E. (G-6-17)

这表明每一 U ∈ SU(2) 诱导出一个映射 Z : R3 → R3, Z(v) = v′. 现在证明 Z ∈
SO(3). 由 Ei = −iτi/2 (其中 τi 见例 4) 易得 det(v · E) = |v|2/4, 故

|Zv|2 = 4 det[(Zv) · E] = 4 det
[
U(v · E)U−1

]
= |v|2,

[第二步用到式(G-6-17).] 说明 Z : R3 → R3 保长度, 因而 Z ∈ O(3). 为证 Z ∈ SO(3),
只须再证 detZ > 0. ∀u,v ∈ R3 有

[u · E,v · E] = uivj[Ei, Ej] = uivjεk
ijEk = (u × v)kEk = (u × v) · E, (G-6-18)

故

Z(u × v) · E = U [(u × v) · E]U−1 = U [u · E,v · E]U−1 = [U(u · E)U−1, U(v · E)U−1]

= [(Zu) · E, (Zv) · E] = [(Zu) × (Zv)] · E,

[第一、四步用到式(G-6-17),第二、五步用到式(G-6-18),第三步用到矩阵对易子运算.]
于是 Z(u × v) = (Zu) × (Zv), 说明 Z 把右手系变为右手系, 故 detZ > 0, 从而
Z ∈ SO(3). 可见存在映射 π : SU(2) → SO(3), π(U) = Z. 下面证明 π 是 2 对 1 映射,
事实上, 我们要证明比此略强的结论, 即 ∀U,U ′ ∈ SU(2) 有

π(U ′) = π(U) ⇔ U ′ = ±U.

令 Z = π(U), Z ′ = π(U ′), 则由式(G-6-17) 得

(Zv) · E = U(v · E)U−1, (Z ′v) · E = U ′(v · E)U ′−1, ∀v ∈ R3. (G-6-19)

若 U ′ = ±U , 则上式导致

(Z ′v) · E = (±U)(v · E)(±U)−1 = U(v · E)U−1 = (Zv) · E,

故 Z ′v = Zv ∀v ∈ R3, 因而 Z ′ = Z, 即 π(U ′) = π(U). 反之, 若 π(U ′) = π(U), 则
式(G-6-19) 导致 U ′(v · E)U ′−1 = U(v · E)U−1, ∀v ∈ R3. 所以

U−1U ′(v · E) = (v · E)U−1U ′, ∀v ∈ R3. (G-6-20)

作为 2 × 2 复矩阵, U−1U ′ 总可表为 I, E1, E2, E3 的 (实的) 线性组合, 即 ∃α0, αi ∈ R
使 U−1U ′ = α0I +αiEi. 取 v 使 v · E = E1, 代入式(G-6-20)后不难得到 α2 = α3 = 0,
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同法可证 α3 = α1 = 0, 故 U−1U ′ = α0I, 因而 α0 = det(U−1U ′), |α0| = 1, α0 = ±1. 于
是 U−1U ′ = ±I, U ′ = ±U . 最后证明 π 为同态映射. 把式(G-6-17) 改写为

[π(U)v] · E = U(v · E)U−1,

则 ∀U ′ ∈ SU(2) 有

[π(U ′)π(U)v] · E = U ′([π(U)v] · E)U ′−1 = U ′[U(v · E)U−1]U ′−1

= (U ′U)(v · E)(U ′U)−1 = [π(U ′U)v] · E,

故 π(U ′)π(U) = π(U ′U) ∀U ′, U ∈ SU(2), 所以 π : SU(2) → SO(3) 是同态 (而且是
Lie 群同态).

e (北极)

南极

U1U ′
1

P

北半球面

南半球面

图 5: SU(2) 的流形是 3 维球面 S3 (截面示意). 把 e ∈ S3 看作北极点, S3 分为南、北半
球面; 赤道 P 是 2 维球面, 其上每对对径点 (如 U1 与 U ′

1) 被认同. 认同后的 P 与北半
球面之并同胚于 SO(3) 的流形.

e

g

(a) 可缩: 半径上的 µ

对径认同

e

h
(b) 不可缩: 直径上的 ν

图 6: SO(3) 的流形是对径认同的 3 维球体 (截面示意). (a) 连续闭曲线 µ 的像是球体一
条半径的一部分, 从球心 e 到半径上点 g 再返回, 可通过连续变形缩为一点 e; (b) 连续闭
曲线 ν 的像是球体的一条直径, 从球心 e 到球面上点 h (再经对径点认同) 返回, 不能缩
为一点.
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G.7
Lie变换群和Killing矢量场

把流形 M 上的单参数微分同胚群 ϕ : R × M → M 中的 1 维阿贝尔 Lie 群 R 推广为任
意 Lie 群 G 便有如下定义.

定义 1

设 G 是 Lie 群, M 是流形. C∞ 映射 σ : G × M → M 称为 M 上的一个 Lie 变换群
(Lie group of transformations), 若
(a) ∀g ∈ G, σg : M → M 是微分同胚;
(b) σgh = σg ◦ σh, ∀g, h ∈ G.

容易验证 {σg | g ∈ G} 以映射的复合为群乘法构成群, 恒等元就是从 M 到 M 的恒等映
射 (等于 σe, 其中 e 为 G 的恒等元), 且 (σg)−1 = σg−1 ∀g ∈ G. 有些文献把 {σg | g ∈ G}
称为 Lie 变换群 (我们有时也用这一称谓), 有些则把 G 称为 Lie 变换群. ∀p ∈ M , 有
σp : G → M , σp 和 σg 都是由 σ 诱导出的映射, 三者关系为

σp(g) = σ(g, p) = σg(p), ∀g ∈ G, p ∈ M. (G-7-1)

Lie 群按定义是一个高度抽象的概念, 而 Lie 变换群却比较具体: 它的群元 σg 是流形 M
上的点变换 (微分同胚). 例如, 抽象定义的 Lie 群 SO(3) 若借用一个 2 维球面 S2 来想象
就变得具体: 每一 g ∈ SO(3)对应于 S2 上这样一个点变换,它让 S2 的每点绕过球心的同
一轴转同一角. 事实上, 定义 1 条件 (b) 保证存在从 Lie 群 G = {g} 到 Lie 变换群 {σg}
的同态映射, 所以后者的确可看作前者的具体化. 于是有以下定义:

定义 2

从 Lie 群 G = {g} 到 Lie 变换群 {σg : M → M | g ∈ G} 的上述同态映射 G → {σg}
称为 G 的一个实现 (realization), M 称为实现空间. 若此同态为同构, 则称为忠实
(faithful) 实现.

注 1 因为每一 g ∈ G 对应于一个左平移映射 Lg : G → G (看作 σg : M → M , 其中
M = G), 所以映射 G → {Lg | g ∈ G} 是 G 的一个实现 (实现空间就是 G 本身), 而且是
忠实实现.

定义 3

Lie 群 G 在流形 M 上的一个实现 G → {σg} 称为 G 的一个表示 (representation), 若
M 是矢量空间且 σg : M → M (∀g ∈ G) 是线性变换. 这时 M 称为表示空间. 往往也
把映射 G → {σg} 的像 {σg} 称为 G 的表示 (但应注意不同映射有相同像的情况). 若
忠实实现是表示, 则称为忠实表示.

注 2 ¬ 可见 G 的每一表示 {σg} 可看作一个矩阵群. ­ 因为 S2 不是矢量空间, 把 SO(3)
的群元看作 S2 上的转动这种对应关系只是实现而非表示. 但若选 M = R3, 则 SO(3) 的
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每一群元对应于 R3 上的这样一个微分同胚, 它让每点绕过原点的同一轴转同一角. 这种
对应关系就是一个表示, 而且是忠实表示.
设 γ : R → G 是 G 的、与 A ∈ Ve 对应的单参子群, 则 {γ(t) | t ∈ R} 是 G 中的曲线.
把群 {σg | g ∈ G} 中 g 的取值范围限制在曲线 γ(t) 上便得子集 {σγ(t) | t ∈ R}, 其中每
个 σγ(t) : M → M 都是微分同胚, 而且 σγ(t) ◦ σγ(s) = σγ(t+s) = σγ(t+s), 可见 G 的每一单
参子群决定 M 上的一个单参数微分同胚群 {σγ(t) | t ∈ R}. 我们想找出与之对应的 C∞

矢量场 (记作 ξ̄). 因为 ξ̄ 的积分曲线与单参数微分同胚群 {σγ(t) | t ∈ R} 的轨道重合, 所
以 ∀p ∈ M, ξ̄p 等于过 p 点的轨道在 p 点的切矢. 群 {σγ(t) | t ∈ R} 过 p 的轨道是点集
{σγ(t)(p) | t ∈ R}, 而 σγ(t)(p) = σ(γ(t), p) = σp(γ(t)) [式(G-7-1)], 于是 (见图 7)

ξ̄p = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

σp(γ(t)) = σp∗
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

γ(t) = σp∗A. (G-7-2)

G

e
γ(t) σp

M

p

ξ̄p

轨道 σp(γ(t))

图 7: Lie 变换群产生的矢量场. 单参子群 γ(t) ⊂ G 经 σp 映为 M 上过 p 点的轨道
{σp(γ(t))}, 轨道在 p 点的切矢正是 ξ̄p = σp∗A.

可见, 给定 Lie 变换群 σ : G × M → M 后, G 的 Lie 代数 Ve 的每一元素 A 对应于 M
上的一个 C∞ 矢量场 ξ̄, 故有映射 χ : Ve → {ξ̄}. 为理解 {ξ̄} 的意义, 先看一类特殊情
况: M 是带度规 gab 的流形, G 是 (M, gab) 的等度规群, Lie 变换群 σ : G × M → M 的
每一 σg : M → M 是等度规映射. 这时 G 的每一单参子群 γ(t) 产生的单参微分同胚
群 {σγ(t) | t ∈ R} 升格为单参等度规群, 其轨道的切矢 ξ̄ 就是 (M, gab) 上的 Killing 矢量
场, 即 {ξ̄} ⊂ K [K 代表 (M, gab) 上全体 Killing 场构成的矢量空间], 故 χ 可看作映射
Ve → K (可证其为线性映射). 以矢量场对易子为 K 的 Lie 括号 (此处用到第 4 章习
题 13 的结论, 即 Killing 场的对易子也是 Killing 场), 则 K 成为 Lie 代数, 且可证明 [见
Marsden et al. (1994) 命题 9.3.6] χ : Ve → K 对 Lie 括号保到只差一个负号的程度:

χ([A,B]) = −[χ(A), χ(B)], ∀A,B ∈ Ve. (G-7-3)
用下式定义新映射 ψ : Ve → K :

ψ(A) := −χ(A), ∀A ∈ Ve, (G-7-4)
则易见 ψ 保 Lie 括号, 即

ψ([A,B]) = [ψ(A), ψ(B)], ∀A,B ∈ Ve. (G-7-5)
故 ψ 是 Lie 代数同态. 如果每个 Killing 场都是完备矢量场, 则每个都产生单参等度规群,
故等度规群 G (因而 Ve) 与 K 维数相同, ψ : Ve → K 是 Lie 代数同构. 反之, 不完备
Killing 场的单参等度规群 {ϕt : M → M} 是只含恒等元的 0 维 (而不是 1 维) Lie 群, 因
为无论参数 t 取何值 (只要非零), 总有 p ∈ M 使 p 在 ϕt 下无像. 于是 dimG 减少而
dim K 不变, 导致 dimG = dim Ve < dim K , 意味着 Ve 与 K 只同态不同构. 下面是简
单特例: 把 (R2, δab) 的一半 (连边) 挖去, 则除了平行于切痕的那些平移 Killing 场之外的
Killing 场 (含旋转 Killing 场) 都不再完备, 故 dimG = dim Ve = 1 (而 dim K 仍为 3).
于是有
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定理 G-7-1

(M, gab) 的等度规群的 Lie 代数 Ve 同构于其上全体 Killing 场的集合 K 的 Lie 子代
数; 当每一 Killing 场都完备时 Ve = K (Lie 代数同构).

利用 Killing 场的对易子可方便地求得等度规群的 Lie 代数的结构常数, 我们只举例说明
Ve 同构于 K 时的计算过程 (略去抽象指标).

例 1

3 维欧氏空间 (R3, δab) 中的 2 维球面 (S2, hab) (其中 hab 是 δab 的诱导度规) 的等度规
群是 SO(3). (S2, hab) 上的全体 Killing 矢量场的集合 K 是 3 维 Lie 代数, 不难验证

ξ1 = sinφ(∂/∂θ) + cot θ cosφ(∂/∂φ),

ξ2 = − cosφ(∂/∂θ) + cot θ sinφ(∂/∂φ),

ξ3 = −∂/∂φ

满足 Killing 方程, 可选作 K 的一组基矢. 对易子的计算表明

[ξ1, ξ2] = ξ3, [ξ2, ξ3] = ξ1, [ξ3, ξ1] = ξ2, (G-7-6)

这可看作 Lie 代数 so(3) 的结构常数表达式. 以 A1, A2, A3 代表 so(3) 的一组基矢
[式(G-6-4a)–(G-6-4c)], 则由 ψ(Ai) = ξi(i = 1, 2, 3) 定义的映射 ψ : so(3) → K 正是
式(G-7-4) 中的那个 ψ, 与式(G-6-5) 对比可知它是 Lie 代数同构.

例 2

作为 2 维欧氏空间的等度规群, 欧氏群 E(2) 的 Lie 代数 e(2) 同构于 (R2, δab) 上全体
Killing 矢量场的集合 K . 设 {x, y} 是笛卡儿系, 则

ξ1 ≡ − ∂

∂x
, ξ2 ≡ − ∂

∂y
, ξ3 ≡ y

∂

∂x
− x

∂

∂y
(G-7-7)

是独立的 Killing 矢量场, 可充当 K 的一组基矢. 简单的对易子计算表明

[ξ1, ξ2] = 0, [ξ1, ξ3] = ξ2, [ξ2, ξ3] = −ξ1, (G-7-8)

这可看作 Lie 代数 e(2) 的结构常数表达式.

例 3

作为 4 维 Minkowski 时空的等度规群, Poincaré 群 P 的 Lie 代数 P 同构于 (R4, ηab)
上全体 Killing 场的集合 K . 设 {t, x, y, z} 是任一 Lorentz 系, 则

ξ0 ≡ − ∂

∂t
, ξ1 ≡ − ∂

∂x
, ξ2 ≡ − ∂

∂y
, ξ3 ≡ − ∂

∂z
, (G-7-9a)

ξ4 ≡ z
∂

∂y
− y

∂

∂z
, ξ5 ≡ x

∂

∂z
− z

∂

∂x
, ξ6 ≡ y

∂

∂x
− x

∂

∂y
, (G-7-9b)
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ξ7 ≡ t
∂

∂x
+ x

∂

∂t
, ξ8 ≡ t

∂

∂y
+ y

∂

∂t
, ξ9 ≡ t

∂

∂z
+ z

∂

∂t
(G-7-9c)

是独立的 Killing 场, 可充当 K 的一组基矢. 简单的计算表明全部非零对易子为

[ξi, ξj] = εijkξk, [ξi, ξ6] = εijkξk, [ξ6, ξj+4] = −εijkξk+4, [ξ6, ξj+6] = −ξi+6,

[ξi+4, ξj+4] = εijkξk+4, [ξi+6, ξj+6] = −ξi+6 (不对i 求和), i, j, k = 1, 2, 3.
(G-7-10)

上式也可浓缩地表为 [其中 lµν 的含义同式(G-6-10)]

[ξµν , ξρσ] = ηµρξνσ + ηνσξµρ − ηµσξνρ − ηνρξµσ, (G-7-11)
[ξµν , ξρ] = ηµρξν − ηνρξµ, µ, ν, σ, ρ = 0, 1, 2, 3.

选读 G-7-1

现在回到 M 上没有度规的一般情况. 正如前述, 只要 G 是 Lie 群, 仍然可以定义
Lie 变换群 σ : G × M → M . 参照 M 有度规且 G 是其等度规群的情况, 自然把由
式(G-7-2) 定义的矢量场 ξ̄ 称为 M 上关于 Lie 群 G 的 Killing 矢量场 (Killing vector
field on M relative to Lie group G). 这时有如下结论: ¬ K = {ξ̄} 仍是矢量空间; ­

仍可用矢量场对易子定义 Lie 括号使 K 成为 Lie 代数 ( K 的任意两元素的 Lie 括
号仍在 K 内); ® 映射 χ : Ve → K 仍在差一个负号的意义下 “保 Lie 括号” [­, ® 的
证明见 Marsden et al. (1994) 命题 9.3.6]. 然而, 如果对 σ : G×M → M 不作要求, 则
dim K 有可能小于 dim Ve, 从而使 χ : Ve → K 不是矢量空间之间的同构映射. 映射
σ : G×M → M 称为有效的 (effective), 若

σg(p) = p,∀p ∈ M =⇒ g = e.

(等价于 g 7→ σg 是一一映射, 还等价于 G 在 M 上的实现是忠实的.) 可以证明, 只要
σ : G×M → M 是有效的, 则 χ : Ve → K 是矢量空间的同构映射, 于是 ψ : Ve → K
[按式(G-7-4) 定义] 就是 Lie 代数同构.

例 4

设 G 是 Lie 群, R : G×G → G 是右平移 (与左平移类似, 定义见习题 7), 用下式
定义 G (看作流形 M) 上的 Lie 变换群 σ : G×G → G (看作 σ : G×M → M):

σg(h) := Rg−1(h) = hg−1, ∀g ∈ G, h ∈ M(= G),

设 Ā是任一 A ∈ G 对应的左不变矢量场,则可以证明 (习题 18) A在流形M(= G)
上导致的关于 G 的 Killing 矢量场 ξ̄ = −Ā, 而且 ψ : Ve → K (把 A 变为 Ā) 是
Lie 代数同构.
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例 5

选读 12-5-1 和 12-5-2 为 “M 上关于 Lie 群 G 的 Killing 矢量场” 的概念提供了两
个例子. 以选读 12-5-1 为例, 把 BMS 群 B 看作群 G, 即

G ≡ {ϕ : J + → J + | ϕ∗Γab
cd = Γab

cd},

定义 Lie 变换群 σ : G × J + → J + 使 σg = ϕ ∀g ∈ G, 则 J + 上由式(G-7-2)
定义的矢量场 ξ̄ 就等于 J + 上的无限小对称性 ξ̂ (满足 Lξ̂Γab

cd = 0), 于是 ξ̂ 可称

为 J + 上的关于 BMS 群的 Killing 矢量场, 而 K = {ξ̂ | Lξ̂Γab
cd = 0} 以 J + 上

的矢量场对易子为 Lie 括号则构成 Lie 代数. 以 Ve 代表 BMS 群的 Lie 代数, 注
意到映射 σ : G× J + → J + 是有效的, 便知前面定义的映射 ψ : Ve → K 是 Lie
代数同构. 这就证明了选读 12-5-1 中用J + 上矢量场对易子定义 Lie 括号所得的
Lie 代数 (当时称为 BMS Lie 代数) 的确是 BMS 群的 Lie 代数.
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G.8
伴随表示和Killing型 [选读]

设 V 是 m(< ∞) 维实矢量空间, 令

L (V ) := {线性变换ψ : V → V } = {V 上(1, 1) 型张量ψa
b}, (G-8-1)

则L (V )是m2维矢量空间 [就是第 2章的 T1(1, 1)]. 任选 V 的基底后又对应于L (m,R),
见小节 G.5.1. 在 L (V ) 上可自然定义乘法: ∀ψ, φ ∈ L (V ), 其积 ψφ 定义为复合映射
ψ ◦ φ ∈ L (V ). 由此又可自然定义 Lie 括号映射

[, ] : L (V ) × L (V ) → L (V )

为
[ψ, φ] := ψφ− φψ, ∀ψ, φ ∈ L (V ), (G-8-2)

从而使 L (V ) 成为 m2 维 Lie 代数.

定义 1

Lie 代数同态映射 β : G → L (V ) 称为 Lie 代数 G 的表示.

同一 Lie 群 (或 Lie 代数) 可有无数表示, 本节的要点是介绍 Lie 群和 Lie 代数的伴随表
示. 根据 §G.1 例 1, 用群 G 的每一元素 g ∈ G 可构造一个称为伴随同构的自同构映射
Ig : G → G. 对 Lie 群 G, 这还是个微分同胚, 因此是从 G 到 G 的 Lie 群同构. 按定义,
Ig(h) = ghg−1 ∀h ∈ G, 所以 Ig(e) = e, 它在 e 点所诱导的前推 (切映射) Ig∗ (是 Ig∗e 的
简写) 是从 Ve 到 Ve 的映射, 简记为 A dg, 即 A dg := Ig∗. 因 Ve 就是 G 的 Lie 代数 G , 故
A dg : G → G 是 G 上的线性变换. 虽然 Ig 作用于 e 得 e, 但作用于过 e 的曲线一般得另
一曲线 (两者在 e 点有不同切矢), 故 A dg 作用于 A ∈ G 未必得 A.

定理 G-8-1

设 G 是 Lie 群 G 的 Lie 代数, 则 ∀g ∈ G,A ∈ G 有

exp(tA dgA) = g exp(tA)g−1. (G-8-3)

Pf 令 γ(t) ≡ exp(tA), γ′(t) ≡ g exp(tA)g−1, 则由单参子群的定义式 γ(t + s) = γ(t)γ(s)
易证 γ′(t + s) = γ′(t)γ′(s), 故 γ′(t) 也是单参子群. 注意到式(G-8-3) 左边是由 A dgA 生
成的单参子群, 为证式(G-8-3) 只须证明两边在 e 点的切矢相同, 证明如下: 右边的切矢
= d

dt

∣∣∣
t=0

[g exp(tA)g−1] = d
dt

∣∣∣
t=0

[Ig(exp(tA))]

= Ig∗

[
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(tA)
]

= A dgA =左边的切矢.
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推论 G-8-2

设 H 是 Lie 群 G 的正规子群, H 是 H 的 Lie 代数, 则

A dgB ∈ H , ∀B ∈ H , g ∈ G. (G-8-4)

Pf 由 B ∈ H 可知 exp(tB) 是 H 的单参子群, 由正规子群的定义 (§G.1 定义 7) 又
知 g exp(tB)g−1 ⊂ H, 于是式(G-8-3) 表明 exp(tA dgB) 是 H 的单参子群, 因而 A dgB ∈
H .

定理 G-8-3

设 G 是 Lie 群 G 的 Lie 代数, 则 ∀A,B ∈ G 有

[A,B] = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(A dexp(tA)B). (G-8-5)

注 1 A dexp(tA)B 在 t 固定时是 e 点的矢量, 在 t 变动时是 t 的、矢量取值的函数, 等式右
边代表此函数的导函数在 t = 0 的值 (仍是 e 点的矢量), 即

[A,B] = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(A dexp(tA)B) = lim
t→0

1
t
[(A dexp(tA)B) − A dexp(0)B]. (G-8-5′)

Pf 以 Ā, B̄ 分别代表 A,B ∈ G 对应的左不变矢量场, ϕt : R ×G → G 代表 Ā 产生的单
参微分同胚群, 则由式(G-4-11) 得 ϕt(e) = exp(tA), 再由式(G-2-2) 得 B̄ϕt(e) = Lexp(tA)∗B,
与式(G-5-8) 结合得

[A,B] = [Ā, B̄]e = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

[ϕt∗Lexp(tA)∗B] = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

[(ϕt∗ ◦ Lexp(tA)∗)∗B]. (G-8-6)

另一方面, 由 Ig(h) = ghg−1 又知 ∀g ∈ G 有

Iexp(tA)(g) = exp(tA)g exp(−tA) = ϕ−t[exp(tA)g] = ϕ−t[Lexp(tA)(g)] = (ϕ−t ◦ Lexp(tA))(g),

[第二步用到式(G-4-11).] 所以 Iexp(tA) = ϕ−t ◦ Lexp(tA), 代入式(G-8-6) 便得

[A,B] = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(Iexp(tA)∗B) = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(A dexp(tA)B).

定理 G-8-4

设 H 是连通 Lie 群 G 的连通 Lie 子群, H 和 G 分别是 H 和 G 的 Lie 代数, 则 H
是 G 的正规子群 ⇐⇒ H 是 G 的理想.

Pf (A) ( =⇒ 的证明) 由推论 G-8-2 知 A dexp(tA)B ∈ H ∀A ∈ G , B ∈ H , t ∈ R,
所以式(G-8-5) 右边是 H 的元素, 因而该式给出 [A,B] ∈ H , 可见 H 是 G 的理想.
(B) ( ⇐= 的证明) 只须由 H 是理想证明 ghg−1 ∈ H ∀h ∈ H, g ∈ G. 若 h 可表
为 h = exp(B), B ∈ H , 则 ghg−1 = g exp(B)g−1 = exp(A dgB) ∈ H [其中第二步用到
式(G-8-3)]. 然而 h 未必能表为 exp(B), 这使证明变得复杂. 幸好有这样的命题 [用选读
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G-4-1 的结论配以 Warner (1983) 的 3.18 可证]: 只要 H 是连通 Lie 群的连通 Lie 子群,
则 ∀h ∈ H, ∃B1, B2, · · · ∈ H 使 h = exp(B1) exp(B2) · · · (有限个指数之积). 所以

ghg−1 = g exp(B1)g−1g exp(B2)g−1 · · · = h1h2 · · · ∈ H,

其中 hn = g exp(Bn)g−1 ∈ H,n ∈ N.
注 2 可见理想在 Lie 代数理论中的角色相当于正规子群在群论中的角色.
由推前映射的线性性可知 Ig∗ : G → G 是 G 上的线性映射, 故 A dg ∈ L (G ) [L (G ) 的含
义见式(G-8-1)]. Ig : G → G 是微分同胚还保证 Ig∗ : G → G 是同构映射 (见第 4 章习题
4), 当然有逆, 所以

A dg ∈ {G 上可逆线性变换} ⊂ L (G ). (G-8-7)
既然每一 g ∈ G对应于一个 A dg,便得有从 G到 {G 上可逆线性变换}的映射,记作 A d,
即

A d : G → {G 上可逆线性变换}. (G-8-8)
选定基底后 G 上的每个可逆线性变换对应于一个可逆矩阵, 故 {G 上可逆线性变换} 对
应于一个矩阵群 [就是 GL(m,R), 其中 m = dim(G)]. 下面证明 A d 是同态映射, 因而是
Lie 群 G 的表示.

定理 G-8-5

A d : G → {G 上可逆线性变换} 是同态映射.

Pf 不难证明 ∀g, h ∈ G 有 Igh = Ig ◦ Ih, 故

A dgh = Igh∗ = (Ig ◦ Ih)∗ = Ig∗ ◦ Ih∗ = A dg ◦ A dh, (G-8-9)

[其中第三步用到第 4 章习题 5(b).] 同态性于是得证.

定义 2

同态映射 A d : G → {G 上可逆线性变换} 称为 Lie 群 G 的伴随表示 (adjoint repre-
sentation).

迄今已讲过三个与 “伴随” 有关的映射, 即 Ig : G → G; A dg : G → G ; A d : G →
{G 上可逆线性变换}. 现在介绍第四个, 即 adA : G → G (其中 A 不是群元而是代数元;
A ∈ G ), 定义为

adA(B) := [A,B], ∀B ∈ G (右边方括号代表G 的 Lie 括号). (G-8-10)

由 Lie 括号的线性性可知 adA : G → G 有如下两个性质:

(a) ∀B1, B2 ∈ G , β1, β2 ∈ R 有 adA(β1B1 + β2B2) = β1 adA(B1) + β2 adA(B2),
(b) ∀A1, A2 ∈ G , α1, α2 ∈ R 有 adα1A1+α2A2 = α1 adA1 +α2 adA2 .

性质 (a) 表明 adA 是 G 上的线性变换, 即 adA ∈ L (G ), 也可看作 G 上的 (1, 1) 型张量,
所以式(G-8-10) 在补上抽象指标后又可用 G 的结构张量 Cc

ab 改写为

(adA)c
bB

b ≡ [A,B]c = Cc
abA

aBb, ∀Bb ∈ G ,
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从而给出张量 (adA)c
b 在甩掉作用对象 Bb 后的表达式

(adA)c
b = AaCc

ab. (G-8-11)

映射 adA (其中 A ∈ G ) 虽不同于 A dg (其中 g ∈ G), 但两者有如下密切关系 [证明见
Sagle and Walde (1973)]:

A dexp(A) = Exp(adA), (G-8-12)
其中 Exp(adA) 的含义是

Exp(adA) = δ + adA + 1
2!

(adA)2 + 1
3!

(adA)3 + · · · , (G-8-13)

这可看作 G 上的 (1, 1)型张量等式, δ代表恒等映射 (即 δa
b), (adA)2 代表 (adA)a

c(adA)c
b,

等等. 因 adA 可看作抽象 Lie 代数 L (G ) 的元素, Exp(adA) 也可理解为 exp(adA), 即 Lie
代数 L (G ) 相应的 (单连通) Lie 群上的指数映射. 这一理解与用幂级数 [式(G-8-13)] 的
理解等价.
既然每一 A ∈ G 对应于一个 adA ∈ L (G ), 便得有从 G 到 L (G ) 的映射 (与 “伴随” 有
关的第五个映射), 记作 ad : G → L (G ), adA 的性质 (b) 表明 ad 为线性映射. 由 Lie 括
号所满足的 Jacobi 恒等式易证 (习题) adA 满足

ad[A,B] = adA adB − adB adA, ∀A,B ∈ G . (G-8-14)

即 ad : G → L (G ) 保 Lie 括号, 因而是同态映射.

定义 3

同态映射 ad : G → L (G ) 称为 Lie 代数 G 的伴随表示.

注意到 {G 上可逆线性变换} ⊂ L (G ), 也可写 A d : G → L (G ). 由 A de : G → G 是恒
等映射可知 A d(e) 是 L (G ) 中的单位矩阵 I, 故 A d : G → L (G ) 在点 e ∈ G 诱导出推
前映射 A d∗ : Ve → VI . 注意到 Ve = G 以及矢量空间 L (G ) 可与其中任一点的切空间
(现在取 VI) 认同, 便有 A d∗ : G → L (G ), 即映射 A d∗ 与 ad 有相同的定义域和值域. 下
面证明它们是相等的映射.

定理 G-8-6

映射 A d∗ : G → L (G ) 与 ad : G → L (G ) 相等.

Pf 只须证 A d∗A = adA ∀A ∈ G , 为此只须证 (A d∗A)(B) = adA(B) ∀A,B ∈ G . 因

A d∗A = A d∗

[
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(tA)
]

= d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

A d(exp(tA)) = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

A dexp(tA),

故

(A d∗A)(B) =
[

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

A dexp(tA)

]
(B) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(A dexp(tA)B) = [A,B] = adA(B),

其中第三步用到定理 G-8-3.
利用 G 的伴随表示可定义映射 K : G × G → R 如下:

K(A,B) := tr(adA adB), ∀A,B ∈ G . (G-8-15)

52



梁灿彬 Lie 群和 Lie 代数讲义-原文 伴随表示和 Killing 型 [选读]

其中 adA adB 代表两个线性变换的相继作用, 也可用抽象指标表为

(adA)a
c(adB)c

b = (adA adB)a
b,

而 tr(adA adB) 则代表 (adA adB)a
a, 即 (1, 1) 型张量 (adA adB)a

b 的迹. 由式(G-8-15) 可知
K 是把 G 上两个矢量 A,B 变为一个实数的对称双线性映射, 因而是 G 上的 (0, 2) 型对
称张量, 在 Lie 代数理论中被称为 G 上的 Killing 型 (Killing form). 由式(G-8-14) 不难证
明 (习题)

K([A,B], C) = K(A, [B,C]), ∀A,B,C ∈ G . (G-8-16)
提示: 利用 tr 号内方阵顺序的可轮换性, 例如 tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).
式(G-8-15) 也可借助于式(G-8-11) 表为

K(A,B) = (adA)a
b(adB)b

a = Ca
cbC

b
daA

cBd, (G-8-17)

另一方面, K(A,B) 又可用抽象指标表为 KcdA
cBd, 与上式结合便得

Kcd = Ca
cbC

b
da. (G-8-18)

Kab 的对称性使它有可能充当矢量空间 G 上的度规, 但为此还须 Kab 非退化. 可以证明
(参见专讲 Lie 代数的教材), Kab 非退化的充要条件是 G 为半单 Lie 代数 (见 §G.3 定义
5), 所以半单 Lie 代数 G 的 Killing 型 Kab 可充当 G 的度规, 称为 Cartan 度规. Kab 的
号差原则上因 G 而异, 不过物理中遇到的 Lie 代数的 Kab 多数是负定的, 因而存在正交
归一基底 {(Eµ)a} 使 Kµν = Kab(Eµ)a(Eν)b = −δµν .
Cartan 度规 Kab 的一大用处是给结构常数 Cσ

µν 降指标, 即可定义

Cρµν ≡ KρσC
σ
µν . (G-8-19)

定理 G-8-7
Cρµν = C[ρµν].

Pf 下标本来就反称,故只须证 Cρµν = −Cµρν ,即KρσC
σ
µν = −KµσC

σ
ρν . 注意到KρσC

σ
µν =

K(Eρ, Eσ)Cσ
µν = K(Eρ, C

σ
µνEσ) = K(Eρ, [Eµ, Eν ]), 只须证

K(Eρ, [Eµ, Eν ]) = −K(Eµ, [Eρ, Eν ]),

利用式(G-8-16) 及 [Eρ, Eµ] = −[Eµ, Eρ] 立即得证.
Lie 代数 G 的 Killing 型是用伴随表示 ad 定义的, 但可自然推广到任何表示 β : G →
L (V ). 在 G 上定义对称双线性映射 K̃ : G × G → R 如下:

K̃(A,B) := tr[β(A)β(B)], ∀A,B ∈ G . (G-8-20)

当 β 为伴随表示 ad 时 K̃ 回到 K. 与 K 类似, K̃ 也可看作 G 上的 (0, 2) 型对称张量, 故
也可记作 K̃ab. 当 Lie 代数 G 及其表示 β 满足适当条件时 K̃ab 非退化, 这时就可充当 G
上的度规, 不妨称为广义 Cartan 度规. 不难证明式(G-8-16) 也适用于 K̃, 即

K̃([A,B], C) = K̃(A, [B,C]), ∀A,B,C ∈ G . (G-8-21)

53



Part V

固有 Lorentz群与 Lorentz代数
本部分集中讨论对物理学最重要的 Lorentz 群 L = O(1, 3) 及
其 Lie 代数 O(1, 3). 先给出伪转动与转动的矩阵形式及分解定
理,再计算 Lorentz代数的基与结构常数,并用 Killing矢量场重
新认识 Lorentz代数,最后以 Thomas进动为例展示伪转动不是
子群这一事实的物理后果.

内容概要

• 掌握伪转动 B(v) 与转动 R 的矩阵形式, 理解分解定理 Λ = B(v)R.

• 掌握 Lorentz 代数的基 {ri, bi} 及其对易关系.

• 理解 Kr 与 Kb 子空间, 以及 Thomas 进动的群论来源.
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G.9
固有 Lorentz群和 Lorentz代数

G.9.1 固有 Lorentz变换和固有 Lorentz群
Lorentz 群是由 Lorentz 变换引出的. Lorentz 变换是 4 维 Minkowski 时空中从一个惯性
坐标系 (Lorentz 系) 到另一惯性坐标系的坐标变换. 读者熟悉的 Lorentz 变换

t′ = γ(t− vx), x′ = γ(x− vt), y′ = y, z′ = z,

− 1 < v < 1, γ ≡ (1 − v2)−1/2 (G-9-1)

所涉及的两个惯性坐标系满足如下条件 (见图 8): ¬ 空间坐标原点在 t′ = t = 0 时重合;
­ {x′, y′, z′} 系相对于 {x, y, z} 系以速率 |v| 沿 x 轴的正或负向匀速平动; ® 空间坐标轴
对应同向. 以 X 和 X ′ 分别代表由 t, x, y, z 和 t′, x′, y′, z′ 排成的列矩阵, 则式(G-9-1) 可
用矩阵表为

X ′ = Bx(v)X, 其中Bx(v) =


γ −γv 0 0

−γv γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , (G-9-1′)

令 v = tanh λ, 则 −1 < v < 1 相当于 −∞ < λ < ∞, Bx(v) 可改写为

Bx(λ) =


cosh λ − sinh λ 0 0

− sinh λ cosh λ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (G-9-1′′)

今后也常把 X 作为 {t, x, y, z}系的简称. 为了把条件­放宽为 “X ′ 系相对于 X 系的速度
v 可取任意方向”, 可先把式(G-9-1) 的第二、三、四式改写为一个 3 维矢量等式. 设事件
p ∈ R4 在 X 和 X ′ 系的时空坐标分别为 t, x, y, z 和 t′, x′, y′, z′, 以 e1, e2, e3 和 e′

1, e
′
2, e

′
3

分别代表两系的空间坐标基矢, 则

R = xe1 + ye2 + ze3, R′ = x′e′
1 + y′e′

2 + z′e′
3 (G-9-2)

分别代表事件 p 在两系中的位矢 (图 9). 请注意 R 和 R′ 是 p 点的切于不同 3 维子流形
Σt 和 Σt′ 的矢量, 不能直接比较. 为便于描述两者的关系, 可借用一人为引入的抽象的 3
维矢量空间 V (实的内积空间). 以 e1, e2, e3 代表 V 的事先选定的一组正交归一基矢, 则

r ≡ xe1 + ye2 + ze3, r′ ≡ x′e′
1 + y′e′

2 + z′e′
3 (G-9-3)

都是 V 的元素, 分别称为 R 和 R′ 在 V 的像矢量. 一般而言, 设 W 是任一惯性坐标系
的空间矢量, wi 是 W 在该系的分量, 则 wiei ∈ V 定义为 W 的像矢量. X 系测得的 X ′
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系的速度 v 是切于 Σt 的矢量, 在图 8 的情况下有 v = ve1, 故其像矢量为 v = ve1. 利用
r, r′ 和 v 可把式(G-9-1) 的第一至四式改写为

t′ = γ(t− v · r), r′ = r + v

[
(γ − 1)(v · r)

v2 − γt

]
, (G-9-4)

式中所有矢量都是抽象空间 V 的元素. 上式第二式是 V 中的矢量等式, 有明确意义. 为
把式(G-9-1′) 推广到 v 取任意方向的情况, 只须对 X 和 X ′ 系的空间坐标轴施行相同的
空间转动 (转后所得新系的 x 轴便不再与 v 平行). 作为后果, 位矢 R = xe1 + ye2 + ze3,
R′ = x′e′

1 + y′e′
2 + z′e′

3 和相对速度 v = ve1 的分量 (x, y, z), (x′, y′, z′) 和 (v, 0, 0) 都受
到一个相同的正交变换, 从而像矢量 r, r′ 和 v 也都受到一个相同的逆转动 (因为已约定
e1, e2, e3 不变). 由于坐标 t 不受空间转动影响, 转动的保内积性又保证 v · r, v2 = v · v
及 γ ≡ (1 − v2)−1/2 在转动下不变, 所以式(G-9-4) 第二式右边的方括号为不变量. 加上转
动映射的线性性, 便知式(G-9-4) 对逆转动所得的像矢量 r, r′ 和 v 同样成立, 即

t′ = γ(t− v · r), r′ = r + v

[
(γ − 1)(v · r)

v2 − γt

]
. (G-9-4′)

上式反映两个惯性坐标系 X̃ 和 X̃ ′ (分别由 X 和 X ′ 系经相同转动而得)之间的坐标变换
关系, 但这关系已不再满足图 8, 因为两者的相对速度 v 与 x̃轴并不平行. (v 与 x̃轴可以
谈及平行是因为它们都躺在欧氏空间 Σt 上, 这是空间转动不改变惯性参考系的结果.) 不
过, 为了得到 X̃ 和 X̃ ′ 系, 只须对图 8 的 X 和 X ′ 系施行相同的空间转动, [这 “相同” 是
指刻画两个转动 (X 7→ X̃ 和 X ′ 7→ X̃ ′)的三个 Euler角 (分别由 X 和 X ′ 系测得)对应相
等]. 在这个意义上可以说 X̃ 和 X̃ ′ 系的对应空间轴 “同向”. 式(G-9-4′)所代表的坐标变换
叫做无转动的 Lorentz 变换 (Lorentz transformation without rotation) 或伪转动 (boost).
为简单起先去掉 ∼ 号, 并以 v1, v2, v3 代表像矢量的分量 (即 v ≡ v1e1 + v2e2 + v3e3), 则
式(G-9-4′) 亦可表为矩阵等式 X ′ = B(v)X, 其中

B(v) =


γ −γv1 −γv2 −γv3

−γv1 1 + (γ−1)v2
1

v2
(γ−1)v1v2

v2
(γ−1)v1v3

v2

−γv2
(γ−1)v1v2

v2 1 + (γ−1)v2
2

v2
(γ−1)v2v3

v2

−γv3
(γ−1)v1v3

v2
(γ−1)v2v3

v2 1 + (γ−1)v2
3

v2

 . (G-9-5)

上式的 B(v) 称为伪转动矩阵 (由上式可见伪转动矩阵必对称), 它穷尽了惯性坐标系 X
和 X ′ 之间满足如下条件的坐标变换: ¬ 两系空间坐标原点在 t′ = t = 0 时重合; ­

{x′, y′, z′} 系相对于 {x, y, z} 系以任意速度 v = v1e1 + v2e2 + v3e3 作匀速平动; ® 两系空
间坐标轴对应 “同向”. 为便于计算, 式(G-9-5) 的 B(v) 也可用下式表出:

B0
0(v) = γ, B0

i(v) = Bi
0(v) = −γvi, Bi

j(v) = Bj
i(v) = δi

j + γ2vivj

1 + γ
, (G-9-5′)

其中 vi ≡ δijvj = vi. 此外, 由矩阵求逆运算或物理思辨可知 B−1(v) = B(−v).
式(G-9-5) 只给出 Lorentz 变换的第一种类型 (伪转动). 第二种类型的简单特例是

X ′ = Rz(α)X, 其中Rz(α) =


1 0 0 0
0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0
0 0 0 1

 , (G-9-6)
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x

y

z

x′

y′

z′

vo

v = ve1

{x, y, z} 系{x′, y′, z′} 系

图 8: 两个惯性坐标系 X = {x, y, z} 与 X ′ = {x′, y′, z′}, 空间坐标原点在 t′ = t = 0 时重
合, X ′ 系相对 X 系以速度 v = ve1 沿 x 轴方向匀速平动, 对应空间坐标轴同向.

t

x

p
Σt

Σt′

R
R′

世界线

X 系原点
X ′ 系原点

图 9: 事件 p 在两系中的位矢. p 点的切于 Σt 的位矢 R 与切于 Σt′ 的位矢 R′ 属于不同
的 3 维子流形, 不能直接比较; 图中 Σt 与 Σt′ 分别是两系的等时面.
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它所涉及的两个惯性坐标系之间没有相对运动 (因而属于同一惯性参考系), 其作用是把
X 系的空间坐标绕 z 轴旋转角度 α. 这种类型的最一般情形是把 X 系的空间坐标绕 (过
原点的) 任意轴转任意角 (因而所得新坐标系 X ′ 与 X 仍属同一惯性参考系), 其矩阵 R
为

R =


1 0 0 0
0 R1

1 R1
2 R1

3

0 R2
1 R2

2 R2
3

0 R3
1 R3

2 R3
3

 , 其中


R1

1 R1
2 R1

3

R2
1 R2

2 R2
3

R3
1 R3

2 R3
3

 ∈ SO(3). (G-9-7)

式(G-9-7) 的 Lorentz 变换叫做转动 (rotation), 是同一惯性参考系内的坐标变换. 最一
般的 Lorentz 变换可以定义如下: 惯性坐标系 X 与 X ′ 之间的坐标变换称为 Lorentz 变
换, 若两系的空间坐标原点在 t′ = t = 0 时重合 (亦即 Lorentz 变换保持 4 维坐标原点不
变). 不难看出 Minkowski 线元在 Lorentz 变换下不变, 因此所有 Lorentz 变换构成群, 而
且同构于小节 G.5.3 定义的 Lorentz 群 L = O(1, 3). Minkowski 时空的平移变换也保线
元, 但 4 维坐标系原点在平移下要变, 称为非齐次 Lorentz 变换. 上面定义的 Lorentz 变
换也可称为齐次 Lorentz 变换, 齐次与非齐次 Lorentz 变换构成 Poincaré 群. 本节只讨论
齐次 Lorentz 变换, 即只讨论 Lorentz 群 L, 而且只关心 L 的不含反射及反演的子群, 即
固有 Lorentz 群 L↑

+, 其群元可以是转动、伪转动以及两者的混合 (即伪转动和转动矩阵
之积), 见定理 G-9-4. 不难看出, 由全体转动组成的子集 ZD ⊂ L↑

+ 是子群, 而且同构于
SO(3). 还可证明 ZD 是 Lie 子群. 然而, 应该特别强调, 两个伪转动矩阵 B(v) 和 B(u)
之积 B(v)B(u) 不是对称矩阵 [除非 v 和 u (作为 V 的矢量) 平行], 因而不是伪转动. 可
见由全体伪转动组成的子集 WZ ⊂ L↑

+ 不是子群 [这与式(G-6-9) 给出的 Lie 括号表达式
密切相关]. 在原子物理的早期研究中提出的 Thomas 进动正是 WZ 不是子群的结果 (见
小节 G.9.4). 不过, 由式(G-9-1′′) 容易验证

Bx(λ1 + λ2) = Bx(λ1)Bx(λ2),

所以 WZ 的子集

WZx ≡ {形如式(G-9-1′′) 的矩阵Bx(λ) | λ ∈ R}

是 L↑
+ 的单参子群.

用转动矩阵 R可对式(G-9-5)的推导过程给出一个简洁描述. 设 X 和 X ′ 系由简单伪转动
Bx(v) 联系, 即 X ′ = Bx(v)X. 对两系施行任意转动 R 便得新系 X̃ = RX 和 X̃ ′ = RX ′.
由此三式易得 X̃ ′ = RBx(v)R−1X̃ = B(v)X̃, 其中 B(v) ≡ RBx(v)R−1 就是式(G-9-5) 的
B(v), 而且由式(G-9-4′) 的推导过程可知 B(v) 中的矢量 v 与 Bx(v) 中的实数 v 的关系
为 |v| = |v|. 这一推导也可逆过来做, 即 ∀B(v) ∈ WZ, 总可对 X 和 X ′ 系施行相同转动
使 x 轴与 v 同向, 从而把 B(v) 变为 Bx(v). 于是有如下定理成立:

定理 G-9-1

(a) Bx(v) ∈ WZx, R ∈ ZD =⇒ R−1Bx(v)R ∈ WZ;
(b) B(v) ∈ WZ =⇒ ∃R ∈ ZD 使 B(v) = R−1Bx(v)R, 其中 |v| = |v|.

定理 G-9-2

若惯性坐标系 X 与 X ′ 由伪转动联系, R ∈ ZD, 则 X̃ = RX 与 X̃ ′ = RX ′ 也由伪转
动联系.
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Pf 设 X ′ = B(v)X, B(v) ∈ WZ, 则定理 G-9-1(b) 保证 ∃R0 ∈ ZD 使 B(v) =
R−1

0 Bx(v)R0, 故 X ′ = R−1
0 Bx(v)R0X, 从而 R0X

′ = Bx(v)R0X, 与 X̃ ≡ RX, X̃ ′ ≡ RX ′

结合给出 R0R
−1X̃ ′ = Bx(v)R0R

−1X̃. 令 R1 = R0R
−1, 则 X̃ ′ = R−1

1 Bx(v)R1X̃. 定理
G-9-1(a) 保证 R−1

1 Bx(v)R1 ∈ WZ, 故 X̃ 与 X̃ ′ 也由伪转动联系.
注 1 给定两个惯性参考系 R 和 R ′ 就有唯一的 (R ′ 相对于 R 的) 相对速度 v (是切于
R 系的同时面的矢量), 但却可有许多不同的伪转动矩阵 B(v), 这是因为 B(v) 中的 v 是
抽象空间 V 的元素, 由 v = v1e1 + v2e2 + v3e3 和 v ≡ v1e1 + v2e2 + v3e3 可知 v 除取决
于 v 外还依赖于坐标基矢 e1, e2, e3 的选取. 设 X 和 X̃ 是参考系 R 内的两个不同惯性
坐标系, 则 {e1, e2, e3} 不同于 {ẽ1, ẽ2, ẽ3}, 故 v 6= ṽ. 由此不难理解以下定理的证明.

定理 G-9-3

∀B(v) ∈ WZ, R ∈ ZD 有
B(Rv) = RB(v)R−1, (G-9-8)

左边的 Rv ∈ V , 其第 i 分量为 (Rv)i = Ri
jv

j.

注 2 R ∈ ZD 本是 4 × 4 矩阵, 但 Rv 中的 R 却是式(G-9-7) 右边的 3 × 3 矩阵, 不过这种
“符号滥用” 不影响实质, 因为式(G-9-7) 左边的 4 × 4 阵与右边的 3 × 3 阵一一对应.
Pf 设 X 是惯性坐标系,则 X ′ = B(v)X 也是. 以 R 和 R ′ 分别代表 X 和 X ′ 所属的惯
性参考系,以 v 代表 R ′ 相对于 R 的速度,则 B(v)中的 v 是 V 中的像矢量,即 v = viei,
其中 vi 是 v 在 X 系的坐标基底 {ei} 的分量, 即 v = viei. 再令 X̃ = RX, X̃ ′ = RX ′, 则
X̃ 和 X̃ ′ 分别是 R 和 R ′ 系内的惯性坐标系, 定理 G-9-2 保证 X̃ 与 X̃ ′ 由伪转动联系.
对 X̃ 系而言, v 的像矢量变为 ṽ = ṽiẽi, 其中 ṽi 是 v 在 X̃ 系的坐标基底 {ẽi}的分量, 即
ṽ = ṽiẽi. 由于坐标变换 X̃ = RX 是线性变换, 矢量 v 的坐标分量的变换方式与坐标的
变换方式一样, 故 ṽ = Rv, 因而 X̃ ′ = B(ṽ)X̃ = B(Rv)RX, 再与 X̃ ′ = RX ′ = RB(v)X
对比乃得式(G-9-8).
注 3 [选读] ¬前面讲过, 设 X ′ = BX,B ∈ WZ, 则 X ′ 与 X 系的对应空间坐标轴 “同向”.
现在说明对 “同向” 一词加引号的原因. 在 4 维语言中, x′ 轴的世界面 (记作 ∆) 是一个 2
维面. 从 X 系看来, t 时刻的全空间由 Σt 代表 (见图 9), Σt 与 ∆ 的交线就是 t 时刻的 x′

轴. 我们来看 x′ 轴与 x 轴平行的条件. 为简单起见可只讨论 3 维 Minkowski 时空, 并仅
关心 t = 0 的时刻. 这时 Σ0 是 2 维面, 不难写出 ∆ (由 y′ = 0 定义) 与 Σ0 (由 t = 0 定
义) 的交线在坐标系 {x, y} 的方程:

αx+ βy = 0, 其中α ≡ (γ − 1)v1v2

v2 , β ≡ 1 + (γ − 1)v2
2

v2 . (G-9-9)

此交线与 x 轴平行当且仅当 α = 0. 可见在这个意义上 x′ 轴与 x 轴当 α 6= 0 时不同
向. 事实上, 由于不同方向有不同尺缩, X 系在 α 6= 0 时认为 x′ 轴与 y′ 轴互不正交. 如
果 x′, y′ 轴分别与 x, y 轴同向, 岂非 x 与 y 轴也互不正交? 可见 “同向” 与同向在 α 6= 0
时并不一致,差别正在于前者略去了后者认为应存在的、由不同方向有不同尺缩所带来的
不同向效应. 然而 “同向” 提法也很有用 (例如, 见小节 G.9.4), 它反映的是两个由伪转
动相联系的惯性坐标系 X 和 X ′ 之间的这样一个重要关系 (性质): 为了通过转动把两系
关系变得如图 8, 刻画这两个转动的 Euler 角必须完全相同. ­ “同向” 关系没有传递性:
设 X ′ = B(v1)X,X ′′ = B(v2)X ′, 则 X ′′ = B(v2)B(v1)X. 只要 v1 与 v2 互不平行, 则
B(v2)B(v1) 不是伪转动 (见定理 G-9-5), 从而 X ′′ 与 X 系的对应空间轴不再 “同向”. 这
正是小节 G.9.4 要讲的 Thomas 进动的根源.
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定理 G-9-4 (分解定理)

∀Λ ∈ L↑
+, ∃ 唯一的 B(v) ∈ WZ 和 R ∈ ZD 使

Λ = B(v)R, (G-9-10)

Pf Λ ∈ L↑
+ 保证 Λ 满足式(G-5-24). 依次令式中的 σ = ρ = 0; σ = 0, ρ = i 以及

σ = i, ρ = k, 便得以下三式 (可用作证明本定理的工具):

(Λ0
0)2 −

∑
i

(Λi
0)2 = 1, (G-9-11a)

Λ0
0Λi

0 −
∑

j

Λi
jΛ0

j = 0, (G-9-11b)

−Λ0
iΛ0

k +
∑

j

Λj
iΛj

k = δik. (G-9-11c)

我们的第一个任务是对所给的 Λ ∈ L↑
+ 找出 B(v) ∈ WZ 和 R ∈ ZD 使 Λ = B(v)R. 若

Λ ∈ WZ, 则只须令 B(v) = Λ, R = I. 式(G-9-5′) 此时给出 Λ0
0 = γ,Λi

0 = −γvi, 即

γ = Λ0
0, vi = Λi

0

Λ00
. (G-9-12)

用式(G-9-11a) 不难验证上式中的 v 即使在 Λ ∈ L↑
+,Λ /∈ WZ 的一般情况下仍满足亚光速

条件 |v| < 1. 因此, 对给定的任一 Λ ∈ L↑
+, 不妨先试探性地用式(G-9-12) 按式(G-9-5) 造

一个 B(v) ∈ WZ, 再设法找适当的 R ∈ ZD使 Λ = B(v)R. 此式等价于 R = B−1(v)Λ, 注
意到 B−1(v) = B(−v), 又等价于 R = B(−v)Λ. 由式(G-9-5′) 和(G-9-12) 可求得 B(−v)
的矩阵元用 Λµ

ν 的表达式:

B0
0(−v) = Λ0

0, Bi
0(−v) = −Λi

0, Bi
j(−v) = δi

j + Λi
0Λj

0

1 + Λ00
. (G-9-13)

从 R = B(−v)Λ 出发借用式(G-9-13) 和(G-9-11a)–(G-9-11c) 做矩阵乘法便得 R 的所有
矩阵元 (习题):

R0
0 = 1, R0

i = Ri
0 = 0, Ri

j = Λi
j − Λi

0Λ0
j

1 + Λ00
. (G-9-14)

不难验证 (Ri
j) 为正交矩阵, 即 ∑

j R
i
jR

k
j = δik, 可见 R ∈ ZD. 至此已完成第一个任务,

即对 Λ ∈ L↑
+ 找到 B(v) ∈ WZ 和 R ∈ ZD 使 Λ = B(v)R, 其中 v 和 R 分别由式(G-9-12)

和(G-9-14) 给出. 下面着手第二个任务, 即证明分解的唯一性. 设 ∃B(u) ∈ WZ, R′ ∈ ZD
使 Λ = B(u)R′, 则由 B(v)R = B(u)R′ 得 B(v) = B(u)R̃ (其中 R̃ = RR′−1 ∈ ZD), 配以
式(G-9-5′) 和(G-9-7) 得

Bi
0(v) = Bi

0(u)R̃0
0 +Bi

j(u)R̃j
0 = Bi

0(u) + 0 = −γvi.

另一方面, 把式(G-9-5′) 直接用于 B(u) 又可得 Bi
0(u) = −γ′ui, 与上式对比给出 γ′vi =

γui(i = 1, 2, 3), 由此可证 (练习) v = u, 从而 B(v) = B(u), 于是 R̃ = I, 即 R′ = R. 这
就证明了分解的唯一性. 分解唯一性的另一证明见习题 25.
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定理 G-9-4∗ (分解定理另一形式)

∀Λ ∈ L↑
+, ∃ 唯一的 R̃ ∈ ZD 和 B(w) ∈ WZ 使

Λ = R̃B(w), (G-9-15)

其中 R̃ 与 Λ = B(v)R 中的 R 相等, w 与 Λ = B(v)R 中的 v 的关系为

v = Rw, (含义是vi = Ri
jw

j) (G-9-16)

等价于

wi = − Λ0
i

Λ00
. (G-9-17)

Pf 与上一定理的证明类似, 但要把式(G-5-24) 改写为上标形式. 设 Λ ∈ L↑
+, 则 Λ−1 ∈

L↑
+, 把 Λ−1 用作式(G-5-24) 的 Λ 得 η = (ΛT )−1ηΛ−1, 故 η−1 = ΛηΛT . 注意到 η−1 = η,
便有 η = ΛηΛT , 其矩阵元等式为

ηρτ = Λρ
µη

µνΛτ
ν .

由此可导出与式(G-9-11a), (G-9-11b) 对应的公式, 即

(Λ0
0)2 −

∑
i

(Λi
0)2 = 1, (G-9-11′a)

Λ0
0Λ0

i −
∑

j

Λj
iΛj

0 = 0. (G-9-11′b)

令 Λ̃ = RB(w), 其中 R 和 w 分别由式(G-9-14) 和(G-9-17) 给出, 则由式(G-9-11′a),
(G-9-11′b) 不难证明¬ Λ̃µ

ν = Λµ
ν ; ­式(G-9-17) 给出的 w 为亚光速. 再用式(G-9-12) 还

可证明 wi = −Λ0
i/Λ0

0 等价于 vi = Ri
jw

j. 分解唯一性的证明也与上一定理类似.

定理 G-9-4∗ 的另一证明

Λ ∈ L↑
+ 导致 Λ−1 ∈ L↑

+, 定理 G-9-4 保证存在唯一的 R̃ ∈ ZD, B(−w) ∈ WZ 使
Λ−1 = B(−w)R̃−1, 故 Λ = [B(−w)R̃−1]−1 = R̃B(w). 现在证明 R̃ = R 和 v = Rw.
由 Λ = B(v)R 和 Λ = R̃B(w) 得 B(v)R = R̃B(w), 所以

B(v) = R̃B(w)R−1 = R̃B(w)R̃−1R̃R−1 = R̃B(w)R̃−1R̃′ = B(R̃w)R̃′,

其中 R̃′ = R̃R−1 ∈ ZD,最后一步用到式(G-9-8). 上式首末两端可看作同一 B(v) ∈ L↑
+

按定理 G-9-4 所做的两种分解, 即 B(v)I = B(R̃w)R̃′, 故由该定理的分解唯一性可知
R̃′ = I (再由 R̃′ = R̃R−1 得 R̃ = R) 以及 v = Rw. 最后, 设若 Λ ∈ L↑

+ 有两种不同的
分解, 即 Λ = RB(w) = R′B(w′), 则必导致 Λ−1 ∈ L↑

+ 有不同的分解:

Λ−1 = B(−w)R−1 = B(−w′)R′−1,

与定理 G-9-4 矛盾. 可见把 Λ 表为 RB(w) 的分解是唯一的.
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定理 G-9-5

设 B(v), B(u) ∈ WZ 且 v 6= 0,u 6= 0, 则

B(v)B(u) ∈ WZ ⇐⇒ v ‖ u, 即v 与u 平行. (G-9-18)

Pf (A) [已知 v ‖ u, 欲证 B(v)B(u) ∈ WZ] 由 B(v), B(u) ∈ WZ 及定理 G-9-1(b) 可
知 ∃R1, R2 ∈ ZD 使 B(v) = R−1

1 Bx(v)R1, B(u) = R−1
2 Bx(u)R2. 把前者与式(G-9-8) 对比

得 B(v) = B(vR−1
1 e1), 从而 v = vR−1

1 e1. 同理有 u = uR−1
2 e1. 而 v ‖ u 保证 ∃α ∈ R 使

u = αv (见 §2.2 定义 7), 故 u = αvR−1
1 e1. 于是 αvR−1

1 e1 = uR−1
2 e1. 又因 v,u, α 皆非

零, 这等价于
Re1 = (αv/u)e1, 其中R ≡ R1R

−1
2 ∈ ZD. (G-9-19)

如注 2所述,现在的 R已看成式(G-9-7)右边的 3×3矩阵,故可看作转动映射 R : V → V .
而式(G-9-19) 表明 R 作用于 e1 ∈ V 得 (αv/u)e1, 所以只能是

R =


1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 , 或R =


−1 0 0
0 cos θ sin θ
0 sin θ − cos θ

 , θ ∈ [0,π), (G-9-20)

分别对应于 αv/u = ±1. 由矩阵乘法便得 RBx(u)R−1 = Bx(±u). 于是

B(v)B(u) = R−1
1 Bx(v)R1R

−1
2 Bx(u)R2 = R−1

1 Bx(v)RBx(u)R−1R1

= R−1
1 Bx(v)Bx(±u)R1 = R−1

1 Bx(w)R1 ∈ WZ,

其中 w ∈ R 满足 −1 < w < 1 [具体说, w = (v ± u)/(1 ± vu)], 上式的最末一步用到定理
G-9-1(a). (B) [已知 B(v)B(u) ∈ WZ, 欲证 v ‖ u] 为此只须证明逆否命题: v ∦ u =⇒
B(v)B(u) /∈ WZ. 用反证法. 设 B(v)B(u) ∈ WZ, 则 [B(v)B(u)]0i = [B(v)B(u)]i0, 用
式(G-9-5′) 通过矩阵乘法求矩阵元, 则上式给出

γvγuu + γvv + γ2
uγv(u · v)u

1 + γu

= γvγuv + γuu + γ2
vγu(u · v)v

1 + γv

, (G-9-21)

其中 γv ≡ (1 − |v|2)−1/2, γu ≡ (1 − |u|2)−1/2. 用 v 叉乘上式两边得

γu

[
1 − γv − γuγvu · v

1 + γu

]
u × v = 0.

因 γu > 1, 又已假设 v ∦ u (即 u × v 6= 0), 故上式中的方括号为零, 亦即

1 − γv + γu − γuγv(1 + u · v) = 0. (G-9-22)

式(G-9-21) 左侧刚好是把右侧的 u 与 v 互换的结果, 故用 u 叉乘该式两边必定是
式(G-9-22) 中的 u 与 v 互换的结果:

1 − γu + γv − γuγv(1 + u · v) = 0. (G-9-22′)

以上两式联立给出 γu = γv 和 1 − γuγv(1 + u · v) = 0, 前者导致 |u|2 = |v|2, 代入后者又
得 |v|2 + u · v = 0 和 |u|2 + u · v = 0. 两式相加给出 |u + v|2 = 0, 从而 u + v = 0, 与
v ∦ u 的假设矛盾.
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G.9.2 Lorentz代数
下面再从 Lie 代数的角度讨论. Lorentz 代数元 A ∈ O(1, 3) 的充要条件 AT = −ηAη 等
价于 ηA 是反称矩阵 (见小节 G.5.3 末), 因此 A 的最一般形式为

A =


0 A0

1 A0
2 A0

3

A0
1 0 A1

2 A1
3

A0
2 −A1

2 0 A2
3

A0
3 −A1

3 −A2
3 0

 ∈ O(1, 3), (G-9-23)

把 A0
i 和 Ai

j 分别改记为 b0
i 和 ri

j, 则

A =


0 b0

1 b0
2 b0

3

b0
1 0 r1

2 r1
3

b0
2 −r1

2 0 r2
3

b0
3 −r1

3 −r2
3 0

 ∈ O(1, 3), (G-9-24)

其中的


0 r1

2 r1
3

−r1
2 0 r2

3

−r1
3 −r2

3 0

, 作为 3 × 3 反称矩阵, 是 O(3) 的元素. 以 R 代表形如


0 0 0 0
0 0 r1

2 r1
3

0 −r1
2 0 r2

3

0 −r1
3 −r2

3 0


的 4 × 4 矩阵的集合, B 代表形如 

0 b0
1 b0

2 b0
3

b0
1 0 0 0
b0

2 0 0 0
b0

3 0 0 0


的 4 × 4 矩阵的集合, 则 R 和 B 都是 O(1, 3) 的 3 维子空间, R 的任一元素都是反称矩
阵, B 的任一元素都是对称矩阵. 式(G-6-7) 和(G-6-8) 的矩阵 r1, r2, r3 和 b1, b2, b3 分别
构成 R 和 B 的一组基矢. 由(G-6-9) 第一式可知 R 还是 O(1, 3) 的 Lie 子代数, 而且与
O(3) 同构. 反之, (G-6-9) 第三式则表明子空间 B ⊂ O(1, 3) 不是子代数 (这与 WZ 不是
子群密切相关).

定理 G-9-6

R 是 Lie 群 ZD 的 Lie 代数.

Pf 只须证明 ∀r ∈ R,∃ZD 中过 e 的曲线, 其在 e 的切矢为 r. r ∈ R 保证 r 可写成

分块矩阵 r =

0 0
0 r̂

, 其中 3 × 3 矩阵 r̂ ∈ O(3) [见式(G-9-24) 下一行]. ∀t ∈ R, 容易
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验证 Exp(tr) =

1 0
0 Exp(tr̂)

, 而 r̂ ∈ O(3) 则保证 Exp(tr̂) ∈ SO(3), 故 Exp(tr) 可充当

式(G-9-7) 中的 R, 因而 Exp(tr) ∈ ZD. 这 Exp(tr) 就是要找的曲线.

定理 G-9-7

R ∈ ZD ⇔ ∃r ∈ R 使 R = Exp(r).

Pf (A) (⇐ 的证明) 既然 R 是 Lie 群 ZD 的 Lie 代数且 r ∈ R, 由指数映射定义自然有
Exp(r) ∈ ZD. (B) (⇒ 的证明) Lie 群 ZD 同构于 SO(3) 保证 ZD 是紧致的连通 Lie 群,
其上的指数映射是到上映射 (见 §G.5 注 4 末), 故每一 R ∈ ZD 都属于某一单参子群 [此
结论也可用式(G-5-16) 后的 Euler 定理证明], 因而 ∃r ∈ R 使 R = Exp(r).
另一方面, 虽然 WZ ⊂ L↑

+ 不是子群, 它也满足与上述定理类似的定理:

定理 G-9-7′

B ∈ WZ ⇔ ∃b ∈ B 使 B = Exp(b).

Pf 定理 G-9-1 表明 B ∈ WZ 等价于 ∃R ∈ ZD, Bx ∈ WZx 使 B = R−1BxR. 而 Bx 是由
b1 产生的单参子群的元素, 所以 ∃v ∈ R 使 Bx = Exp(vb1), 从而 B ∈ WZ 又等价于

∃R ∈ ZD, v ∈ R 使B = R−1(Expvb1)R = Exp(vR−1b1R),

其中第二步用到式(G-5-27). 令 b = vR−1b1R, 只须证明 b ∈ B. 注意到 R ∈ ZD 的一般形
式为式(G-9-7), 由矩阵运算容易验证

b = vR−1b1R = −v


0 R1

1 R1
2 R1

3

R1
1 0 0 0

R1
2 0 0 0

R1
3 0 0 0

 ∈ B.

注 4 因 b ∈ B 为对称矩阵, 由定理 G-9-7’ 可知任一 B ∈ WZ 都是对称矩阵. 然而, Λ 为
对称矩阵加上 Λ ∈ L↑

+ 不保证 Λ ∈ WZ, 例如 Λ = diag(1, 1,−1,−1) ∈ L↑
+, 但不是伪转动.

定理 G-9-8

r ∈ R ⇔ ∃R ∈ ZD, v ∈ R 使 r = vR−1r3R, 其中 r3 由式(G-6-7) 定义.

注 5 ¬ r3 是 Lie 代数元, R 和 R−1 是群元, 它们的乘积有意义只是因为它们是矩阵. ­

把 r3 改为 r1 或 r2, 定理仍成立.
Pf (A) (⇐ 的证明) R ∈ ZD 的一般形式为式(G-9-7), 由矩阵运算容易验证

r = vR−1r3R = v


0 0 0 0
0 0 α β

0 −α 0 σ

0 −β −σ 0

 ∈ R,
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其中 α = R1
2R

2
3 − R1

3R
2
2, β ≡ R1

3R
2
1 − R1

1R
2
3, σ ≡ R1

1R
2
2 − R1

2R
2
1. (B) (⇒ 的证明) r ∈ R ⇒

∃v1, v2, v3 ∈ R 使

r = v1r1 + v2r2 + v3r3 =


0 0 0 0
0 0 −v3 v2

0 v3 0 −v1

0 −v2 v1 0

 . (G-9-25)

若 v1 = v2 = 0, 则 r = v3I
−1r3I, 命题自然成立, 故以下设 v1, v2 不全为零. 令 v =

(v2
1 + v2

2 + v2
3)1/2, 则有确定的 θ ∈ (0,π) 和 φ ∈ [0, 2π) 使

v1 = v sin θ cosφ, v2 = v sin θ sinφ, v3 = v cos θ. (G-9-26)

令

R =


1 0 0 0
0 cos θ cosφ − sinφ sin θ cosφ
0 cos θ sinφ cosφ sin θ sinφ
0 − sin θ 0 cos θ



−1

, (G-9-27)

则容易验证 R ∈ ZD. 再由矩阵乘法 (硬算) 便可验证 r = vR−1r3R.
注 6 [选读] 用矩阵硬乘以验证 r = vR−1r3R 的做法不存在理解上的任何困难, 但运算颇
为烦琐. 下面介绍的验证方法不但形式优雅, 而且提供了一个活用 §G.8 的知识的好例子.
由式(G-9-27) 得

R−1 =


1 0 0 0
0 cosφ − sinφ 0
0 sinφ cosφ 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 cos θ 0 sin θ
0 0 1 0
0 − sin θ 0 cos θ

 ,

而由 §G.6 例 3 可知上式右边的两矩阵依次为 Exp(φr3) 和 Exp(θr2), 故

R−1 = Exp(φr3)Exp(θr2), (G-9-28)

于是
R−1r3R = A dR−1r3 = A dExp(φr3)Exp(θr2)r3 = A dExp(φr3)(A dExp(θr2)r3)

= A dExp(φr3)[Exp(adθr2)r3] = A dExp(φr3)(r3 cos θ + r1 sin θ)

= Exp(adφr3)(r3 cos θ + r1 sin θ) = (cos θ)Exp(adφr3)r3 + (sin θ)Exp(adφr3)r1

= r3 cos θ + (r1 cosφ+ r2 sinφ) sin θ = v−1(v1r1 + v2r2 + v3r3) = v−1r,

其中第一步用到习题 19; 第三步用到式(G-8-9); 第四、六步用到式(G-8-12); 第五、八步
用到式(G-8-10), (G-8-13) 以及 sin θ 和 cos θ 的级数展开式. 由定理 G-9-8 可知 R 的任一
元素 r 可被化为最简元素 r3. 下面的定理表明对 B 也有类似结论.

定理 G-9-8′

b ∈ B ⇔ ∃R ∈ ZD, v ∈ R 使 b = vR−1b1R, 其中 b1 由式(G-6-8) 定义.
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注 7 把 b1 改为 b2 或 b3, 定理仍成立.
Pf (A) (⇐的证明)已含于定理 G-9-7’的证明中. (B) (⇒的证明) b ∈ B ⇒ ∃β1, β2, β3 ∈
R 使

b = β1b1 + β2b2 + β3b3 =


0 −β1 −β2 −β3

−β1 0 0 0
−β2 0 0 0
−β3 0 0 0

 . (G-9-29)

当 β1 = β2 = β3 = 0 时显然, 故以下 β1, β2, β3 不全为零, 不妨设 β1 6= 0. 令 µ =
(β2

1 + β2
2)1/2, v = (β2

1 + β2
2 + β2

3)1/2, 则 µv 6= 0. 容易验证

1
µv


µβ1 µβ2 µβ3

vβ2 −vβ1 0
β1β3 β2β3 −µ2

 ∈ SO(3),

故

R = 1
µv


µv 0 0 0
0 µβ1 µβ2 µβ3

0 vβ2 −vβ1 0
0 β1β3 β2β3 −µ2

 ∈ ZD. (G-9-30)

由矩阵运算容易验证 b = vR−1b1R.

定理 G-9-9

Λ ∈ L↑
+ ⇒ ∃R1, R2 ∈ ZD, v ∈ R 使 Λ = R1(Expvb1)R2.

Pf 由分解定理和定理 G-9-1 可知 ∃R, R̃ ∈ ZD 使 Λ = R̃−1BxR̃. 因 Bx 是由 b1 产生的
单参子群的元素, 故 ∃v ∈ R 使 Bx = Exp(vb1). 令 R1 ≡ R̃−1, R2 ≡ R̃R, 便得待证式.

G.9.3 用 Killing矢量场讨论 Lorentz代数
§G.7例 3已指出 Poincaré群 P 的 Lie代数P 同构于 (R4, ηab)上全体 Killing矢量场的集
合 K . 借用 Killing 矢量场可以获得对 Lie 代数 O(1, 3) 的更为直观的理解. 式(G-7-9a)–
(G-7-9c) 给出 K 的一组 (10 个) 基矢. 以 Kr 代表 K 的、由 6 个基矢 ξbi

, ξri
(i = 1, 2, 3)

生成的子空间, 则式(G-7-10) 的前 3 式表明 Kr 在 Lie 括号下封闭, 因此 Kr 还是 K 的
Lie 子代数. 用 bi 7→ ξbi

, ri 7→ ξri
定义线性映射 ψ : O(1, 3) → Kr, 则 ψ 是 Lie 代数同构.

可见, 正如 O(1, 3) 是 PoincaréLie 代数 P 的 Lie 子代数 (Lorentz 代数) 那样, Kr 也是
PoincaréLie 代数 K (= P) 的 Lie 子代数. 下面的定理给出映射 ψ 的一个非常有用的表
达式.
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定理 G-9-10

以 X 和 ∂/∂X 分别代表由惯性坐标系 {t, x, y, z} 的 4 个坐标和 4 个坐标基矢分别排
成的列矩阵, 则

ξri
= −XT rT

i

∂

∂X
, ξbi

= −XT bT
i

∂

∂X
, i = 1, 2, 3, (G-9-31)

其中 XT , rT
i , b

T
i 依次是 X, ri, bi 的转置矩阵.

Pf 只给出第一式的证明 (其余五式证明仿此):

−XT rT
1
∂

∂X
= −[t, x, y, z]


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0




∂/∂t

∂/∂x

∂/∂y

∂/∂z

 = −y ∂
∂z

+ z
∂

∂y
= ξr1 .

选定惯性坐标系 {t, x, y, z} 相当于选定 K 的一组基矢, 如式(G-7-9a)–(G-7-9c) 所示. 以
Kr 和Kb分别代表Kr 中由 {ξri

}和 {ξbi
}生成的子空间. Kr (或Kb)的元素在 {t, x, y, z}

系中一般不能表为式(G-7-9b) 或(G-7-9c) 的简单形式. 但下面的定理表明总可通过对空
间坐标轴做适当转动使之变为那种简单形式 (乘以某一常数).

定理 G-9-11

设 Kr 由惯性坐标系 X = {t, x, y, z} 定义, 则 ∀ξ ∈ Kr, ∃v ∈ R 以及与 X 同属一个惯
性参考系的惯性坐标系 X̃ = {t̃, x̃, ỹ, z̃} 使

ξ = v

(
ỹ
∂

∂x̃
− x̃

∂

∂ỹ

)
. (G-9-32)

Pf ξ ∈ Kr ⇒ ∃ρ1, ρ2, ρ3 ∈ R 使 ξ = ρiξri
, 故

ξ = −ρiXT rT
i

∂

∂X
= XT (ρiri)

∂

∂X
= XT (vR−1r3R) ∂

∂X
, R ∈ ZD, v ∈ R,

其中第一步用到式(G-9-31), 第三步用到定理 G-9-8. 引入新惯性坐标系 X̃ = RX, 则
X̃T = XTR−1. 注意到两系坐标之间的变换矩阵等于坐标基矢之间的变换矩阵的转置之
逆, 又有 ∂/∂X̃ = R∂/∂X, 于是

ξ = v(XTR−1)r3

(
R

∂

∂X

)
= vX̃T r3

∂

∂X̃
= vξ̃r3 = v

(
ỹ
∂

∂x̃
− x̃

∂

∂ỹ

)
,

其中第三步用到式(G-9-31), 第四步用到式(G-7-9b). X̃ = RX 表明惯性坐标系 X 和 X̃
同属一个惯性参考系.
对 ξ ∈ Kb 也有类似定理:
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定理 G-9-11′

设 Kb 由惯性坐标系 X = {t, x, y, z} 定义, 则 ∀ξ ∈ Kb,∃v ∈ R 以及与 X 同属一个惯
性参考系的惯性坐标系 X̃ = {t̃, x̃, ỹ, z̃} 使

ξ = v

(
t̃
∂

∂x̃
+ x̃

∂

∂t̃

)
. (G-9-32′)

Pf 仿照定理 G-9-11 的证明, 留作练习.

选读 G-9-1

本节至此仍感言犹未尽. 以下内容是笔者与部分同仁的讨论结果, 并未找到文献依据,
权作引玉之砖. 既然 Kr 和 Kb 都是借用惯性坐标系 X 定义的, 自然要问它们是否依
赖于所用的坐标系, 即, 设 X ′ 是与 X 不同的惯性坐标系, 用 X ′ 定义的 K ′

b (和 K ′
r )

是否等于 Kb (和 Kr)?a

定理 G-9-12

设惯性坐标系 X 与 X ′ 的关系为 X ′ = ΛX,Λ ∈ L↑
+, 则

K ′
r = Kr ⇔ Λ = R ∈ ZD.

Pf (A) (⇐ 的证明) 已知 X ′ = RX, 欲证 K ′
r = Kr. 由于 X ′ 系与 X 系平权, 只

须证明 K ′
r 的 3 个基矢 ξ′

ri
∈ K ′

r (i = 1, 2, 3) 都属于 Kr. 由 X ′ = RX 得 X ′T =
XTR−1, ∂/∂X ′ = R∂/∂X, 故由式(G-9-31) 得

ξ′
ri

= X ′T ri
∂

∂X ′ = XTR−1riR
∂

∂X
= XT (ρj

irj)
∂

∂X
= ρj

iξrj
∈ Kr,

其中 ρj
i (j = 1, 2, 3) 为常数, 第三步是因为定理 G-9-8 保证 R−1riR ∈ R.b 下面既涉及

Lie 代数 R 又涉及惯性参考系 R, 为避免由相同记号可能带来的混淆, 我们暂时改用
Rl 代表惯性参考系, 下标 l 可看作 Inertial 的缩写. (B) (⇒ 的证明) 设 Λ ∈ ZD, 则坐
标系 X 与 X ′ 属于两个不同的惯性参考系 Rl 和 R ′

l . 每一 ξ ∈ Kr (作为矢量场) 的积
分曲线都躺在 Rl 系的同时面上, 而 R ′

l 系与 Rl 系有不同的同时面, 故有 ξ ∈ Kr 使
ξ /∈ K ′

r .

定理 G-9-12′

设惯性坐标系 X 与 X ′ 的关系为 X ′ = ΛX,Λ ∈ L↑
+, 则

K ′
b = Kb ⇔ Λ = R ∈ ZD.

Pf (A) (⇐ 的证明) 与定理 G-9-12 的证明 (A) 类似. (B) (⇒ 的证明) 注意到定理
G-9-12, 只须证明 K ′

b = Kb ⇒ K ′
r = Kr. K ′

b = Kb 保证 ξ′
bi

= Si
jξbj

, 其中常数 Si
j 排

成的矩阵有逆, 故其行列式 S 6= 0. 利用行列式公式

εijkS
i′

i S
j′

j S
k′

k = Sεi′j′k′ (G-9-33)

不难导出
εijkS

i′

i S
j′

j S
k′

k = Sεi′j′k′(S−1)j′

j . (G-9-34)
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另一方面, 由式(G-7-10) 第三式可得 ξ′
ri

= −ε
jk
i [ξ′

bj
, ξ′

bk
]/2, 故

ξ′
ri

= −1
2
ε

jk
i [ξ′

bj
, ξ′

bk
] = −1

2
ε

jk
i S

l
jS

m
k [ξbl

, ξbm ] = 1
2
ε

jk
i S

l
jS

m
k εn

lmξrn (G.9.1)

= 1
2
ηll′ε

l′jkSl
jS

m
k εnl′mη

nn′
ξrn = 1

2
ηll′ε

l′jkSεjkm(S−1)n
l η

nn′
ξrn = S(S−1)n

i ξrn , (G.9.2)

[其中第二步用到 ξ′
bi

= Si
jξbj

, 第三步用到式(G-7-10), 第五步用到式(G-9-34), 最右端
的 (S−1)n

i 是 ηll(S−1)n
l′η

nn′
的简写.] 可见 ξ′

ri
∈ Kr, 因而 K ′

r = Kr.
以上两个定理表明 Kb (和 Kr) 是惯性参考系依赖的. 虽然对不同惯性参考系 Rl 和
R ′

l 有 Kb 6= K ′
b (及 Kr 6= K ′

r ), 但不难证明 K ′
b ∩ Kb 6= ∅. 设 V 是 R ′

l 相对于 Rl 的
3 速度, 则 Rl 和 R ′

l 系内各有惯性坐标系 X 和 X ′, 它们的 x 轴都与 V 平行 (因而
X ′ = BxX). 于是

ξ′
b = −X ′T b1

∂

∂X ′ = −(XTBx)b1

(
B−1

x

∂

∂X

)
= −XT b1

∂

∂X
= ξb,

[其中第一、四步用到式(G-9-31), 第二步用到 X ′T = XTBT
x = XTBx 及 ∂/∂X ′ =

B−1
x ∂/∂X, 第三步用到 Bxb1B

−1
x = b1 (用矩阵乘法易证).] 上式表明 K ′

b ∩ Kb 至少含
有由 ξb 生成的 1 维子空间. 还可证明 K ′

b ∩ Kb 等于这个子空间 (参见本选读末的注
8). 类似地, K ′

r ∩Kr 等于由 ξr1 生成的 1维子空间. 事实上,这一结论比关于K ′
b ∩Kb

的上述结论更易证明 [只须仿照定理 G-9-12 证明 (B) 的思路]. Kb (和 Kr) 的惯性参
考系依赖性使得 “伪转动 (转动) Killing 矢量场” 一词存在含糊性. 原则上至少存在如
下两种定义:

定义 1

给定惯性坐标系 X 后, ξ ∈ K 叫伪转动 (或转动) Killing 矢量场, 若 ξ ∈ Kb (或
ξ ∈ Kr).

定义 2

ξ ∈ K 叫伪转动 (或转动) Killing 矢量场, 若存在惯性坐标系 X 和 v ∈ R 使

ξ = v[t(∂/∂x) + x(∂/∂t)] (或ξ = v[−y(∂/∂x) + x(∂/∂y)]).

以
⋃

Kb (或 ⋃
Kr) 代表所有惯性参考系的 Kb (或 Kr) 之并, 则也可说 ξ ∈ K 叫伪

转动 (或转动) Killing 矢量场当且仅当 ξ ∈ ⋃
Kb (或 ξ ∈ ⋃

Kr). 根据定义 1, 伪转动
(转动) Killing 矢量场是惯性参考系依赖的, 只能谈及 “某惯性参考系的伪转动 (转动)
Killing 矢量场”, 这可看作一个缺点. 定义 2 的缺点则在于 ⋃

Kb 和
⋃

Kr 不是 K 的
子空间 (因而有些不伦不类). 当然, 重要的不在于选用哪个定义, 而在于知道存在不
同定义的可能性, 从而在使用该词时做到前后统一. 为帮助读者了解 ⋃

Kb 和
⋃

Kr 的
关系, 我们证明两个最基本的结论:

定理 G-9-13
(⋃Kb) ∩ (⋃Kr) = {0} ⊂ K .
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Pf 设 ξb ∈ ⋃
Kb, 则存在惯性坐标系 X 和 v ∈ R 使

ξb = v[t(∂/∂x) + x(∂/∂t)] (用到
⋃

Kb 的定义和定理 G-9-11’),

可见当 v 6= 0 时 ξb 是这样的矢量场, 它在 R4 的某些点类时, 某些点类空, 某些点类
光. 设 ξr ∈ ⋃

Kr, 则存在惯性坐标系 X 和 v ∈ R 使

ξr = v[−y(∂/∂x) + x(∂/∂y)],

可见当 v 6= 0 时 ξb 在 R4 上类空 (在个别点上为零). 这表明任何坐标变换不能把
ξb ∈ ⋃

Kb 变为 ξr ∈ ⋃
Kr, 除非 ξb = 0.

定理 G-9-14
(⋃Kb) ∪ (⋃Kr) 6= K .

Pf 只须找到一个 ξ ∈ K 满足 ξ /∈ ⋃
Kb, ξ /∈

⋃
Kr. 设 X 是惯性坐标系, 我们证明

ξ = t
∂

∂x
+ x

∂

∂t
− y

∂

∂z
+ z

∂

∂y
(G-9-35)

满足这些要求. 不难看出 ξ 在 R4 的某些点类光, 这些点的坐标 t, x, y, z 满足方程

t2 − x2 − y2 − z2 = 0. (G-9-36)

这已说明 ξ /∈ ⋃
Kr. 另一方面, ∀ξb ∈ ⋃

Kb 有惯性坐标系 X̃ 使 ξb = v[t̃(∂/∂x̃) +
x̃(∂/∂t̃)], 所以使 ξb 类光的点的坐标 t̃, x̃, ỹ, z̃ 满足方程

t̃2 − x̃2 = 0. (G-9-37)

以 N 和 Ñ 分别代表 R4 中满足式(G-9-36) 和(G-9-37) 的两个子集, 则从拓扑角度可
知任何 Lorentz 坐标变换都不能把 N 变为 Ñ , 所以 ξ /∈ ⋃

Kb.
注 8 周彬在一篇尚未发表的论文中还证明了如下更强的结论: 设 ξ ∈ K (借任意惯性
坐标系 X 定义) 在基底 {ξri

, ξbi
} 的展开系数为 ρi, βi, 即

ξ = ρiξri
+ βiξbi

,

则

ξ ∈
⋃

Kr ⇔ (a)
∑

i

(ρi)2 >
∑

i

(βi)2 或ρi = βi = 0; (b)
∑

i

ρiβi = 0, (G-9-38a)

ξ ∈
⋃

Kb ⇔ (a)
∑

i

(ρi)2 <
∑

i

(βi)2 或ρi = βi = 0; (b)
∑

i

ρiβi = 0. (G-9-38b)

不难看出定理 G-9-13 和 G-9-12 其实不过是上式的简单应用. 利用该论文的方法还可
以从 “K ′

r ∩ Kr 等于由 ξr1 生成的 1 维子空间” 出发证明 “K ′
b ∩ Kb 等于由 ξb1 生成

的 1 维子空间” 的结论.
a如果两系 X, X ′ 原点不同, 则由 X 和 X ′ 在 P 中挑出的 Kb 和 K ′

b 不同 (但同构). 以下限定所
有坐标系的原点都相同.

b还可证明 R−1riR = ρj
i rj . 取如下具体形式: R−1r3R = (R−1)i

jri. 这同如下结论有密切联系:
SO(3) 的矩阵在伴随表示下的矩阵正是它自身.
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G.9.4 Lorentz群的应用——Thomas进动 [选读]
电子自旋的引入曾对原子物理学的早期研究起过重要作用, 也曾遇到过一个困难.3
Thomas 于 1927 年指出, 困难起因于没有考虑自旋角动量的一个相对论运动学效应, 考
虑后困难就可克服 (见原子物理学教材). 这一效应后来被称为 Thomas 进动 (Thomas
precession), 有若干有趣的物理应用. 本选读从费移和群论两个角度讨论 Thomas 进动的
数学机制.
设 X = {t, x, y, z} 是 Minkowski 时空的一个惯性坐标系 (实验室系), 在绕 z 轴匀角速转
动的圆盘边上放置一个回转仪, 其轴 (看作单位矢量 wa) 自然代表无 (空间) 转动的方向
(详见 §7.3). 以 G(τ) 代表回转仪 (看作质点) 的世界线, 则 wa 沿 G(τ) 费移. 设 wa 在
τ = 0 时与 x 轴同向, 回转仪在 τ = τ̃ 时又回到 τ = 0 的空间位置 (指实验室系的空间,
见图 10), 问: wa 在 τ = τ̃ 时还与 x 轴同向吗? 因为费移代表无空间转动, 答案似乎是肯
定的. 然而 Thomas 的答案却是不同向, 这就是 Thomas 进动.

x

y

运动方向

G(τ)
wa(0)

wa(τ̃)
转盘

实验室系

图 10: Thomas 进动的实验安排 (俯视). 回转仪沿圆盘边缘作圆周运动, 在 τ = 0 时位于
x 轴上且其轴 wa(0) 与 x 轴同向; 在 τ = τ̃ 时回到同一空间位置, 但其轴 wa(τ̃) 已相对 x
轴转过一个 Thomas 角 (图中放大示意).

图 11 是与图 10 相应的时空图, 其中竖直线代表 X 系的 t 坐标线, 螺旋线代表回转仪的
世界线 G(τ). 令 p0 = G(0), p̃ = G(τ̃). 既然 {t, x, y, z} 是惯性坐标系, 其坐标基矢自然
是平移矢量场 (Minkowski 时空有绝对平移概念), 因而 (∂/∂x)a|p̃ 平行于 (∂/∂x)a|p0 , 也可
认为 (∂/∂x)a|p̃ 是 (∂/∂x)a|p0 沿 G(τ) 平移至 p̃ 点的结果. 又因 wa|p0 = (∂/∂x)a|p0 , 若
wa 也沿 G(τ) 平移, 则 wa|p̃ = (∂/∂x)a|p̃. 然而事实上 wa 沿 G(τ) 费移, 而对非测地线而
言 Dτ/dτ 6= D/dτ , 所以我们猜想 wa|p̃ 6= (∂/∂x)a|p̃ [两者都是 G(τ) 在 p̃ 点的空间单位矢
量, 但空间方向不同]. 不过仔细想来也并非如此简单, 因为能肯定的只是 wa 和 (∂/∂x)a

是 G(τ) 上两个不等的矢量场, 由它们在 p0 点相等尚难断定它们在 p̃ 点一定不等. 如果
把 G(τ) 分成许多小段并逐段讨论, 则又因为 wa 是 G(τ) 上的空间矢量场而 (∂/∂x)a 不
是, 要在一点上判断它们是否同向也有待仔细讨论. 为了获取明确结论并求得 Thomas 进
动的定量结果, 我们借助于计算.
回转仪世界线在实验室系 {t, x, y, z} 的参数式为

t = γτ, x = R cosωγτ, y = R sinωγτ, z = 0, (G-9-39)
3用于原子物理时, G(τ) 是绕核转动的电子的世界线, wa 是与其自旋角动量同向的单位矢量, 因库仑力

无力矩而沿世界线费移.
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t

p0 = G(0)

p̃ = G(τ̃)
螺旋线: 世界线 G(τ)竖直线: t 坐标线

图 11: 与图 10 相应的时空图 (示意). 竖直线代表 X 系的 t 坐标线, 螺旋线代表回转仪的
世界线 G(τ); 回转仪沿圆周运动一圈后回到同一空间位置, 故螺旋线在 p̃ = G(τ̃) 处的空
间坐标与 p0 = G(0) 相同.

其中 R 与 ω 分别为转盘半径和角速率, γ = (1 − ω2R2)−1/2. 回转仪 4 速 Za = (∂/∂τ)a

的坐标分量为

Zµ(τ) = dxµ

dτ
= (γ,−Rωγ sinωγτ,Rωγ cosωγτ, 0), (G-9-40)

其 4 加速 Aa = Zb∂bZ
a 的坐标分量为

Aµ(τ) = dZµ

dτ
= (0,−Rω2γ2 cosωγτ,−Rω2γ2 sinωγτ, 0), (G-9-41)

于是由 wa 沿 G(τ) 费移得

0 = Dτw
a

dτ
= Dwa

dτ
+ (AaZb − AbZa)wb = Dwa

dτ
+ ZaRω2γ2(w1 cosωγτ + w2 sinωγτ),

其中 w1 和 w2 是 wb 的坐标分量. 由此可得微分方程组

dw0

dτ
= −Rω2γ3(w1 cosωγτ + w2 sinωγτ), (G-9-42a)

dw1

dτ
= R2ω3γ3 sinωγτ(w1 cosωγτ + w2 sinωγτ), (G-9-42b)

dw2

dτ
= −R2ω3γ3 cosωγτ(w1 cosωγτ + w2 sinωγτ), (G-9-42c)

dw3

dτ
= 0. (G-9-42d)

上列常微分方程组在初始条件 w1(0) = 1, w0(0) = w2(0) = w3(0) = 0 下的解为 (改用实
验室系的时间坐标 t 为自变量)4

w0(t) = −Rωγ sinωt, (G-9-43a)
4作为 G(τ) 上的场, wa(τ) 天生是 τ 的函数. 在 G(τ) 上有 t = γτ , 故 wa 又可看作 t 的函数. 但

wa 作为 τ 的函数和作为 t 的函数有不同函数关系. 把 wa(τ) 中的 wa 当作函数关系, 则前面写 wa(t) [如
式(G-9-43a)–(G-9-43d)] 是马虎的. 现在为清晰起见写成 wa(γ−1t).
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w1(t) = cosωt cosωγt+ γ sinωt sinωγt, (G-9-43b)
w2(t) = sinωt cosωγt+ γ cosωt sinωγt, (G-9-43c)

w3(t) = 0. (G-9-43d)

w0(t) 的存在是为保证 wa(t) 是 G(τ) 上的空间矢量, 它使讨论变得复杂. 为消除 w0(t) 并
清晰地看出 wa(t)的转动情况, 可改用特定的瞬时静止惯性坐标系 X̄ 代替实验室系 X 看
问题. 设 p′ 是 G(τ) 上任一点, 回转仪在 p′ 时相对于 X 系的 3 速为 v̄, 则定义 p′ 点的 X̄
系为 X̄ = B(v̄)X. 我们关心的是 X 系观测到的 wa 的空间方向的变化, 而伪转动 “保持”
空间坐标轴的方向, 所以 X̄ 系可看作 X 系 “派驻在 p′ 点的代表”. wa(t) 在 X̄,X 系的分
量 w̄µ(t), wµ(t) 的关系为

w̄µ(t) = Bµ
ν (v̄)wν(t), (G-9-44)

利用矩阵 B(v̄) 的式(G-9-5′) 便可从 wν(t) 的表达式(G-9-43a)– (G-9-43d) 求得 (习题)
w̄µ(t) 的如下表达式:

w̄0(t) = w̄3(t) = 0, w̄1(t) = cos[(γ − 1)ωt], w̄2(t) = − sin[(γ − 1)ωt]. (G-9-45)

因此

wa(t) =
(
∂

∂x

)a

cos[(γ − 1)ωt] −
(
∂

∂y

)a

sin[(γ − 1)ωt]. (G-9-46)

上式有非常简明的物理意义: 由实验室系 (派驻在 p′ 的代表 X̄) 看来, wa(t) 是一个转动
着的空间矢量, 这种转动就是著名的 Thomas 进动 (Thomas precession). 上式还表明实验
室系 X 测得的 Thomas 进动角速度为

ωT = −ωT ez, 其中ez ≡ (∂/∂z)a, ωT ≡ (γ − 1)ω. (G-9-47)

问题至此已经解决, 但再从群论角度深入探讨将很有裨益. 从群论看来, Thomas 进动实
质上是速度方向不同的伪转动之积不是伪转动 (WZ 不是子群) 的表现. 先说明 wa 沿
G(τ) 费移可看作无限多个无限小的、速度方向不同的伪转动之积. 设 {(eµ)a} 是 G(τ) 上
的正交归一费移 4 标架场, 满足

(e0)a|p0 = Za|p0 , (e1)a|p0 = wa|p0 .

这一标架场使 G(τ) 的每点 p′ 都伴有一个瞬时静止惯性坐标系 X ′ ≡ {t′, x′, y′, z′}, 其原
点与实验室系 X 的原点重合, 其在每点 p′ 的坐标基矢 (∂/∂x′µ)a|p′ = (eµ)a|p′ , 特别地有
(见图 12)

(∂/∂x′1)a|p′ = (e1)a|p′ = wa|p′ .

下面证明 G(τ) 线上任意两个 (无限邻近的) 邻点 p′ 和 p′′ 的上述瞬时静止惯性坐标系 X ′

和 X ′′ 之间的关系是一个伪转动. (eµ)a 沿 G(τ) 费移等价于

0 = DF (eµ)a

dτ
= D(eµ)a

dτ
+ (AaZb − ZaAb)(eµ)b,

即
D(eµ)a

dτ
= −(AaZb − ZaAb)(eµ)b. (G-9-48)

设 p′ ≡ G(τ ′), p′′ ≡ G(τ ′′), 由式 (3-2-14) 可知在 ∆τ ≡ τ ′′ − τ ′ 很小时有

(ēµ)a|p′′ − (eµ)a|p′

∆τ
∼=
D(eµ)a

dτ

∣∣∣∣∣
p′

= −[(AaZb − ZaAb)(eµ)b]|p′ , (G-9-49)
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[第二步用到式(G-9-48).] 其中 (ēµ)a|p′′ 是把 (eµ)a|p′ 平移至 p′′ 点的结果. 由上式又得

(ēµ)a|p′′ ∼= (eµ)a|p′ + [(ZaAb − AaZb)(eµ)b]|p′∆τ. (G-9-50)

因为 (eµ)a|p′ 是 p′ 点的瞬时静止惯性坐标系 X ′ 的坐标基矢场 (∂/∂x′µ)a 在 p′ 点的值, 即
(eµ)a|p′ = (∂/∂x′µ)a|p′ , 而 (ēµ)a|p′′ 则是 p′′ 点的瞬时静止惯性坐标系 X ′′ 的坐标基矢场
(∂/∂x′′µ)a 在 p′′ 点的值, 所以式(G-9-50) 可表为(

∂

∂x′′µ

)a ∣∣∣∣∣
p′′

∼=
(

∂

∂x′µ

)a ∣∣∣∣∣
p′

+
[
(ZaAb − AaZb)

(
∂

∂x′µ

)
b

] ∣∣∣∣∣
p′

∆τ. (G-9-51)

于是 (
∂

∂t′′

)a ∣∣∣∣∣
p′′

∼=
(
∂

∂t′

)a ∣∣∣∣∣
p′

+ A′i
(

∂

∂x′i

)a ∣∣∣∣∣
p′

∆τ, [A′i 是Aa 在(∂/∂x′i)a 的分量]

(
∂

∂x′i

)a ∣∣∣∣∣
p′′

∼=
(
∂

∂t′

)a ∣∣∣∣∣
p′
A′i∆τ +

(
∂

∂x′i

)a ∣∣∣∣∣
p′
, i = 1, 2, 3,

可见 p′ 和 p′′ 的瞬时静止惯性坐标系 X ′ 和 X ′′ 的坐标基矢之间的变换关系为
(∂/∂t′′)a

(∂/∂x′′1)a

(∂/∂x′′2)a

(∂/∂x′′3)a


∼=


1 A′1∆τ A′2∆τ A′3∆τ

A′1∆τ 1 0 0
A′2∆τ 0 1 0
A′3∆τ 0 0 1




(∂/∂t′)a

(∂/∂x′1)a

(∂/∂x′2)a

(∂/∂x′3)a

 . (G-9-52)

上式只对无限小的 ∆τ 才准确成立. 以 F 代表上式右边的 4 × 4矩阵. 因为两系坐标之间
的变换矩阵等于坐标基矢之间的变换矩阵的转置之道, 所以 p′ 和 p′′ 的瞬时静止惯性坐标
系 X ′ ≡ {t′, x′, y′, z′} 和 X ′′ ≡ {t′′, x′′, y′′, z′′} 之间的关系为

X ′′ = F−1X ′. (G-9-53)

不难验证, 在略去 ∆τ 2 后有

F−1 ∼=


1 −A′1∆τ −A′2∆τ −A′3∆τ

−A′1∆τ 1 0 0
−A′2∆τ 0 1 0
−A′3∆τ 0 0 1

 . (G-9-54)

根据命题 6-3-6, 回转仪在 p′ 时刻的 4 加速 Aa 等于它相对于 X ′ 系的 3 加速, 故 A′i∆τ
在一阶近似下等于 X ′′ 系相对于 X ′ 系的 3 速 (记作 ∆v) 的 i 分量 (∆v)i (当 p′′ 无限接
近 p′ 时 ∆τ ∼= ∆t′). 由式(G-9-5) 可知在只保留 |∆v| 的一阶项时有

B(∆v) ∼=


1 −(∆v)1 −(∆v)2 −(∆v)3

−(∆v)1 1 0 0
−(∆v)2 0 1 0
−(∆v)3 0 0 1


∼= F−1. (G-9-55)
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G(τ)

p′

(e0)a = Za

(e1)a = wa(e2)a

(e3)a

瞬时静止系 X ′

图 12: 瞬时静止惯性坐标系. 沿世界线 G(τ) 的费移正交归一 4 标架场 {(eµ)a} 使
每点 p′ 伴有一个瞬时静止惯性坐标系 X ′, 其坐标基矢 (∂/∂x′µ)a|p′ = (eµ)a|p′ , 特别地
(∂/∂x′1)a|p′ = (e1)a|p′ = wa|p′ ; (e0)a 沿世界线切向, (e2)a, (e3)a 张成横向空间.

所以
X ′′ ∼= B(∆v)X ′. (G-9-53′)

可见 G(τ) 在任意两个 (无限邻近的) 邻点的瞬时静止惯性坐标系由一个无限小伪转动相
联系, 费移可看作无限多个无限小伪转动的相继作用.
为了从群论角度求得实验室系 X ≡ {t, x, y, z} 测得的 Thomas 进动角速度, 有必要在 p′

和 p′′ 的瞬时静止惯性参考系内分别再选定一个特别的惯性坐标系, 记作 X̄ 和 ¯̄X, 定义为

X̄ = B(v̄)X, B(v̄) ∈ WZ, (G-9-56)

¯̄X = B(v̄ + δv̄)X, B(v̄ + δv̄) ∈ WZ, (G-9-57)
其中 v̄ 和 v̄ + δv̄ 分别是回转仪在 p′ 和 p′′ 时相对于 X 系的 3 速. 因为伪转动 “保持” x
轴的方向, 所以 X̄ 和 ¯̄X 系可分别看作 “X 系在 p′ 和 p′′ 点的代表”. 如果 G(τ) 的某空间
矢量场在 p′ 点与 x̄ 轴平行, 在 p′′ 点与 ¯̄x 轴平行, 则 X 系认为它的空间方向在 p′ 时刻不
变, 即无空间转动 (在本节注 3 带引号的意义下). 然而, 沿线费移的 wa 的表现并非如此.
由式(G-9-56) 和(G-9-57) 得

¯̄X ≡ B(v̄ + δv̄)B−1(v̄)X̄ = B(v̄ + δv̄)B(−v̄)X̄. (G-9-58)

令
Λ ≡ B(v̄ + δv̄)B(−v̄), (G-9-59)

则
¯̄X = ΛX̄. (G-9-58′)

矩阵计算表明 [见 Jackson (1975)], 在只保留 δv̄ 的一阶项时有 (这是 “方向不同的伪转动
之积不是伪转动” 的实例)

Λ = R(∆Ω)B(∆v), (G-9-60)
其中

∆v = ¯̄X 系相对于X̄ 系的 3 速,5 (G.9.3)
5请注意 ∆v 6= (v̄ + δv̄) − v̄ = δv̄. 读者可用相对论速度合成公式证明 ∆v = γ2δv̄‖ + γδv̄⊥, 其中 δv̄‖

和 δv̄⊥ 分别是 δv̄ 平行和垂直于 v̄ 的分量. 现在讨论的是圆周运动, 有 δv̄ ⊥ v̄, 故 ∆v = γδv̄.
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∆Ω = γ2

γ + 1
v̄ × δv̄, (G-9-62)

而 R(∆Ω) ∈ ZD 则代表把坐标轴以矢量 ∆Ω 为轴转角度 |∆Ω| 所导致的坐标变换的矩
阵. 为求得 p′ 时的瞬时转动角速度, 不妨设 wa 在 p′ 点与 x̄ 轴同向, (为此只须调整 wa

的初始方向, 不再要求 wa|p0 与 x 轴同向.) 这导致 X ′ 系与 X̄ 系相同, 于是

¯̄X = R(∆Ω)B(∆v)X ′ = R(∆Ω)X ′′ [其中第二步用到式(G-9-53′)], 因而

X ′′ = R(−∆Ω) ¯̄X. (G-9-63)
注意到 (∂/∂x′′)a|p′′ = wa|p′′ , 而实验室系 X 认为 (∂/∂x̄)a|p′′ 代表 “如果 wa 不转” 的
wa|p′′ , 可知 X ′′ = R(−∆Ω) ¯̄X 表明 X 系认为 wa 在从 p′ 到 p′′ 的过程中做了 (有向) 角度
为 −∆Ω 的空间转动. 再以 δt 代表 X 系测得的此过程的时间, 便得 Thomas 进动角速度

ωT = − lim
δt→0

∆Ω
δt

= γ2

γ + 1
a × v̄, (G-9-64)

其中 a = limδt→0 δv̄/δt 是回转仪在 p′ 时刻相对于实验室系的 3 加速. 不难验证这一 ωT
与式(G-9-47) 的 ωT 一致.
以上是用 4维语言及费移术语对 Thomas进动的讨论. Thomas当年借助于对相继伪转动
的计算, 首次指出电子的静止坐标系 (本书的带撇系) 在运动过程中 (例如从 X ′ 系列 X ′′

系)相对于 X 系出现附加转动 (静止系空间坐标轴的空间转动),使电子自旋角动量 (本书
的 wa) 有了一个牵连角速度 ωT, 从而克服了在原子物理发展早期一度出现过的困难.
本小节主要参考文献: Misner et al. (1973); Goldstein (1980); Jackson (1975); Eisberg and
Resnick (1985).
最后谈一点笔者的看法. 本小节开头第二段曾问: “从实验室系 X 看来, 设 wa 在 τ = 0
时与 (∂/∂x)a 同向, 在 τ = τ̃ 时还同向吗?” 作为时空矢量, wa|p 不是 X 系的空间矢量
[w0(t) 6= 0],它与空间矢量 (∂/∂x)a 同向与否的问题并无意义. 要使 wa|p [更一般地, wa(t)]
的 “空间方向” 有意义, 先要定义一个把 wa(t) 变为 X 系的空间矢量 [记作 w̃a(t)] 的映
射. 这一定义当然应当尽量自然, 但 “自然” 一词本来就有一定的含糊性, 所以映射可以
不止一种. 前面的 “代表法” 就是其一: 设 X̄ 是 X 系派驻在 p′ 点的代表, w̄ 是 wa|p′ 在
X̄ 系的分量, 则 wa|p′ 的像就定义为 w̄i(∂/∂xi)a. 这是实验室参考系 R 的空间矢量, 而
且可以证明它与实验室坐标系 X 的选择无关. 但也存在其他的 “自然” 定义, 例如可把
wa(t) 在 X 系的同时面的投影定义为 w̃a(t), 即认为 G(τ) 线上存在 X 系的空间矢量场
w̃a(t) = w̃i(t)(∂/∂xi)a, 其分量 w̃i(t) 就是式(G-9-43a)– (G-9-43d) 的 wi(t), 其中非零的两
个为

w̃1(t) = cosωt cosωγt+ γ sinωt sinωγt = cos[(γ − 1)ωt] + (γ − 1) sinωt sinωγt,
w̃2(t) = sinωt cosωγt− γ cosωt sinωγt = − sin[(γ − 1)ωt] − (γ − 1) cosωt sinωγt.

(G-9-65)

于是

w̃a(t) =
{(

∂

∂x

)a

cos[(γ − 1)ωt] −
(
∂

∂y

)a

sin[(γ − 1)ωt]
}

+
{

(γ − 1) sinωγt
[(

∂

∂x

)a

sinωt−
(
∂

∂y

)a

cosωt
]}

. (G-9-66)
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上式与代表法的结果的区别在于多了第二大项, 该项方括号内代表以 ω 为角速的转动, 但
方括号前的 “振幅” 也随 t 做周期性变化, 导致时间段 0 < ωt < π 内与 π < ωt < 2π 内
的转动方向相反, 因而在一个周期 t = 2π/ω 内有很大程度的抵消. 如果所关心的物理问
题不是每一时刻或每一周期而是 (例如) 十倍甚至百倍周期方可显效, 则由于振幅中因子
sinωγt 的最大值为 1, 第二大项的时间平均就可忽略. 此外, 振幅中的因子 γ − 1 在许多
情况下远小于 1 [例如处于最低能态的氢原子的电子的 (γ − 1) ∼ 10−5], 只此就能被第一
大项忽略. 不过, 无论如何, 至少从理论的角度看, 这种做法 (简称投影法) 与代表法的结
果毕竟不同. 于是出现问题: 哪种映射才符合物理实在? 以下纯粹是笔者的认识, 未见文
献依据. 要回答这一问题, 先要弄清物理学的一个最基本的问题: 在用实验检验理论时,
如何保证仪器所给出的一堆数 (或曲线) 真的代表理论中的各该量? 反过来说, 在用理论
解释实验 (观测) 结果时, 如何保证理论上的各量真的代表实验中的各该量? 例如, 在解释
水星近日点进动时, 很自然地用 Schwarzschild坐标 r, θ, φ作为水星的径 (角)向位置的标
志. 然而坐标是人为定义的, 为什么 Schwarzschild 坐标的确代表用天文手段观测到的水
星的径 (角) 向位置? 只有对天文观测的细节以及对广义相对论都非常熟悉的人才可给出
明确的回答 (证明). 又如, 人们熟悉的钟慢效应是动钟慢于静钟, 读数之比为 γ−1, 与这一
理论结果相应的实验安排涉及一个动钟两个静钟 (图 6-15). 但若只用两钟 (一静一动) 并
约定静钟观看者在两钟相遇时左眼看静钟右眼看动钟 (图 6-19), 则读数之比不再是 γ−1.
甚至还存在这样的实验安排 (图 6-20),静钟观看者发现动钟较快! 每种理论结果对应于一
种实验安排, 不可张冠李戴. 再看一个与 Thomas 进动更为接近的例子——尺缩效应. 从
理论上说, 设尺子相对于 X 系匀速平动, 首先要给 “动尺长” 下个定义. 最自然的定义是:
在 X 系的某一时刻同时记下动尺头尾的位置 (X 系的两个空间点), 它们的空间距离就定
义为动尺长. 翻译成 4维语言, 就是把 X 系的同时面与尺子世界面的交线作为动尺, 其长
度就定义为动尺长. 结论是动尺长只有静尺长的 γ−1 倍. 粒子物理学中对大量高速粒子
的实验都证实了这一结论, 重要的是每个实验所测得的 “动尺长” 的确是理论所定义的那
个动尺长. 与尺长问题相较, Thomas 进动问题由于关心动尺的空间方向以及回转仪作非
惯性运动而复杂得多, 存在不止一种的、都很 “自然”的定义. 为了回答 “在同实验对比时
该用哪个定义” 的问题, 必须弄清实验的具体详尽的细节, 从而确定仪器的读数所反映的
是哪一个定义的空间方向. 定义并无对错之分, 但存在哪个定义才是实验所测得的对象这
一微妙问题 (不可张冠李戴). 除了代表法和投影法外, 笔者认为至少还有一种很自然的、
未在文献上见过的映射定义, 介绍如下.
把回转仪轴看作长为 l 的短尺, 尺的每点看作一个观者, 以线长参数 s 标志, 其世界线记
作 γs(τ) (τ 为固有时), 尺头尺尾依次为 γ0(τ) = G(τ) 和 γl(τ). 所有 γs(τ) 铺出短尺的世
界面 S . 选横向曲线 µ(s)使 µ(0) = γ0(0), 且曲线在 µ(s)点的切矢等于 wa(0). 约定每一
γs(τ) 与 µ(s) 的交点为 τ 的零点, 则 S 上有 2 维坐标系 {s, τ}. 把基矢场 Za ≡ (∂/∂τ)a

和 ηa ≡ (∂/∂s)a 在点 (s, τ) ∈ S 的值记作 Za(s, τ) 和 ηa(s, τ), 则 ηa(0, τ) 可作正交分解:

ηa(0, τ) = a(τ)Za(0, τ) + b(τ)wa(τ), (G-9-67)

可见 b(τ)wa(τ) 是 G(τ) 的一个邻居. 上式可用 X 系的坐标基矢展开为

ηa(0, τ) = [a(τ)Zµ(0, τ) + b(τ)wµ(τ)]
(
∂

∂xµ

)a ∣∣∣∣∣
G(τ)

, (G-9-68)

其中 Zµ(0, τ) 就是式(G-9-40) 的 Zµ(τ), 而 wµ(τ) 则由式(G-9-43a)–(G-9-43d) 给出 [例如
w0(τ) = −Rωγ sin γ2ωτ ]. 因 S 的每点可用 s, τ 刻画, 故该点在 X 系的坐标 xµ 是 s, τ
的函数, 记作 xµ(s, τ), 称为 S 的参数式, 于是可从式(G-9-68) 读出

∂xµ(s, τ)
∂s

∣∣∣∣∣
s=0

= a(τ)Zµ(0, τ) + b(τ)wµ(τ), (G-9-69)
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借此可将 xµ(s, τ) 在 s = 0 附近展开为

xµ(s, τ) = xµ(0, τ) + s[a(τ)Zµ(0, τ) + b(τ)wµ(τ)] +O(s2). (G-9-70)

由式(G-9-39) 及(G-9-40) 可知上式中在 µ = 0 时给出

t(s, τ) = γτ + s[a(τ)γ + b(τ)w0(τ)] +O(s2). (G-9-71)

Za 的类时性保证 ∂t(s, τ)/∂τ > 0, 故可从上式反解出 τ = τ(s, t), 于是 S 的参数式又可
写成 xi(s, τ) = xi(s, τ(s, t)),这其实就是 2维面 S 与等 t面的截线方程. 以 xi

0(t)和 xi
l(t)

简记短尺头尾的空间坐标, 则

xi
l(t) − xi

0(t) = xi(l, τ(l, t)) − xi(0, τ(0, t)) = l
∂xi(s, τ(s, t))

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

+O(l2)

= l

 ∂xi(s, τ)
∂s

∣∣∣∣∣
s=0,τ=γ−1t

+ ∂xi(0, τ)
∂τ

∣∣∣∣∣
τ=γ−1t

∂τ(s, t)
∂s

∣∣∣∣∣
s=0

+O(l2)

= l

[
a(τ)Zi(0, γ−1t) + b(γ−1t)wi(γ−1t) + Zi(0, γ−1t)∂τ(s, t)

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

]
+O(l2).

(G-9-72)

其中最末一步用到式(G-9-70). 把 τ = τ(s, t) 代入式(G-9-71), 则左边不是 s 的函数 (就是
t), 两边对 s 求偏导并在 s = 0 取值得

∂τ(s, t)/∂s|s=0 = −a(γ−1t) − γ−1b(γ−1t)w0(γ−1t),

代入式(G-9-72) 得

xi
l(t) − xi

0(t) = lb(γ−1t)[wi(γ−1t) − γ−1Zi(0, γ−1t)w0(γ−1t)] +O(l2). (G-9-73)

w̃i(t) 本应定义为 [xi
l(t) − xi

0(t)]/l 的极限, 但因只关心方向, 可略去因子 b(γ−1t), 即定义

w̃i(t) ≡ b(γ−1t)−1 lim
l→0

xi
l(t) − xi

0(t)
l

.

以式(G-9-72), (G-9-40) 及(G-9-43a)–(G-9-43d) 代入便得 w̃3(t) = 0 和

w̃1(t) = cosωt cosωγt+ γ−1 sinωt sinωγt = cos[(γ − 1)ωt] + (γ−1 − 1) sinωt sinωγt,
w̃2(t) = sinωt cosωγt− γ−1 cosωt sinωγt = − sin[(γ − 1)ωt] − (γ−1 − 1) cosωt sinωγt,

(G-9-74)

因而

w̃a(t) =
(
∂

∂x

)a

cos[(γ − 1)ωt] −
(
∂

∂y

)a

sin[(γ − 1)ωt]

+ (γ−1 − 1) sinωγt
[(

∂

∂x

)a

sinωt−
(
∂

∂y

)a

cosωt
]
. (G-9-75)

上式与投影法的结果 [式(G-9-66)] 的差别仅在于第二大项的振幅由 (γ − 1) sinωγt 改为
(γ−1 − 1) sinωγt. 由于同样原因, 该项在多数情况下也会被第一大项 (Thomas 项) 所忽
略.
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习题

1. 验证由式(G-1-1) 定义的 Ig : G → G 确为自同构映射.
∗2. 验证由式(G-1-2) 定义的乘法满足群乘法的要求.
2. 验证由 §G.1 定义 8 所定义的 A (G) 是群.

∗4. 试证定理 G-1-2, 即 AI(G) 是群 A (G) 的正规子群.
3. 验证由 §G.1 定义 9 所定义的 H ⋉K 是群.
4. 设 Lg : G → G 是由 g ∈ G 生成的左平移, L−1

g 是 Lg 的逆映射, 试证

L−1
g−1 = L−1

g , ∀g ∈ G.

∗7. ∀g ∈ G 定义右平移 Rg : h 7→ hg, ∀h ∈ G, 试证 Rgh = Rh ◦Rg.
∗8. 试证 [u,v] := u × v,∀u,v ∈ R3 满足 Lie 括号的条件 (见 §G.3 例 1).
∗9. 试证 [A,B] := AB −BA 满足 Lie 括号的条件 (见 §G.3 例 2).

∗10. 设 G 和 G̃ 依次是 Lie 群 G 和 G̃ 的 Lie 代数, ρ∗ : G → G̃ 是同态映射 ρ : G → G̃
在 e ∈ G 诱导的推前映射, 试证 ρ(expA) = exp(ρ∗A) ∀A ∈ G . 提示: 先用同态性
证明 ρ(exp tA) 是单参子群.

∗11. 试证式(G-5-10) 可由式(G-5-10′) 推出. 提示: 把式(G-5-10′) 的 v0, u0 之和作为
式(G-5-10′) 的 v0.

∗12. SO(2) 是阿贝尔群吗? O(2) 是阿贝尔群吗?
∗13. Lie群 SL(m) [GL(m)满足 detT = +1的子群]的 Lie代数记作 S L (m). 试证 (a)

S L (m) = {m×m 无迹实矩阵}, (b) dim SL(m) = m2 − 1.

5. (1) 试证存在连续曲线 µ : [0, 1] → GL(2) 使 µ(0) = I, µ(1) =

−1 1
0 −1

. ∗(2) 试

证 T ≡

−1 1
0 −1

 ∈ GL(2) 不属于 Lie 群 GL(2) 的任一单参子群. 提示: 假定存在

矩阵 A =

a b

c d

 使 T = Exp(A), (a) 证明 c 6= 0, (b) 把 An (A 的 n 次方) 记作

An =

an bn

cn dn

, 证明 ∃tn ∈ R 使 bn = tncn, cn = ctn, (c) 由 (b) 推出矛盾.

6. 补证定理 G-5-11 证明中的等式 D = Exp(iΦ).
7. 试用 Lie 括号所满足的 Jacobi 恒等式证明定理 G-6-1 的 (b).
8. 试证 §G.6 例 1 中的¬和­.
9. 试证 §G.7 例 4 的结论, 即 ξ̄ = −Ā.
10. 设 G 是矩阵 Lie 群, 试证 ∀A ∈ G , g ∈ G 有 A dgA = gAg−1. (右边是 3 个矩阵的
连乘积. 当 G 不是矩阵群时 gAg−1 无意义, 因为 Lie 群元 g 与 Lie 代数元 B 之积
没有定义.)

11. 设 G 和 G̃ 依次是 Lie 群 G 和 G̃ 的 Lie 代数, ρ∗ : G → G̃ 是同态映射 ρ : G → G̃
在 e ∈ G 诱导的推前映射, 试证 (a) ρ∗A dgA = A dρ(g)ρ∗A, ∀g ∈ G,A ∈ G . (b)
ρ∗((Lg−1)∗X) = Lρ(g)−1ρ∗X, ∀g ∈ G,X ∈ Vg (g 点的切空间), L 代表左平移.
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12. 试证式(G-8-14) 和(G-8-16).
∗22. 设 e 是 Lie 群 G 的恒等元, g ∈ G, 则映射 A dg : Ve → Ve 可延拓为

A dg : F0(1, 0) → F0(1, 0) [F0(1, 0) 代表G 上光滑矢量场的集合],

定义为 (A dgĀ)h ≡ Lg∗(Āh′) ∀Ā ∈ F0(1, 0), h ∈ G, 其中 h′ ≡ g−1hg. 试证: 若 Ā
是相应于 A ∈ Ve 的左不变矢量场, 则 A dgĀ 是相应于 A dgA ∈ Ve 的左不变矢量
场. 提示: 只须证明 (A dgĀ)h = Lh∗(A dgA),∀h ∈ G, 为此可利用 Ig = Lg ◦ Rg−1 ,
其中 R 代表右平移 (见习题 7).

13. 设 G 是 Lie 群 G 的 Lie 代数, g ∈ G, 试证 A dg : G → G 是 Lie 代数同构. 提示:
Ig : G → G 是微分同胚保证 A dg : G → G 是矢量空间同构 (见第 4 章习题 4), 故
只须补证 A dg : G → G 保 Lie 括号, 即 A dg[A,B] = [A dgA,A dgB]. 由第 4 章
习题 6 可知 A dg[Ā, B̄] = [A dgĀ,A dgB̄], 再用习题 22 的结论以及 Ā, B̄ ∈ L ⇒
[Ā, B̄] ∈ L 便可.

14. 完成定理 G-9-4 证明中留作习题的一步, 即从 R = B(−v)Λ 出发证明式(G-9-14).
15. 定理 G-9-4 中分解唯一性的另一证明的思路如下: 由 B(v)R = B(v′)R′ 得

I = B(−v)B(v′)R′R−1 = B(−v)B(v′)R̃, (其中R̃ ≡ R′R−1 ∈ ZD)

故 R̃−1 = B(−v)B(v′). 此式的 00 分量给出 1 = B0
µ(−v)Bµ

0 (v′) = γγ′(1 − v · v′).
试证 (作为本题) 上式当且仅当 v = v′ 时成立, 可见 B(v) = B(v′), 从而又有
R′ = R.

80



梁灿彬 Lie 群和 Lie 代数讲义-原文 固有 Lorentz 群和 Lorentz 代数

中册符号一览表

关于惯例的说明以及上册符号的一览表见上册的惯例与符号.下面是出现在中册 (而不出
现在上册) 的符号的一览表.

• I+(p): p 点的编时未来. 首次出现于 §11.1.
• I+(p, U): p 点相对于邻域 U 的编时未来. 首次出现于 §11.1.
• I+(S): 子集 S 的编时未来. 首次出现于 §11.1.
• J+(p): p 点的因果未来. 首次出现于 §11.1.
• J+(S): 子集 S 的因果未来. 首次出现于 §11.1.
• D+(S): 子集 S 的未来依赖域. 首次出现于 §11.4.
• H+(S): 子集 S 的未来柯西视界. 首次出现于 §11.5.
• i+: 未来类时无限远. 首次出现于 §12.2.
• i0: 未来类空无限远. 首次出现于 §12.2.
• I +: 未来类光无限远. 首次出现于 §12.2.
• 把以上符号中的 + 改为 − 相当于把未来改为过去.
• L T a···b···: L T a···b··· 的空间投影. 出现于 §14.4.
• Da: 与空间诱导度规 hab 适配的导数算符, 首次出现于式 (12-7-8), 详见 §14.4.
• C[a, b]: 定义见小节 B.1.1 例 1.
• L2[a, b]: 定义见式 (B-1-2).
• L2(Rn): 定义见式 (B-1-3).
• (·, ·): 内积. 定义见小节 B.1.1 定义 1.
• A#: 算符 A 的对偶算符. 定义见式 (B-1-16).
• A†: 算符 A 的伴随算符. 定义见式 (B-1-18). 无界算符 A 的 A† 见 §B.2.
• H ⋉K: 群 H 和 K 的半直积群. 定义见 §G.1 定义 9.
• L↑

+, L
↓
+, L

↑
−, L

↓
−: 定义见小节 G.5.3.
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