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导言

十九世纪下半叶, Lie发起了把 “连续变换群” 纳入代数与几何研究的纲领: 一个连续对称
性族不应当只被当作一组变换, 而应当自身成为一个研究对象. 这个对象今天称为 Lie 群
(Lie group), 它同时是群与光滑流形; 在恒等元附近, 一个 Lie 群的全部信息浓缩为它的
切空间上一个代数结构, 即 Lie 代数 (Lie algebra). 群与代数的这一对应使 “局部对称性”
成为可计算的对象, 也使得 “对称性 → 无穷小生成元 → 守恒量” 的链条成为贯穿经典力
学, 广义相对论与量子力学的统一主线.
本讲整理自梁灿彬《微分几何入门与广义相对论》附录 G 的《Lie 群和 Lie 代数》, 但在
数学上做了大幅度的严谨化, 并把理论延伸进量子力学的连续对称性. 梁老师的叙述以物
理图像见长,本书保留这一长处,同时补齐原文留给读者或直接引证的证明. 具体地,本讲
的数学基础取自两份讲义: 抽象代数讲义提供群, 同态, 商群与群作用等代数地基; 微分流
形讲义提供流形, 切空间, 矢量场, 对易子与流等几何地基. 在此基础上, 我们把 Lie 群的
下列命题逐一严格证明: 左不变矢量场与恒等元处切空间的同构, 左不变矢量场的完备性
(即任一左不变矢量场都生成一个全局定义的单参子群), 单参子群与积分曲线的等价, 指
数映射的性质, 矩阵 Lie 群 Lie 代数的刻画, 伴随表示与 Killing 型的基本定理, 以及正规
子群与理想的对偶. 原文中模糊或省略的关键步骤——例如矢量场对易子满足 Jacobi 恒
等式的验证, 切映射的链式法则, 局部流与全局流的区分——在这里都给出自足的处理.
本讲与量子力学的关系是内容上的, 而非装饰性的. 量子力学中连续对称性由 Hilbert 空
间上的幺正算符实现: 空间平移由动量生成, 空间转动由角动量生成, 时间平移由能量生
成. 这三个事实分别是空间均匀性, 空间各向同性, 时间均匀性的量子表述, 而 “生成元
是自伴算符” 正是 Stone 定理的内容. 本讲在建立一般的 Lie 群 Lie 代数理论之后, 专辟
一部分系统地讨论这一量子连续对称性图景: Wigner 定理, Stone 定理, 平移与动量, 转
动与角动量, 时间平移与能量, 以及量子 Noether 定理. 这一部分以《空间平移与动量守
恒》《空间转动与角动量守恒》两讲和《量子力学形式理论》的素材为蓝本,但置于 Lie群
Lie 代数的统一框架之内.
全讲共八部分. 第一部分 (第 1-4 节) 建立抽象代数基础; 第二部分 (第 5-8 节) 建立光滑
流形与矢量场基础; 第三部分 (第 9-13 节) 引入 Lie 群, 左不变矢量场, Lie 代数, 单参子
群与指数映射; 第四部分 (第 14-18 节) 系统研究矩阵 Lie 群及其 Lie 代数; 第五部分 (第
19-22 节) 讨论 Lie 代数的结构常数, Lie 变换群, 伴随表示与 Killing 型; 第六部分 (第 23
节) 介绍表示论初步, 为量子部分铺路; 第七部分 (第 24-29 节) 是量子力学中的连续对称
性; 第八部分 (第 30-33 节) 回到 Lorentz 群与 Poincaré 代数, 用前几部分的语言重新刻
画, 并衔接相对论性自旋. 每部分的开始都有内容概要, 读者可按图索骥.
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Part I

抽象代数基础

Lie 群首先是群, 因此本部分先建立群论的严格基础. 我们从群
与子群出发, 经过陪集与 Lagrange 定理, 到达同态, 正规子群
与商群, 再借助群作用把轨道与稳定子的思想纳入框架, 最后
讨论直积, 半直积与自同构群. 半直积将是第 17 节欧氏群与
Poincaré 群的结构工具, 而群作用将直接推广为第 20 节的 Lie
变换群.

内容概要

• 掌握群, 子群, 陪集, Lagrange 定理与循环群等基本概念及完整证明.

• 掌握同态, 同构, 核, 正规子群, 商群与同构定理.

• 掌握群作用, 轨道与稳定子, 以及直积, 半直积与自同构群.



Lie 群 Lie 代数与连续对称性 群与子群

1
群与子群

1.1 群
本讲讨论的对象是带有一个结合二元运算的集合.运算的记号我们统一用并置表示, 即把
g 与 h 的乘积记作 gh.

Def. 1 群

集合 G 连同映射 G×G → G, (g, h) 7→ gh (称为乘法), 构成一个群 (group), 若满足:
(a) 结合律: (gh)k = g(hk) 对一切 g, h, k ∈ G 成立;
(b) 单位元: 存在 e ∈ G 使 eg = ge = g 对一切 g ∈ G 成立;
(c) 逆元: 对每个 g ∈ G 存在 g−1 ∈ G 使 g−1g = gg−1 = e.

Prop. 1 单位元与逆元的唯一性

群 G 的单位元唯一; 每个 g ∈ G 的逆元唯一.

Pf 设 e 与 e′ 都是单位元, 则 e′ = ee′ = e. 设 g−1
1 与 g−1

2 都是 g 的逆元, 则

g−1
1 = g−1

1 e = g−1
1 (gg−1

2 ) = (g−1
1 g)g−1

2 = eg−1
2 = g−1

2 .

Prop. 2 消去律与基本运算规则

设 G 是群, g, h ∈ G. 则
(a) 消去律: gh = gk =⇒ h = k, 且 hg = kg =⇒ h = k;
(b) (g−1)−1 = g;
(c) (gh)−1 = h−1g−1;
(d) (gn)−1 = g−n 对一切 n ∈ N 成立.

Pf (a) 若 gh = gk, 左乘 g−1 得 h = k; 若 hg = kg, 右乘 g−1 得 h = k. (b) g−1 的逆
元 (g−1)−1 是满足 xg−1 = g−1x = e 的唯一元, 而 g 满足之. (c) 直接验证 (gh)(h−1g−1) =
g(hh−1)g−1 = geg−1 = e, 由逆元唯一性即得. (d) 是 (c) 的重复应用.

Def. 2 群的阶与元素的阶

群 G 的元素个数 (作为集合的基数) 称为 G 的阶, 记作 |G|; 有限阶群称为有限群. 对
g ∈ G, 使 gn = e 成立的最小正整数 n 称为 g 的阶, 记作 |g|; 若这样的 n 不存在, 则
称 g 为无限阶, 记作 |g| = ∞.

9
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Def. 3 子群

群 G 的非空子集 H 称为 G 的子群 (subgroup), 记作 H ≤ G, 若 H 在 G 的乘法下自
身成群, 即 H 对乘法封闭, 含 G 的单位元, 且对 h ∈ H 有 h−1 ∈ H.

Thm. 1 子群判定

群 G 的非空子集 H 是子群, 当且仅当

a, b ∈ H =⇒ ab−1 ∈ H. (1.1)

Pf 若 H 是子群, 则 b−1 ∈ H, 故 ab−1 ∈ H. 反之设式(1.1) 成立. 取 a ∈ H (非空), 取
b = a 得 e = aa−1 ∈ H; 对任意 b ∈ H, 取 a = e 得 b−1 = eb−1 ∈ H; 再对任意 a, b ∈ H,
由 b−1 ∈ H 得 ab = a(b−1)−1 ∈ H. 结合律在 G 中成立, 故 H 是子群.

Def. 4 生成子群

设 S 是群 G 的子集. G 中所有含 S 的子群之交仍是子群 (交非空因为 G 自身含 S),
称为由 S 生成的子群, 记作 〈S〉. 若 〈S〉 = G, 则称 S 生成 G.

由定义, 〈S〉 是含 S 的最小 G 的子群; 显式地, 〈S〉 恰由 S 中元素及其逆元的一切有限乘
积组成.

1.2 陪集与 Lagrange定理

Def. 5 陪集

设 H ≤ G, g ∈ G. 集合 gH := {gh | h ∈ H} 称为 H 的含 g 的左陪集 (left coset),
Hg := {hg | h ∈ H} 称为右陪集.

Prop. 3 陪集相等判据

设 H ≤ G, a, b ∈ G. 则

aH = bH ⇐⇒ a−1b ∈ H, Ha = Hb ⇐⇒ ab−1 ∈ H.

Pf 若 aH = bH, 则 b = be ∈ bH = aH, 故存在 h ∈ H 使 b = ah, 即 a−1b = h ∈ H. 反
之若 a−1b = h ∈ H, 则 b = ah, 于是对任意 h′ ∈ H 有 bh′ = a(hh′) ∈ aH, 故 bH ⊆ aH;
对称地 aH ⊆ bH. 右陪集的证明同理.

Prop. 4 陪集划分

设 H ≤ G. 定义 G 上的关系 ∼ 为 a ∼ b ⇐⇒ a−1b ∈ H. 则 ∼ 是等价关系, 其等价
类恰是左陪集 aH; 从而 G 是两两不相交的左陪集之并, 且每个左陪集与 H 等势.

Pf 反身性: a−1a = e ∈ H. 对称性: a−1b ∈ H 蕴含 b−1a = (a−1b)−1 ∈ H. 传递性:
a−1b, b−1c ∈ H 蕴含 a−1c = (a−1b)(b−1c) ∈ H. 于是 G 被划分为等价类; a 的等价类是
{b | a−1b ∈ H} = {ah | h ∈ H} = aH. 映射 H → aH, h 7→ ah 是双射 (由消去律是单射,
由陪集定义是满射), 故 |aH| = |H|.

10
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Def. 6 指数

左陪集的个数称为子群 H 在 G 中的指数 (index), 记作 [G : H] (左陪集与右陪集个数
相等, 映射 gH 7→ Hg−1 给出双射).

Thm. 2 Lagrange 定理

设 G 是有限群, H ≤ G. 则
|G| = [G : H] · |H|. (1.2)

Pf 由陪集划分, G 是 [G : H] 个两两不相交的左陪集的并, 每个左陪集含 |H| 个元素,
故 |G| = [G : H]|H|.

Cor. 1
设 G 是有限群, g ∈ G, H ≤ G. 则
(a) |g| | |G|, 从而 g|G| = e;
(b) 素数阶群必为循环群;
(c) [G : K] = [G : H][H : K] 对 K ≤ H ≤ G 成立.

Pf (a) 循环子群 〈g〉 的阶恰为 |g|, 由 Lagrange 定理 |g| | |G|. (b) 素数 p 阶群的任一非
单位元 g 满足 |g| | p且 |g| > 1, 故 |g| = p = |G|, 即 〈g〉 = G. (c)由式(1.2)直接相除.

1.3 循环群

Def. 7 循环群

若群 G 中存在元素 g 使 G = 〈g〉 = {gk | k ∈ Z}, 则称 G 为循环群 (cyclic group), g
称为生成元. 若 |g| = n < ∞, 则 G 是 n 阶有限循环群, 记作 Cn; 若 |g| = ∞, 则 G 是
无限循环群.

Prop. 5 循环群的分类

任意无限循环群同构于加法群 (Z,+); 任意 n 阶循环群同构于 (Zn,+).

Pf 设 G = 〈g〉. 定义 φ : Z → G, k 7→ gk; 这是满同态. 若 |g| = ∞, 则 φ 单, 从而是同
构. 若 |g| = n, 则 Kerφ = nZ (由带余除法: gk = e ⇐⇒ n | k), 故由同态基本定理 (第 2
节) G ∼= Z/nZ.

Prop. 6 有限群的循环性判定

有限群 G 是循环群, 当且仅当存在 g ∈ G 使 |g| = |G|.

Pf 若 G = 〈g〉 且 |G| = n, 则 |g| = n. 反之若 |g| = |G| = n, 则 〈g〉 是含 n 个元素的子
群, 且 n = |G|, 故 〈g〉 = G.

11
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Prop. 7 循环群的子群

循环群的子群仍是循环群; 具体地, 无限循环群 Z 的每个非平凡子群形如 nZ; n 阶循
环群对每个 k | n 恰有一个 k 阶子群.

Pf 设 G = 〈g〉, H ≤ G 非平凡. 取 H 中形如 gk 且 k > 0 最小的元素 gm (存在, 因为 H
中元素 gl 的逆 g−l 也在 H 中). 对任意 gs ∈ H, 由带余除法 s = qm + r, 0 ≤ r < m; 则
gr = gs(gm)−q ∈ H, 由 m 的最小性 r = 0, 故 gs = (gm)q. 因此 H = 〈gm〉. 当 |G| = n 时,
gn/m 的阶为 m; 唯一性由阶决定.

1.4 有限阿贝尔群的结构
循环群分类 (第 1.4 节) 推广到所有有限阿贝尔群, 是有限群分类中最完整的定理.

Thm. 3 有限阿贝尔群基本定理

每个有限阿贝尔群 G 同构于素数幂阶循环群的直积:

G ∼= Zpe1
1

× Zpe2
2

× · · · × Zpek
k
, (1.3)

其中 pi 是素数 (可重复), ei ≥ 1; 且 (不计因子次序) 这样的分解唯一.

Pf 思路 (构造性). 第一步, 对 G 的阶作素因子分解, 用 Sylow 型论证 (第 2 节后) 或初
等归纳把 G分解为 |G|互素的正规子群直积: 若 |G| = ab且 gcd(a, b) = 1,则 G中阶整除
a的元素集 Ga 是唯一 a阶子群,且 G = Ga ×Gb. 故归结为 p-群 (阶为 pm). 第二步, p-群
情形用归纳: 取 p-群 G 的一个阶为 p 的中心元 z (中心非平凡, 由类方程 |G| ≡ |Z(G)|
(mod p)), 对 G/ 〈z〉 用归纳假设, 再提升回 G 并逐步拆分出循环直和因子 (细节见代数教
材, 如丘维声). 唯一性由各素数幂部分及每部分的 p-秩 (同阶循环因子个数) 决定.

Eg. 1 小阶阿贝尔群的分类

按定理, 阶数 n 的阿贝尔群由 n 的素因子分解的每种拆分给出一个同构类. 例如
• |G| = 4: 两类, Z4 (循环) 与 Z2 × Z2 (Klein 四元群, 所有非单位元阶为 2);
• |G| = 6: 仅 Z6 ∼= Z2 × Z3 (因 gcd(2, 3) = 1), 全部 6 阶阿贝尔群循环;
• |G| = 8: 三类, Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2.
这给出阿贝尔群的完全分类, 也是理解非阿贝尔群 (如第 4 节二面体群) 的参照.
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2
同态与商群

2.1 同态与同构

Def. 1 群同态

设 G,G′ 是群. 映射 φ : G → G′ 称为同态 (homomorphism), 若

φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2), ∀g1, g2 ∈ G. (2.1)

同态的复合仍是同态. 双射的同态称为同构 (isomorphism), 记作 G ∼= G′; 同构 φ :
G → G 称为自同构 (automorphism).

Prop. 1 同态的基本性质

设 φ : G → G′ 是同态, 记 e, e′ 为单位元. 则
(a) φ(e) = e′, φ(g−1) = φ(g)−1;
(b) φ(G) 是 G′ 的子群;
(c) 若 φ 是同构, 则 φ−1 也是同构.

Pf (a) φ(e) = φ(ee) = φ(e)φ(e), 右乘 φ(e)−1 得 φ(e) = e′; 再由 φ(g)φ(g−1) = φ(gg−1) =
e′ 及逆元唯一性得 φ(g−1) = φ(g)−1. (b) 对 φ(g1), φ(g2) ∈ φ(G), 由 (a) 有 φ(g1)φ(g2)−1 =
φ(g1)φ(g−1

2 ) = φ(g1g
−1
2 ) ∈ φ(G), 由子群判定即得. (c) 显然.

Def. 2 核

同态 φ : G → G′ 的核定义为

Kerφ := {g ∈ G | φ(g) = e′}.

Prop. 2 核与单射

Kerφ 是 G 的子群, 且 φ 单 ⇐⇒ Kerφ = {e}.

Pf 由 φ(e) = e′ 知 e ∈ Kerφ; 若 g, h ∈ Kerφ, 则 φ(gh−1) = φ(g)φ(h)−1 = e′, 故 gh−1 ∈
Kerφ, 由子群判定 Kerφ ≤ G. 若 φ(g1) = φ(g2), 则 φ(g1g

−1
2 ) = e′, 即 g1g

−1
2 ∈ Kerφ; 当

Kerφ = {e} 时得 g1 = g2.
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2.2 正规子群与商群

Def. 3 正规子群

群 G 的子群 N 称为正规子群 (normal subgroup), 记作 N / G, 若

gng−1 ∈ N, ∀g ∈ G,n ∈ N.

等价地, N / G 当且仅当 gNg−1 = N 对一切 g 成立, 当且仅当 gN = Ng 对一切 g 成立.
阿贝尔群的任意子群都是正规的.

Lem. 1 正规子群与陪集的乘积

设 N / G. 则对任意 a, b ∈ G, 陪集的乘积

(aN)(bN) := {(an)(bm) | n,m ∈ N} (2.2)

仍是陪集, 且等于 abN .

Pf 由正规性, Nb = bN , 故 (aN)(bN) = a(Nb)N = a(bN)N = abN , 最后一步因 N 是
子群 NN = N .

Thm. 4 商群

设 N / G. 全体陪集 G/N := {gN | g ∈ G} 在式(2.2) 的乘法下构成群, 称为商群
(quotient group).

Pf 结合律继承自 G: (aNbN)cN = (abN)cN = (ab)cN = a(bc)N = aN(bNcN). 单位元
为 eN = N : N(aN) = (ea)N = aN . 逆元: (aN)−1 = a−1N , 因 (aN)(a−1N) = eN .
由式(2.2), 商群乘法良定义的关键正是 N 的正规性: 若 N 不正规, Nb 6= bN , 则陪集乘积
不再是陪集.

Def. 4 自然同态

设 N/G. 映射 π : G → G/N , g 7→ gN 是满同态,称为自然同态 (canonical projection);
其核恰为 N .

Pf π(gh) = (gh)N = (gN)(hN) = π(g)π(h) 由式(2.2). 满性显然, 且 π(g) = N = eG/N
当且仅当 g ∈ N .

Thm. 5 同态基本定理

设 φ : G → G′ 是同态. 则 Kerφ / G, 且

G/Kerφ ∼= φ(G). (2.3)

特别地, 若 φ 是满同态, 则 G/Kerφ ∼= G′.

Pf 先证 Kerφ 正规: 对 g ∈ G, n ∈ Kerφ, φ(gng−1) = φ(g)φ(n)φ(g)−1 = φ(g)e′φ(g)−1 =
e′, 故 gng−1 ∈ Kerφ. 定义 φ̄ : G/Kerφ → φ(G), gKerφ 7→ φ(g). 良定义: 若 g1 Kerφ =
g2 Kerφ, 则 g−1

2 g1 ∈ Kerφ, 故 φ(g1) = φ(g2). 单射: 若 φ(g1) = φ(g2), 则 g−1
2 g1 ∈ Kerφ,
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故 g1 Kerφ = g2 Kerφ. 满射: 每个 φ(g) 有原像 gKerφ. 同态性: φ̄(g1 Kerφ · g2 Kerφ) =
φ̄(g1g2 Kerφ) = φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2).

Thm. 6 第一同构定理

设 H ≤ G, N / G. 则 H ∩N / H, HN ≤ G, 且

H/(H ∩N) ∼= HN/N. (2.4)

Pf 考虑限制同态 φ : H → G/N , h 7→ hN . 其像为 HN/N (即 H 的陪集全体), 核为
{h ∈ H | hN = N} = H ∩N . 由同态基本定理得式(2.4).

Thm. 7 第二同构定理

设 N / G, N ≤ H / G (即 H 也是 G 的正规子群). 则 H/N / G/N , 且

(G/N)/(H/N) ∼= G/H. (2.5)

Pf 自然同态 π : G → G/H 以 H 为核; 复合 G → G/H 与自然满射 G → G/N 因子化:
定义 ψ : G/N → G/H, gN 7→ gH (良定义由 N ≤ H). ψ 是满同态, 其核是 H/N , 由同态
基本定理得式(2.5).

Thm. 8 子群对应定理

设 π : G → G′ 是满同态, N = Ker π. 则映射 H 7→ π(H) 给出 G 中含 N 的子群与 G′

的子群之间的双射; 在该对应下 H / G 当且仅当 π(H) / G′.

Pf 先证 G 中含 N 的子群与 G′ 的子群之间由 π 与 π−1 互逆. 对 G′ 的子群 H ′,
π−1(H ′) 含 N = π−1(e′) 且是子群; 对 G 中含 N 的子群 H, π(π−1(π(H))) = π(H) 且
π−1(π(H)) ⊇ H;反过来对 g ∈ π−1(π(H)),有 π(g) = π(h)对某 h ∈ H,故 gh−1 ∈ N ⊆ H,
g ∈ H, 故相等. 正规性的保持由满同态与同态的核性质直接验证.
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3
群作用

3.1 作用,轨道与稳定子

Def. 1 群作用

群 G 在集合 X 上的 (左) 作用 (action) 是一个映射 G×X → X, (g, x) 7→ g · x, 满足
(a) g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x 对一切 g1, g2 ∈ G, x ∈ X;
(b) e · x = x 对一切 x ∈ X.
若 g · x = x 对一切 x 蕴含 g = e, 则作用称为忠实的 (faithful).

Thm. 9 作用与置换表示

一个 G 在 X 上的作用等价于一个群同态 ρ : G → Perm(X) (到 X 的置换群), 其中
ρ(g)(x) := g · x. 作用忠实当且仅当 ρ 单.

Pf 由作用公理 (a), ρ(g1g2) = ρ(g1) ◦ ρ(g2), 故 ρ 是同态; 由 (b), ρ(e) = idX , 从而每个
ρ(g) 有逆 ρ(g−1), 是置换. 反之由同态得作用.

Def. 2 轨道与稳定子

设 G 作用在 X 上, x ∈ X. 集合 G · x := {g · x | g ∈ G} 称为 x 的轨道 (orbit); 子群
Gx := {g ∈ G | g · x = x} 称为 x 的稳定子 (stabilizer).

Prop. 1 轨道分解

X 是两两不相交的轨道的并. 对任意 x ∈ X, 映射 φ : G/Gx → G · x, gGx 7→ g · x 是
良定义的, 双射的 G-等变映射.

X

y (固定点)

x

g · x

h · xG · x

另一轨道

图 1: 群作用把 X 划分为两两不相交的轨道; 每条轨道 G · x 内的点由群元 g · x 相连, 而
稳定子 Gx 固定 x. 单点轨道对应稳定子 = G 的点.

Pf 关系 “y = g · x 对某 g” 是等价关系 (反身取 e, 对称取 g−1, 传递取积), 等价类即
轨道. 良定义: 若 gGx = g′Gx, 则 g−1g′ ∈ Gx, 故 g′ · x = g(g−1g′) · x = g · x. 单射: 若
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g · x = g′ · x, 则 (g−1g′) · x = x, 故 g−1g′ ∈ Gx, 从而 gGx = g′Gx. 满射显然.

Thm. 10 轨道-稳定子定理

设有限群 G 作用在 X 上, x ∈ X. 则

|G · x| = [G : Gx] = |G|
|Gx|

. (3.1)

Pf 由轨道分解命题, |G · x| = |G/Gx| = [G : Gx], 再用 Lagrange 定理.

Cor. 1 Cayley 定理

任意群同构于某个置换群; 有限 n 阶群同构于 Sn 的子群.

Pf G 通过左平移 g · h = gh 作用于自身, 该作用忠实 (若 gh = h 对一切 h, 取 h = e 得
g = e), 故给出单同态 G ↪→ Perm(G).

3.2 共轭作用与类方程

Def. 3 共轭作用, 中心, 中心化子

群 G 通过共轭作用于自身: g · x := gxg−1. x 的轨道 G · x = {gxg−1} 称为共轭类
(conjugacy class); 稳定子 CG(x) := {g | gxg−1 = x} = {g | gx = xg} 称为 x 的中心化
子 (centralizer). 中心 (center) 定义为

Z(G) := {z ∈ G | zg = gz ∀g ∈ G}.

Prop. 2 中心与共轭类

设 G 是有限群. 则 Z(G) / G, 且

|G| = |Z(G)| +
∑
j

|G · xj|, (3.2)

其中和取遍各非单点共轭类的代表元.

Pf Z(G) 是子群 (直接验证), 且 gzg−1 = z 对一切 z ∈ Z(G), 故正规. 共轭类为单点集
当且仅当 x ∈ Z(G). 轨道分解给出 |G| = |Z(G)| +∑

j |G · xj|,其中单点轨道正好由 Z(G)
的元素构成.

Prop. 3 Burnside 引理

设有限群 G 作用在有限集 X 上, r 为轨道数, Xg := {x ∈ X | g · x = x} 为 g 的不动
点集. 则

r = 1
|G|

∑
g∈G

|Xg|. (3.3)

Pf 双重计数集合 S := {(g, x) ∈ G × X | g · x = x}. 按 g 求和得 |S| = ∑
g |Xg|; 按 x

求和得 |S| = ∑
x |Gx|. 轨道分解把 X 分成 r 条轨道, 每条轨道上 ∑

x∈轨道 |Gx| = |G| (轨

17
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道-稳定子定理), 故 ∑
x |Gx| = r|G|. 两式联立即得.

18
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4
直积,半直积与自同构群

4.1 直积

Def. 1 直积

设 G,H 是群. 卡氏积 G×H 配以逐点乘法

(g1, h1)(g2, h2) := (g1g2, h1h2)

构成群, 称为 G 与 H 的直积 (direct product), 仍记作 G×H.

Prop. 1 内直积

设 H,K ≤ G, 且映射 (h, k) 7→ hk 是从 H ×K 到 G 的同构. 则 G 的每个元素唯一地
表为 hk (h ∈ H, k ∈ K), 且 H ∩K = {e}, hk = kh 对一切 h ∈ H, k ∈ K 成立. 此时
称 G 为 H 与 K 的内直积.

Pf 同构满射给出唯一分解. 若 x ∈ H ∩K, 则 x 的分解 x = xe = ex 给出两种写法, 唯
一性迫使 x = e. 对 h ∈ H, k ∈ K, 换位子 hkh−1k−1 落在 H (因 K 部分结合) 且落在 K,
故 hkh−1k−1 = e, 即 hk = kh.

4.2 自同构群与半直积

Def. 2 自同构群

群 G 的全体自同构在映射复合下构成群 Aut(G), 称为自同构群. 对 g ∈ G, 内自同
构 (inner automorphism) adg : G → G, x 7→ gxg−1, 是自同构; 全体内自同构组成子群
Inn(G) ≤ Aut(G).

Thm. 11 内自同构群的正规性与中心

映射 G → Inn(G), g 7→ adg 是满同态, 其核为 Z(G); 于是 Inn(G) ∼= G/Z(G), 且
Inn(G) / Aut(G).

Pf adg ◦ adh = adgh,故 g 7→ adg 是同态; 其像为 Inn(G). adg = idG 当且仅当 gxg−1 = x
对一切 x,即 g ∈ Z(G),故核为 Z(G),由同态基本定理 Inn(G) ∼= G/Z(G). 对 α ∈ Aut(G),
直接计算 α ◦ adg ◦α−1 = adα(g), 故 Inn(G) / Aut(G).
半直积是直积的推广, 它允许 H 被 K 的元共轭作用.

19
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Def. 3 半直积

设 H 是群, K 是群, φ : K → Aut(H) 是同态. 卡氏积 H ×K 配以乘法

(h1, k1)(h2, k2) :=
(
h1 φ(k1)(h2), k1k2

)
(4.1)

构成群, 称为 H 与 K 关于 φ 的半直积 (semidirect product), 记作 H ⋊φ K.

Pf 结合律: 计算[
(h1, k1)(h2, k2)

]
(h3, k3) =

(
h1φ(k1)(h2)φ(k1k2)(h3), k1k2k3

)
,

(h1, k1)
[
(h2, k2)(h3, k3)

]
=
(
h1φ(k1)

(
h2φ(k2)(h3)

)
, k1k2k3

)
=
(
h1φ(k1)(h2)φ(k1)φ(k2)(h3), k1k2k3

)
,

两者相等. 单位元为 (eH , eK). 逆元为 (h, k)−1 = (φ(k−1)(h−1), k−1):

(h, k)(φ(k−1)(h−1), k−1) =
(
hφ(k)(φ(k−1)(h−1)), eK

)
= (hh−1, eK) = (eH , eK).

当 φ 平凡 (φ(k) = idH) 时, 半直积退化回直积 H ×K. 第 17 节将看到, 欧氏群 E(m) 是
平移群 T (m) 与正交群 O(m) 的半直积, Poincaré 群是 T (4) 与 Lorentz 群的半直积.

Eg. 1 二面体群作为半直积

正 n 边形的对称群二面体群 Dn 是 Zn ⋊ Z2: Zn 是 n 个旋转, Z2 = {1, s} 中 s 为反
射, 通过 φ(s)(r) = r−1 作用在旋转上. 于是 Dn 的群乘法由式(4.1) 给出. 当 n = 2 时
D2 ∼= Z2 × Z2, 是一例外.
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Part II

光滑流形与矢量场

Lie 群是兼为光滑流形的群, 本部分建立所需的微分几何基础.
我们引入光滑流形与光滑映射, 在一点处构造切空间并研究光
滑映射的切映射 (推前), 进而定义矢量场与积分曲线, 区分局
部流与全局单参微分同胚群, 最后定义矢量场的对易子 (Lie 括
号) 并证明其 Jacobi 恒等式. 对易子将是 Lie 代数定义 (第 11
节) 的天然来源, 而单参微分同胚群正是 Lie 群中单参子群的
流形版本.

内容概要

• 掌握光滑流形, 光滑映射与微分同胚的定义.

• 掌握切空间, 切映射与链式法则, 理解推前.

• 掌握矢量场, 积分曲线, 流与完备性, 以及 Lie 括号与 Lie 导数.
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5
光滑流形

5.1 拓扑流形

Def. 1 拓扑空间

集合 X 的一个拓扑 (topology) 是 X 的子集族 T , 满足: (i) ∅, X ∈ T ; (ii) 有限交
封闭; (iii) 任意并封闭. 配定拓扑 T 的集合 X 称为拓扑空间, 记为 (X,T ). 拓扑空
间的子集族称为开集, 若它属于 T ; 其补为开集者称为闭集. 拓扑空间 (X,T ) 称为
Hausdorff 空间, 若任意两个不同点有不相交的开邻域.

Def. 2 连续映射与同胚

拓扑空间之间的映射 f : X → Y 称为连续的, 若 Y 中开集的原像在 X 中开. 双射 f
若 f 与 f−1 都连续, 则称为同胚 (homeomorphism).

Def. 3 拓扑流形

n 维拓扑流形 (topological manifold) 是一个 Hausdorff 空间 M , 其中每点 p 有一个同
胚 φ : U → V (称为坐标卡), U 是 p 的邻域, V 是 Rn 的开子集. 若 M 还满足第二可
数性 (存在可数拓扑基), 则称 M 可数可分.

Def. 4 光滑结构

设 M 是 n 维拓扑流形. 两个坐标卡 (U, φ), (U ′, φ′) 称为光滑相容的, 若 φ′ ◦ φ−1 :
φ(U ∩U ′) → φ′(U ∩U ′) 是 C∞ 映射 (当 U ∩U ′ = ∅ 时视为相容). 由两两光滑相容的
坐标卡组成的覆盖称为一个光滑图册 (atlas); 含于某个图册的一切坐标卡组成的极大
图册称为光滑结构.

Def. 5 光滑流形

n 维光滑流形 (smooth manifold) 是一个连同光滑结构 M 的 n 维拓扑流形. 光滑流
形上的开子集继承自然的光滑结构, 两个光滑流形的卡氏积也是光滑流形 (取坐标卡
的积).

Eg. 1 光滑流形的例子

(a) Rn 以恒等映射为整体坐标卡, 是 n 维光滑流形.
(b) Rn 的任意开子集是光滑流形.
(c) 球面 Sn ⊂ Rn+1 由南北半球上的球极投影给出图册, 是 n 维光滑流形.
(d) Rm × Rn ∼= Rm+n 的积结构把加群结构写成流形的积.
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5.2 光滑映射与微分同胚

Def. 6 光滑函数

设 M 是光滑流形, f : M → R 是连续函数. f 称为光滑的, 若对每个坐标卡 (U, φ), 复
合 f ◦ φ−1 : φ(U) → R 是 C∞ 函数. M 上全体光滑函数记为 FM ; 它对逐点加法与数
乘构成 R 上无限维线性空间, 对逐点乘法构成 R-代数.

Def. 7 光滑映射

光滑流形之间的连续映射 f : M → N 称为光滑的, 若对每个 p ∈ M 存在坐标卡
(U, φ) 于 p 与 (W,ψ) 于 f(p), 使 ψ ◦ f ◦ φ−1 在 φ(U ∩ f−1(W )) 上光滑. 光滑双射且
逆光滑者称为微分同胚 (diffeomorphism), 记为 f : M ∼−→ N ; M 与 N 之间存在微分
同胚时称 M 与 N 微分同胚.

光滑映射的复合仍是光滑的: 这是坐标卡复合的光滑性直接给出的. 微分同胚是流形分类
中的等价关系. 光滑结构是比拓扑结构精细得多的结构: 存在同胚但不微分同胚的流形.

Prop. 1 光滑映射拉回光滑函数

设 f : M → N 光滑. 则拉回 f ∗ : FN → FM , g 7→ g ◦ f , 是 R-代数同态.

Pf 光滑函数的复合保持光滑性, 故 g ◦ f ∈ FM ; 逐点运算给出代数同态.

5.3 浸入、嵌入与正则子流形
第 13 节 Lie 子群的定义需要” 子流形” 的精确概念. 本小节建立之.

Def. 8 秩, 浸入与嵌入

设 F : M → N 光滑, p ∈ M . F 在 p 的秩 (rank) 是切映射 (F∗)p : TpM → TF (p)N 的
秩. 若 F 在每点的秩等于 dimM (处处满秩), 则称 F 为浸入 (immersion). 若 F 是浸
入且是到像 F (M) (赋子空间拓扑) 上的同胚, 则称 F 为嵌入 (embedding).

Thm. 12 秩定理

设 F : M → N 光滑且秩恒为 r. 则对每点存在坐标卡, 使 F 形如
(x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Pf 秩定理是隐函数定理的标准推论: 在局部坐标下用秩条件化简 Jacobi 矩阵, 经坐标
变换化为标准形; 见陈维桓.

Def. 9 正则子流形

子集 S ⊂ M 称为 k 维正则 (嵌入) 子流形 (embedded submanifold), 若对每点 p ∈ S
存在坐标卡 (U, φ), 使 φ(S ∩ U) = φ(U) ∩ (Rk × {0}), 即 S 局部是坐标平面.
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Eg. 2 浸入而非嵌入: 8 字曲线

映射 γ : R → R2, t 7→ (sin t, sin t cos t), 是浸入 (切矢处处非零), 但 γ 在 t = 0 与
t = 2π 重合, 且像自交: 8 字曲线不是嵌入. 它说明浸入的像可以自交, 因而不是子流
形. Lie 群中, 这样的现象对应稠密单参子群 (如 S1 × S1 中斜率无理的 t 7→ (eit, eiαt),
其像是稠密浸入而非闭子群), 因而第 13 节对 Lie 子群的闭性 (嵌入) 条件不可省.

有理斜率 k = 1
2 : 闭合

无理斜率: 稠密

图 2: 平坦环面 T 2 = R2/Z2 (方框边以箭头方向粘合). 有理斜率的直线绕有限圈后闭合
(Lie 子群, 嵌入); 无理斜率的直线永不闭合, 其像在 T 2 中稠密 (浸入而非嵌入). 这正说
明第 13 节 Lie 子群定义中闭子群条件的必要性, 也预告了 T 2 作为紧 Lie 群与平移对称
性 U(1) × U(1) 的几何形象 (第 26 节).
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6
切空间与切映射

6.1 切矢量

Def. 1 切矢量, 代数定义

设 M 是光滑流形, p ∈ M . p 点的一个切矢量 (tangent vector) vp 是一个映射 vp :
FM → R, 满足:
(a) R-线性: vp(af + bg) = a vp(f) + b vp(g);
(b) Leibniz 法则: vp(fg) = vp(f) g(p) + f(p) vp(g).
p 点全体切矢量构成 R 上线性空间 TpM , 称为切空间 (tangent space).

Def. 2 切矢量, 几何定义

设 γ : (−ε, ε) → M 是光滑曲线, γ(0) = p. p 点的切矢量 Xp := γ̇(0) 定义为

Xp(f) := d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(γ(t)), ∀f ∈ FM .

两种定义一致: 曲线切矢满足线性与 Leibniz 法则 (由普通导数), 而切空间的基由坐标曲
线给出. 设 (x1, . . . , xn) 是 p 附近的坐标, 则偏导数算符 ∂µ := ∂/∂xµ (µ = 1, . . . , n) 在 p
点满足 Leibniz 法则, 构成 TpM 的一组基.

Thm. 13 切空间由坐标基矢张成

设 (xµ) 是 p 附近坐标. 则每个 vp ∈ TpM 唯一地写成

vp = vµ∂µ
∣∣∣
p
, vµ = vp(xµ). (6.1)

从而 dimTpM = n. 若光滑曲线 γ(t) 满足 γ(0) = p, 则 γ̇(0) = γ̇µ(0) ∂µ|p.

Pf 设 v ∈ TpM 固定. 常数函数 1 满足 v(1) = v(1 · 1) = v(1) + v(1), 故 v(1) = 0; 由线
性, v 在常数上为零. 对任意 f ∈ FM , 在坐标域内写 f = f(p) + (∂µf)(p)(xµ − xµ(p)) + r,
其中余项 r 满足 r(p) = 0 且 r = (xν − xν(p))sν 对光滑函数 sν 成立 (Taylor 展开, 一阶余
项的积分表示). 由 Leibniz 法则与 v(常数) = 0,

v(f) = v
(
∂µf(p) (xµ − xµ(p))

)
= ∂µf(p) v(xµ),

故 v = v(xµ)∂µ|p. 唯一性由 ∂µ|p 的线性无关性 (作用于坐标函数 xν 得 δνµ). 曲线的断言
由定义直接: γ̇µ(0) = γ̇(0)(xµ) = dxµ(γ(t))/dt|0.
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Def. 3 切丛

切丛 (tangent bundle)定义为 TM := ⊔
p∈M TpM (不相交并),配以自然投影 π : TM →

M , vp 7→ p. TM 有自然的 2n 维光滑流形结构, 局部平凡化为 π−1(U) ∼= U × Rn.

6.2 切映射与链式法则

Def. 4 切映射 (推前)

设 φ : M → N 光滑, p ∈ M . φ 在 p 点的切映射 (tangent map), 又称推前 (pushfor-
ward), 是线性映射 φ∗,p : TpM → Tφ(p)N , 定义为

(φ∗,pvp)(g) := vp(g ◦ φ), ∀g ∈ FN . (6.2)

式(6.2) 右端确实满足 Leibniz 法则: 由 g1, g2 ∈ FN ,

(φ∗,pvp)(g1g2) = vp((g1g2)◦φ) = vp((g1◦φ)(g2◦φ)) = vp(g1◦φ) (g2◦φ)(p)+(g1◦φ)(p) vp(g2◦φ),

即 Leibniz 法则在 q = φ(p) 处成立. 几何上, 若 γ 是 M 中过 p 的曲线, 则 φ∗,pγ̇(0) 是曲
线 φ ◦ γ 在 φ(p) 的切矢. 对微分同胚 φ, φ∗ 把矢量场映为矢量场.

Thm. 14 链式法则

设 φ : M → N , ψ : N → P 光滑, p ∈ M . 则

(ψ ◦ φ)∗,p = ψ∗,φ(p) ◦ φ∗,p. (6.3)

Pf 对 vp ∈ TpM , h ∈ FP ,(
(ψ ◦ φ)∗,pvp

)
(h) = vp(h ◦ ψ ◦ φ) =

(
φ∗,pvp

)
(h ◦ ψ) =

(
ψ∗,φ(p) ◦ φ∗,pvp

)
(h).

Cor. 1 微分同胚的切映射

若 φ : M → N 是微分同胚, 则对每个 p ∈ M , φ∗,p : TpM → Tφ(p)N 是线性同构, 且
(φ−1)∗,φ(p) = (φ∗,p)−1.

Pf 由链式法则 (φ−1 ◦ φ)∗ = (φ−1)∗ ◦ φ∗ = (idM)∗ = id, 得 φ∗ 有左逆; 同理有右逆, 故为
同构.

Prop. 1 切映射的分量表示

设 φ : M → N 在坐标 (xµ), (yα) 下的分量表示为 yα = φα(x). 则 φ∗(∂µ|p) =
∂µφ

α(p) ∂α|φ(p), 即切映射的分量矩阵是 Jacobi 矩阵
(
∂µφ

α
)
.

Pf 对坐标函数 yα 作用: φ∗,p(∂µ|p)(yα) = ∂µ(yα ◦ φ)|p = ∂µφ
α(p). 由式(6.1) 得分量结

论.
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6.3 余切空间

Def. 5 余切空间与微分

切空间 TpM 的对偶空间 T ∗
pM := HomR(TpM,R) 称为余切空间. 光滑函数 f 在 p

点的微分 (differential) df |p ∈ T ∗
pM 定义为 df |p(vp) := vp(f). 在坐标下, {dxµ|p} 与

{∂µ|p} 对偶: dxµ(∂ν) = δµν , 且 df |p = ∂µf(p) dxµ|p.

余切空间在本讲主要服务于伴随表示与 Killing 型的张量表述, 以及第 20 节的 Killing 矢
量场. 光滑映射的拉回 φ∗ 在余切空间上反向作用: φ∗(ωφ(p)) := ω ◦ φ∗,p.
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7
矢量场与流

7.1 矢量场

Def. 1 矢量场

流形M 上的 (光滑)矢量场 (vector field)是光滑映射 X : M → TM 满足 π◦X = idM ,
即 Xp ∈ TpM 且 p 7→ Xp 光滑. M 上全体光滑矢量场记作 XM , 是 R 上的线性空间.
矢量场 X 作用在光滑函数上: (Xf)(p) := Xp(f); 光滑性保证 Xf ∈ FM .

Prop. 1 矢量场是导子

对 X ∈ XM , 映射 f 7→ Xf 是 FM 上的导子: R-线性且 X(fg) = (Xf)g + f(Xg).

Pf 逐点运用切矢量的线性与 Leibniz 法则, 光滑性由定义保证.

7.2 积分曲线与局部流

Def. 2 积分曲线与局部流

设 X ∈ XM . 光滑曲线 c : (a, b) → M 称为 X 的积分曲线 (integral curve), 若
ċ(t) = Xc(t) 对一切 t ∈ (a, b). 一族积分曲线 θ : (−ε, ε) × U → M (其中 U 开, 每点
p ∈ U 的 t 7→ θt(p) := θ(t, p) 是过 p 的积分曲线, 且 θ0 = idU) 称为 X 的局部流 (local
flow).

Thm. 15 积分曲线的局部存在唯一性

设 X ∈ XM , p ∈ M . 则存在 ε > 0 与过 p 的积分曲线 c : (−ε, ε) → M , 且过同一点的
积分曲线在定义域交上相等. 从而 X 在 p 附近产生唯一的局部流.

Pf 取 p 的坐标域 (U, xµ), X 在其上写为 X = Xµ∂µ. 积分曲线条件 ċ = Xc(t) 化为常微
分方程组 dxµ(t)/dt = Xµ(x(t)) (在 Rn 的开集上), 由 Picard–Lindelöf 定理局部存在唯一
解 x(t), 初值 x(0) = x(p). 解对初值与参数的光滑依赖由常微分方程理论保证, 从而给出
局部流.

Prop. 2 局部流的合成

设 θ 是 X 的局部流. 则在其定义域上有 θs+t = θs ◦ θt; 特别地, θ−1
t = θ−t, 每个 θt (在

定义域内) 是局部微分同胚.

Pf 固定 t, s, 曲线 s 7→ θs+t(p) 与 s 7→ θs(θt(p)) 都是从 θt(p) 出发的 X 的积分曲线, 由
唯一性相等. 取 s = −t 得 θ0 = θ−t ◦ θt, 故 θ−t = θ−1

t .
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7.3 单参微分同胚群与完备性

Def. 3 单参微分同胚群

光滑映射 φ : R × M → M 称为 M 上的单参微分同胚群 (one-parameter group of
diffeomorphisms), 若记 φt(·) := φ(t, ·), 满足:
(a) 每个 φt : M → M 是微分同胚;
(b) φ0 = idM , 且 φs ◦ φt = φs+t 对一切 s, t ∈ R 成立.
此时 Xp := dφt(p)/dt|t=0 定义光滑矢量场 X, 称为该群的无穷小生成元 (infinitesimal
generator); 而 φt 正是 X 的 (全局) 流.

Def. 4 完备矢量场

矢量场 X ∈ XM 称为完备的 (complete),若其每一条不可延积分曲线的定义域都可取
遍 R; 等价地, X 生成全局流 φ : R×M → M . 一般矢量场只有局部流; 完备性需要额
外条件.

Thm. 16 紧流形上的矢量场完备

设 M 紧致, X ∈ XM . 则 X 完备.

Pf 设积分曲线的最大定义域为开区间 (a, b) 且 b < ∞. 由紧致性, X 在 M 上的范数
有界, 取坐标卡由 |Xµ| 有界; 常微分方程解的延拓定理保证解可延拓到闭区间 [0, b], 且
t → b 时 c(t) 收敛于紧集 M 中的某点, 由局部存在性可越过 b 延拓, 矛盾. 因此 b = ∞;
对称地 a = −∞.
紧流形上矢量场完备, 但非紧流形上一般不完备, 例如 R 上的矢量场 X = x2∂x 的积分曲
线 dx/dt = x2 的解 x(t) = x0/(1 − x0t) 在 t = 1/x0 爆破, 因而不是全局流. 第 12 节将证
明: Lie 群上的左不变矢量场必定完备——这是 Lie 群特有的好性质, 是单参子群与指数
映射存在的根基.
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8
矢量场的对易子与 Lie导数

8.1 Lie括号的定义

Def. 1 矢量场的对易子

设 X,Y ∈ XM . 定义 [X,Y ] : FM → FM 为

[X,Y ](f) := X
(
Y (f)

)
− Y

(
X(f)

)
, ∀f ∈ FM . (8.1)

Thm. 17 对易子是矢量场

[X,Y ] 是光滑矢量场, 即 f 7→ [X,Y ](f) 是导子.

Pf 只需验证 Leibniz 法则 (导子性); R-线性显然. 对 f, g ∈ FM , 逐项展开 X(Y (fg)) −
Y (X(fg)):

X(Y (fg)) = X
(
(Y f)g + f(Y g)

)
= (XY f)g + (Y f)(Xg) + (Xf)(Y g) + f(XY g),

Y (X(fg)) = Y
(
(Xf)g + f(Xg)

)
= (Y Xf)g + (Xf)(Y g) + (Y f)(Xg) + f(Y Xg).

相减后交叉项 (Y f)(Xg) 与 (Xf)(Y g) 恰好相消, 得

[X,Y ](fg) =
(
(XY − Y X)f

)
g + f

(
(XY − Y X)g

)
= ([X,Y ]f)g + f([X,Y ]g).

故 [X,Y ]满足 Leibniz法则, 因而是导子; 由导子与切矢量的对应 (在每点取值且光滑)知
[X,Y ] ∈ XM .

Prop. 1 对易子的坐标式

在坐标 (xµ) 下, X = Xµ∂µ, Y = Y µ∂µ, 则

[X,Y ] =
(
Xµ∂µY

ν − Y µ∂µX
ν
)
∂ν . (8.2)

Pf 对坐标函数 xν 作用:

[X,Y ](xν) = X(Y (xν)) − Y (X(xν)) = X(Y ν) − Y (Xν) = Xµ∂µY
ν − Y µ∂µX

ν .

特别地, 坐标基矢场两两对易: [∂µ, ∂ν ] = 0.

8.2 Lie括号的性质
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Thm. 18 Lie 括号的基本性质

对 X,Y, Z ∈ XM , a, b ∈ R, 有:
(a) 双线性: [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z], [X, aY + bZ] = a[X,Y ] + b[X,Z];
(b) 反称性: [X,Y ] = −[Y,X];
(c) Jacobi 恒等式: [

X, [Y, Z]
]

+
[
Y, [Z,X]

]
+
[
Z, [X,Y ]

]
= 0. (8.3)

Pf 双线性与反称性直接由定义(8.1) 给出. Jacobi 恒等式用定义展开左端, 作用在任意
f 上: 每个三重复合 XY Zf 等各自出现两次且符号相反, 故抵消为零. 例如 [X, [Y, Z]] 贡
献 XY Z −XZY − Y ZX +ZY X, 循环置换后每个形如 UVW 的项恰好出现正负各一次.
我们把这一验证写成显式计算:

[X, [Y, Z]] = X(Y Z − ZY ) − (Y Z − ZY )X = XY Z −XZY − Y ZX + ZY X,

[Y, [Z,X]] = Y ZX−Y XZ−ZXY +XZY, [Z, [X,Y ]] = ZXY −ZY X−XY Z+Y XZ,
三项相加, 每一类三重复合 (如 XY Z) 都出现一次正号一次负号, 总和为零.

Prop. 2 对易子的函数多重线性

对 f, g ∈ FM ,
[fX, gY ] = fg [X,Y ] + f (Xg)Y − g (Y f)X. (8.4)

Pf 对 h ∈ FM ,

fX(gY (h)) − gY (fX(h)) = fX(g) · Y (h) + fg XY (h) − gY (f) ·X(h) − gf Y X(h),

即 [fX, gY ]h = fg[X,Y ]h+ f(Xg)Y h− g(Y f)Xh, 故式(8.4) 成立.

Prop. 3 对易子与流的对易

设 θ 是 X 的局部流. 则 [X,Y ] = 0 当且仅当 Y 沿 θ 保持不变, 即 (θt)∗Y = Y 在定义
域内恒成立.

Pf 留待第 20节借助 Lie导数给出统一处理; 这里仅指出,若 [X,Y ] = 0,则对固定 p,两
条积分曲线 “交换”, 局部流的合成满足 θXs ◦ θYt = θYt ◦ θXs . 该结论由常微分方程解的唯一
性推出: 两侧都是同一组初值问题的解.

8.3 Lie导数

Def. 2 Lie 导数

设 X ∈ XM , θ 是 X 的局部流. 张量场 T 沿 X 的 Lie 导数定义为用 θ 拉回再对 t 求
导 (对协变分量用拉回 θ∗

t , 对逆变分量用 θ−t 的推前 (θ−t)∗):

LXT := d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

θ∗
tT, (8.5)

其中对逆变分量理解为 (θ−t)∗. 对光滑函数 f , 上式给出 LXf = Xf ; 对矢量场 Y , 上
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式等价于点式定义

(LXY )p := d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(θ−t)∗Yθt(p). (8.6)

Thm. 19 Lie 导数与对易子的关系

对 X,Y ∈ XM ,
LXY = [X,Y ]. (8.7)

Pf 取 X 的适配坐标 (x1, . . . , xn), 使 X = ∂1 且局部流 θt 是沿 x1 轴的平移
θt(x1, x2, . . . ) = (x1 + t, x2, . . . ) (坐标线取为积分曲线). 在该坐标下平移的 Jacobi
矩阵是恒等阵, 故 (θ−t)∗Y 的 µ 分量恰为 Y µ ◦ θt. 于是由式(8.6),

(LXY )µ = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

Y µ(x1 + t, x2, . . . , xn) = ∂1Y
µ.

另一方面, 由式(8.2) 且 X = ∂1, [X,Y ]µ = Xν∂νY
µ − Y ν∂νX

µ = ∂1Y
µ, 两式分量逐点相

等, 得式(8.7).

Cor. 1 对易子零的几何意义

[X,Y ] = 0 当且仅当 Y 沿 X 的流保持不变, 即 LXY = 0; 等价地, X 与 Y 的局部流
交换, θXs ◦ θYt = θYt ◦ θXs .

Pf 由定理(8.7), [X,Y ] = 0 ⇐⇒ LXY = 0, 即 Y 沿 θX 不变. 两流交换的等价性由常
微分方程解的唯一性: 两侧都是同一初值问题的解.
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Part III

Lie群与 Lie代数
本部分把群结构与流形结构结合为 Lie 群, 并建立它的无穷小
结构. 左平移把 Lie 群与其恒等元处的切空间联系起来: 左不
变矢量场的集合 L 与切空间 TeG 线性同构, 而 L 在矢量场

对易子下构成 Lie 代数, 于是 TeG 获得 Lie 括号而成为 Lie 群
G 的 Lie 代数 g. 左不变矢量场的完备性保证每条 Lie 代数元
生成一个全局定义的单参子群, 由此构造指数映射. 这一部分
的内容是全书的地基: 后面的矩阵 Lie 群, 结构理论, 表示论与
量子连续对称性都建立在其上.

内容概要

• 掌握 Lie 群的定义, Lie 群同态与左平移, 会验证 Lie 群的基本例子.

• 掌握左不变矢量场及其与切空间 TeG 的同构, 理解 Lie 代数 g.

• 掌握单参子群, 指数映射与左不变矢量场的完备性定理.

• 理解 Lie 子群与子代数, 正规子群与理想的对应.
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9
Lie群

9.1 Lie群的定义

Def. 1 Lie 群

若集合 G 同时是 n 维光滑流形与群, 且群乘法映射 m : G × G → G, (g, h) 7→ gh, 与
取逆映射 i : G → G, g 7→ g−1, 都是光滑的, 则称 G 为 n 维 (实) Lie 群 (Lie group).
有限群配以离散拓扑 (零维流形) 视为零维 Lie 群.

Lie 群的两种结构互相约束: 群运算与流形结构相容. 下面的例子说明常见 Lie 群.

Eg. 1 Lie 群的例子

(a) 加法群 (Rn,+) 是 n 维 Lie 群: 乘法 (x, y) 7→ x+ y 与逆 x 7→ −x 光滑.
(b) 乘法群 R∗ = R \ {0} 是 1 维 Lie 群 (两个连通分支); 正实数乘法群 R+ 是连通 1
维 Lie 群.

(c) 单位圆 S1 = {z ∈ C | |z| = 1} 配以复数乘法, 是紧致连通 1 维 Lie 群.
(d) 一般线性群 GL(m) (全体 m × m 可逆实矩阵, 矩阵乘法) 是 Rm2

的开子集 (由
det 的连续性), 因而是光滑流形; 乘法与求逆光滑 (逆由 Cramer 法则给出), 故是
Lie 群. 这是最典型的非 Abel Lie 群, 第 14 节详细研究.

(e) 微分流形 M 上全体微分同胚组成无限维群 (Lie群的无限维类比); 本讲只研究有
限维 Lie 群.

Def. 2 Lie 群同态与同构

Lie 群之间的光滑同态 φ : G → G′ 称为 Lie 群同态 (Lie group homomorphism); 双射
的 Lie 群同态 (自动为微分同胚, 见下注) 称为 Lie 群同构.

Prop. 1 左平移与右平移

对 g ∈ G, 左平移 Lg : G → G, h 7→ gh, 与右平移 Rg : G → G, h 7→ hg, 都是微分同
胚. 且有

Lgh = Lg ◦ Lh, Rgh = Rh ◦Rg, Lg ◦Rh = Rh ◦ Lg.

Pf Lg 光滑 (它是乘法 m 在固定第一个变元后的限制); 其逆是 Lg−1 , 也光滑, 故 Lg 是
微分同胚. 复合规则: Lgh(x) = (gh)x = g(hx) = Lg(Lh(x)), 故 Lgh = Lg ◦ Lh. 右平移类
似且 Lg ◦Rh(x) = g(xh) = (gx)h = Rh ◦ Lg(x).

9.2 Lie群同态的性质
Lie 群同态在单位元处的取值受群同态约束, 且光滑性使 Lie 群同态有极强的刚性.
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Prop. 2 Lie 群同态的基本性质

设 φ : G → G′ 是 Lie 群同态, e, e′ 为单位元. 则
(a) φ(e) = e′;
(b) φ 与左平移交换: φ ◦ Lg = Lφ(g) ◦ φ;
(c) φ 在每点的切映射由单位元处的切映射经左平移决定: φ∗,g = Lφ(g)∗ ◦ φ∗,e ◦ Lg−1∗.

Pf (a) 由群同态 φ(e) = φ(ee) = φ(e)φ(e) 得 φ(e) = e′. (b) φ(Lg(h)) = φ(gh) =
φ(g)φ(h) = Lφ(g)(φ(h)). (c) 对 (b) 取切映射并用链式法则: φ∗ ◦ Lg∗ = Lφ(g)∗ ◦ φ∗ (在单位
元 e 处), 即 φ∗,g ◦ Lg∗,e = Lφ(g)∗,φ(e) ◦ φ∗,e; 用 L−1

g∗,e = Lg−1∗ 即得.
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10
左不变矢量场

10.1 定义与等价表述

Def. 1 左不变矢量场

矢量场 X ∈ XG 称为左不变的 (left invariant), 若

Lg∗X = X, ∀g ∈ G, (10.1)

即 (Lg∗X)gh = Xgh 对一切 g, h ∈ G 成立. 由左平移的性质 (Lg∗X)gh = Lg∗(Xh), 定
义(10.1) 等价于

Xgh = Lg∗Xh, ∀g, h ∈ G. (10.2)

式(10.2)是逐点的: 它说明左不变矢量场在一点 g 的值由其在单位元的值唯一决定, Xg =
Lg∗Xe. 反之, 给定 TeG 中一个矢量 A, 定义 Xg := Lg∗A, 是否自动光滑?

Prop. 1 由单位元切矢产生的左不变矢量场光滑

对任意 A ∈ TeG, 定义 XA
g := Lg∗A (g ∈ G). 则 XA 是光滑矢量场, 且左不变.

Pf 取单位元附近的坐标卡; 映射 (g, A) 7→ Lg∗A = d(Lg)eA是光滑映射 G×TeG → TG
(作为乘法的切映射在 e 处取 A 的结果, 光滑依赖 g). 固定 A, 得到光滑截面 g 7→ Lg∗A.
左不变性: 由 Lh ◦ Lg = Lhg, Lh∗(XA

g ) = Lh∗Lg∗A = Lhg∗A = XA
hg.

Def. 2 左不变矢量场的空间

G 上全体左不变矢量场记为 L :

L := {X ∈ XG | Lg∗X = X ∀g ∈ G}.

Thm. 20 L 与 TeG 的同构

G 上全体左不变矢量场的集合 L 与 G 的单位元切空间 TeG 线性同构; 同构由限制
ev : L → TeG, X 7→ Xe 给出.

Pf 先证 ev 单: 若 Xe = 0, 由式(10.2) 对一切 g 有 Xg = Lg∗Xe = 0, 故 X = 0. 再证 ev
满: 对 A ∈ TeG, 由上一命题 XA ∈ L 且 XA

e = Le∗A = A. 线性由推前的线性给出. 故
ev 是线性同构, dim L = dim TeG = dimG.
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11
Lie代数与 Lie群的 Lie代数

11.1 Lie代数的定义

Def. 1 Lie 代数

实矢量空间 g 连同双线性映射 [ , ] : g × g → g (称为 Lie 括号), 称为 (实) Lie 代数
(Lie algebra), 若
(a) 反称性: [A,B] = −[B,A] 对一切 A,B ∈ g;
(b) Jacobi 恒等式: [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 对一切 A,B,C ∈ g.
若对一切 A,B 有 [A,B] = 0, 则称 g 为阿贝尔 (交换) Lie 代数.

Eg. 1 Lie 代数的例子

(a) R3 以叉积 [v,u] := v × u 为 Lie 括号, 是 3 维 Lie 代数 (反称性显然; Jacobi 恒
等式由 [A, [B,C]] = B(A · C) − C(A ·B) 的恒等式给出).

(b) 全体 m×m 实矩阵 gl(m) 以矩阵对易子 [A,B] := AB − BA 为 Lie 括号, 是 m2

维 Lie 代数. Jacobi 恒等式直接展开可验证.
(c) 光滑流形 M 上全体矢量场 XM 以对易子 (第 8节)为 Lie括号, 是无限维 Lie代
数.

Eg. 2 Heisenberg 群与 Heisenberg 代数

上三角矩阵群

Heis(3) =




1 a c

0 1 b

0 0 1


∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

 (11.1)

在矩阵乘法下构成 3 维幂零 Lie 群. 其 Lie 代数由

P =


0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Q =


0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , Z =


0 0 1
0 0 0
0 0 0


张成, 满足唯一的非零 Lie 括号

[P,Q] = Z, [P,Z] = [Q,Z] = 0. (11.2)

指数映射 exp(xP + yQ+ zZ) =


1 x z + 1

2xy

0 1 y

0 0 1

是光滑同胚,说明 Heis(3)与 R3 微
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分同胚但群结构非平凡. 量子力学中, 把 Z 换成 iℏÎ, 式(11.2) 正是 [x̂, p̂] = iℏ (第 26
节): 位置与动量生成 Heisenberg 代数的表示, 这是” 非交换运动学” 的最小模型.

11.2 左不变矢量场构成 Lie代数

Thm. 21 L 是 Lie 代数

左不变矢量场的空间 L 在矢量场对易子下构成 Lie 代数: 对 X,Y ∈ L , [X,Y ] ∈ L .

Pf 对 g ∈ G, 由链式法则与 XM 上对易子对推前的自然性, 对矢量场 X,Y (见第 8
节习题), 有 Lg∗[X,Y ] = [Lg∗X,Lg∗Y ]. 若 X,Y ∈ L , 则 Lg∗X = X, Lg∗Y = Y , 故
Lg∗[X,Y ] = [X,Y ], 即 [X,Y ] ∈ L . 双线性与反称性显然, Jacobi 恒等式由第 8 节定理
(矢量场对易子) 继承.
这里用到对易子对推前的自然性: 对任意光滑映射 φ : M → N 与X,Y ∈ XM , φ∗[X,Y ] =
[φ∗X,φ∗Y ] 当 φ 是微分同胚. 这一等式由定义 [X,Y ]f = X(Y f) − Y (Xf) 与 (φ∗X)(f) =
X(f ◦ φ) 直接验证.

Def. 2 Lie 群的 Lie 代数

设 G 是 Lie 群. 单位元切空间 TeG 配以下述 Lie 括号构成 Lie 代数, 称为 G 的 Lie
代数, 记作 g: 对 A,B ∈ g, 令 Ā, B̄ 为对应的左不变矢量场,

[A,B] := [Ā, B̄]e.

由 L ∼= TeG 与 L 的 Lie 代数结构, g 是 Lie 代数.

Thm. 22 Lie 群同态诱导 Lie 代数同态

设 φ : G → G′ 是 Lie 群同态, g, g′ 是 G,G′ 的 Lie 代数. 则切映射 φ∗,e : g → g′ 是 Lie
代数同态:

φ∗,e[A,B] =
[
φ∗,eA, φ∗,eB

]
, ∀A,B ∈ g. (11.3)

Pf 对 A ∈ g, 记 Ā 为对应左不变矢量场, A′ := φ∗,eA ∈ g′, Ā′ 为其左不变矢量场. 先证
Ā 与 Ā′ 沿 φ 相容: 对 g ∈ G,

φ∗,g(Āg) = φ∗,gLg∗A = (φ ◦ Lg)∗,eA = (Lφ(g) ◦ φ)∗,eA = Lφ(g)∗φ∗,eA = Ā′
φ(g),

其中第三步用到 Lie 群同态与左平移交换 (上一节命题 (b)). 于是

φ∗,e[A,B] = φ∗,e[Ā, B̄]e = φ∗,e
(
[Ā, B̄]

)
e

=
[
φ∗Ā, φ∗B̄

]
φ(e)

=
[
Ā′, B̄′

]
e′

= [A′, B′],

其中第三步用对易子对推前的自然性, 第四步用 φ∗Ā = Ā′ 且 φ(e) = e′.
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11.3 Lie子代数,理想与商 Lie代数

Def. 3 Lie 子代数与理想

Lie 代数 g 的线性子空间 h 称为 Lie 子代数 (Lie subalgebra), 若 [A,B] ∈ h 对一切
A,B ∈ h 成立. Lie 子代数 h 称为理想 (ideal), 记作 h / g, 若更强的条件 [A,B] ∈ h 对
一切 A ∈ g, B ∈ h 成立.

理想在 Lie 代数中的角色相当于正规子群在群论中的角色. 商结构由此定义:

Prop. 1 商 Lie 代数

设 h / g. 商矢量空间 g/h 以

[A+ h, B + h] := [A,B] + h

为 Lie 括号构成 Lie 代数, 称为商 Lie 代数.

Pf 良定义: 若 A′ = A + H, B′ = B + K (H,K ∈ h), 则 [A′, B′] − [A,B] = [A,K] +
[H,B] + [H,K] ∈ h (因 h 是理想), 故类 [A′, B′] + h 与代表元无关. 反称性与 Jacobi 恒等
式继承自 g.

Def. 4 单与半单

非阿贝尔 Lie代数 g称为单 (simple)的,若它的理想只有 {0}与 g;称为半单 (semisim-
ple) 的, 若它不含非零阿贝尔理想.
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12
单参子群与指数映射

12.1 单参子群

Def. 1 单参子群

光滑曲线 γ : R → G 称为 Lie 群 G 的单参子群 (one-parameter subgroup), 若

γ(s+ t) = γ(s) γ(t), ∀s, t ∈ R. (12.1)

取 s = t = 0 得 γ(0) = γ(0)2, 故 γ(0) = e; 取 t = −s 得 γ(−s) = γ(s)−1. 式(12.1) 表明 γ
是从加法 Lie 群 R 到 G 的 Lie 群同态. 单参子群是 Lie 群中的 “直线”: 其像 γ(R) 是 G
的阿贝尔 Lie 子群 (一般不是嵌入子流形, 见注).

Eg. 1 单参子群的例子

(a) 在 Rn (加法) 中, 过 e = 0 的每条直线 t 7→ tA 是单参子群.
(b) 在 S1 中, t 7→ eit 是单参子群 (像为整个 S1).
(c) 在 GL(m)中, t 7→ Exp(tA) (矩阵指数,第 14节)是单参子群,因 Exp((s+ t)A) =

Exp(sA)Exp(tA).

12.2 左不变矢量场的完备性

Thm. 23 左不变矢量场完备

Lie 群 G 上的任意左不变矢量场 X 是完备的: 其每条积分曲线都可以延拓为定义在
全体 R 上的曲线.

Pf 只需证明过 e 的积分曲线可延拓到全 R; 过其他点的积分曲线由左平移得到 (若 γ
是过 e 的积分曲线, 则 gγ(t) 是过 g 的积分曲线). 由常微分方程理论, 存在 ε > 0 与积分
曲线 γ : (−ε, ε) → G, γ(0) = e. 设 γ 的最大延拓为 γ : (a, b) → G. 我们证明 b = +∞ (对
a = −∞ 对称). 反设 b < ∞. 取 c ∈ (a, b) 使 b − c < ε. 由左不变性, 曲线 t 7→ γ(c)γ(t)
(定义于 t ∈ (−ε, ε)) 在 t = 0 处过 γ(c), 且其切矢为 Lγ(c)∗Xγ(t) = Xγ(c)γ(t), 故它是 X 过
γ(c)的积分曲线. 另一方面 t 7→ γ(c+ t) (定义于 t ∈ (a− c, b− c))也是 X 过 γ(c)的积分
曲线. 由积分曲线的唯一性, 二者在定义域交上相等. 因 b − c < ε, 曲线 t 7→ γ(c)γ(t) 的
定义域越过 t = b− c, 于是

γ(b+ t0) = γ(c)γ(t0)
对 t0 = b − c 附近成立, 把 γ 延拓到 (a, b + ε − (b − c)) ⊋ (a, b) 之外, 与 b 是最大延拓端
点矛盾. 故 b = ∞; 同理 a = −∞.
完备性使单参子群总是全局存在, 这是 Lie 群区别于一般流形的关键性质 (对比第 7 节非
紧流形上不完备的 X = x2∂x).
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e

γ(t) = exp(tA)

左不变矢量场的流

图 3: 左不变矢量场 XA 的积分曲线族 (流): 过单位元 e 的积分曲线 γ(t) = exp(tA) 恰是
单参子群; 过其他点的积分曲线是它的左平移 g 7→ gγ(t). 完备性保证整族曲线全局存在.

Thm. 24 积分曲线与单参子群的等价

设 X 是左不变矢量场, γ : R → G 是 X 满足 γ(0) = e 的积分曲线. 则 γ 是单参子群.
反之, 若 γ : R → G 是单参子群且 γ′(0) = A, 则 γ 是左不变矢量场 XA (XA

g = Lg∗A)
的积分曲线.

Pf 设 γ 是 X 过 e 的积分曲线. 对固定 s, 曲线 t 7→ γ(s)γ(t) 与 t 7→ γ(s+ t) 都是 X 过
γ(s) 的积分曲线 (前者由左不变性), 由唯一性 γ(s)γ(t) = γ(s + t). 反之, 设 γ 是单参子
群, A = γ′(0), X = XA. 计算 γ 的切矢:

d
dt
γ(t) = d

ds

∣∣∣∣
s=0

γ(t+ s) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

γ(t)γ(s) = Lγ(t)∗
d
ds

∣∣∣∣
s=0

γ(s) = Lγ(t)∗A = Xγ(t).

故 γ 是 X 的积分曲线.

12.3 指数映射

Def. 2 指数映射

设 g 是 Lie 群 G 的 Lie 代数. 对 A ∈ g, 记 γA 为左不变矢量场 XA 过 e 的单参子群.
指数映射 (exponential map) exp : g → G 定义为

exp(A) := γA(1). (12.2)

Thm. 25 指数映射的基本性质

(a) exp(sA) = γA(s) 对一切 s ∈ R, A ∈ g; 特别地 exp(0) = e;
(b) exp 在 0 处的切映射是恒等: (exp)∗,0 = idg;
(c) exp 光滑, 且在 0 附近是微分同胚到 e 的某邻域 (逆映射定理);
(d) 若 [A,B] = 0, 则 exp(A+B) = exp(A) exp(B);
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(e) 设 φ : G → G′ 是 Lie 群同态. 则 exp′(φ∗,eA) = φ(expA), 即下列交换图成立:

g g′

G G′.

φ∗,e

exp exp′

φ

Pf (a) 曲线 t 7→ γA(st) 是 XsA = sXA 的积分曲线, 且 sXA 过 e 的单参子群正是
t 7→ γA(st); 而 XsA 过 e 的单参子群在 t = 1 的值定义为 exp(sA), 故 exp(sA) = γA(s).
(b) 对 A ∈ g, 曲线 s 7→ exp(sA) 在 s = 0 的切矢是 A, 这正是 (exp)∗,0(A).
(c) 由 (b), (exp)∗,0 是恒等, 线性同构; 反函数定理给出 exp 在 0 附近是局部微分同胚.
(d) 设 [A,B] = 0. 左不变矢量场 XA, XB 的对易子对应 [A,B] 的左不变场, 为零, 故
XA, XB 的流交换 (第 8 节). 于是 s 7→ exp(s(A+B)) 与 s 7→ exp(sA) exp(sB) 有相同的
切矢 A+B 于 0 处且都满足流方程, 唯一性给出相等; 取 s = 1.
(e) 曲线 t 7→ φ(exp(tA)) 是 G′ 中过 e′ 的曲线, 其切矢为 φ∗,ed/dt|0 exp(tA) = φ∗,eA. 由
Lie 群同态诱导 Lie 代数同态与单参子群的对应, t 7→ exp′(φ∗,eA · t) 也是过 e′、切矢为
φ∗,eA 的单参子群, 由唯一性相等, 取 t = 1.

Thm. 26 左不变矢量场的流

设 XA 是 A ∈ g 对应的左不变矢量场, φt 是它的 (全局) 流. 则

φt(g) = g exp(tA), ∀g ∈ G, t ∈ R. (12.3)

即 XA 的流是右平移 Rexp(tA): 左不变矢量场的积分曲线从左边穿过群.

Pf 对固定 g, 曲线 t 7→ g exp(tA) = Lg(γA(t)) 过 g, 且切矢为 Lg∗X
A
γA(t) = XA

gγA(t), 故
它是 XA 过 g 的积分曲线. 而 φt(g) 正是过 g 的积分曲线在时刻 t 的值, 故 φt(g) =
g exp(tA).

选读: 正则坐标

由 exp 在 0 附近的局部微分同胚性, 可把 e 附近的开集参数化为 exp 的像: 取 g 的基
{E1, . . . , En}, 定义坐标 ψ : exp(tiEi) 7→ (t1, . . . , tn). 这给出 G 的正则坐标 (canonical
coordinates), 其中坐标线是单参子群 t 7→ exp(tEi) 的轨道.

12.4 Baker--Campbell--Hausdorff公式
指数映射把 Lie 代数元送回群; 群乘法在 exp 坐标下的具体表达式即 BCH 公式. 它说明
一个深刻的事实: 连通 Lie 群的乘法结构完全由 Lie 括号决定 (Lie 第三定理的核心).
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Thm. 27 BCH 公式

对 g 中充分小的 X,Y , 存在收敛的级数 Z ∈ g, 使

eXeY = eZ , Z =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n

∑
ri+si≥1
符合条件

[Xr1Y s1 · · ·XrkY sk ]
(r1 + s1 + · · · + rk + sk) · r1!s1! · · · rk!sk!

,

(12.4)
其中 [Xr1Y s1 · · · ] 表示相应次数的迭代括号 (Dynkin 公式). 前三项为

Z = X + Y + 1
2

[X,Y ] + 1
12
(
[X, [X,Y ]] + [Y, [Y,X]]

)
+O(4), (12.5)

O(4) 表示四阶及以上的迭代括号项.

Pf 这里给出到三阶的直接验证 (一般情形见 Dynkin 原证明). 记 M = eXeY − I,
log(I +M) = M − 1

2M
2 + 1

3M
3 − · · · . 展开

eXeY =
(

I +X + X2

2
+ X3

6

)(
I + Y + Y 2

2
+ Y 3

6

)
+O(4)

= I + (X + Y ) +
(
X2

2
+XY + Y 2

2

)
+
(
X3

6
+ X2Y

2
+ XY 2

2
+ Y 3

6

)
+O(4).

一阶项就是 X + Y . 二阶项: 由 M = M1 + M2 + M3 (各 Mk 为 k 阶), Z2 = M2 −
1
2M

2
1 =

(
X2

2 + XY + Y 2

2

)
− 1

2

(
X2 + XY + Y X + Y 2

)
= 1

2(XY − Y X) = 1
2 [X,Y ]. 三

阶项: Z3 = M3 − 1
2(M1M2 + M2M1) + 1

3M
3
1 . 直接代入并利用恒等式 1

12

(
[X, [X,Y ]] +

[Y, [Y,X]]
)

= 1
12(X2Y − 2XYX + Y X2 + Y 2X − 2Y XY +XY 2) 消去全部非迭代括号的

单项 (如 X3, X2Y,XY X 等), 只剩迭代括号的线性组合, 系数恰为 1
12 ; 完整展开略去 (可

检查: 取 g = su(2), X = aσ3, Y = bσ3 时 Z = (a + b)σ3; 取 X = aσ1, Y = bσ2 时由
σ1σ2 = iσ3 与双曲恒等式可核对各系数).

注: BCH 公式的意义

式(12.4) 的全部项都是 X,Y 的迭代括号, 故 BCH 公式断言: 在单连通连通 Lie 群上,
群乘法 (eX , eY ) 7→ eXeY 由 Lie代数 g的括号结构完全确定. 这正是 Lie第三定理 (每
个有限维 Lie 代数对应唯一单连通 Lie 群) 的局部版本, 也是第 30–33 节反复使用的
工具: 第 33 节两个 boost 之积中的 Wigner 转动正来自二阶项 1

2 [λ2 · b,λ1 · b]; 第 26.4
节位移算符乘积公式与第 29.6 节磁平移的射影相因子也都是在 Heisenberg 型括号下
BCH 公式的截断. 量子力学中常用其截断到二阶的形式 (用于弱场与微扰展开), 而完
整的 Dynkin 级数保证了截断的意义.
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13
Lie子群与 Lie对应

Def. 1 Lie 子群

Lie 群 G 的子集 H 称为 Lie 子群 (Lie subgroup), 若 H 同时是 G 的子群与子流形
(嵌入或浸入). 本讲主要讨论嵌入 Lie 子群, 记为 H ≤ G.

Thm. 28 Lie 子群的 Lie 代数

设 H 是 Lie 群 G 的嵌入 Lie 子群. 则 H 的 Lie 代数 h ⊂ g (视 TeH 为 TeG 的子空
间) 是 g 的 Lie 子代数.

Pf H ≤ G 诱导包含映射 i : H ↪→ G, 是 Lie 群同态, 故 i∗,e : h → g 是 Lie 代数同态 (定
理(11.3)); 因 i 是嵌入, i∗,e 单, 故 h 同构于 g 的一个 Lie 子代数 (即 i∗,e(h)). 把 TeH 与它
在 TeG 中的像等同, h 是 g 的 Lie 子代数.

Thm. 29 正规子群与理想

设 H 是连通 Lie 群 G 的连通 Lie 子群, h, g 是其 Lie 代数. 则 H 是 G 的正规子群,
当且仅当 h 是 g 的理想.

为证明此定理, 我们先建立两个引理. 内自同构 Ig : G → G, x 7→ gxg−1, 在单位元处的切
映射记为 Adg := (Ig)∗,e : g → g.

Lem. 1 Lie 括号的伴随表达式

对 A,B ∈ g,

[A,B] = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

Adexp(tA) B. (13.1)

Pf 记 Ā, B̄ 为 A,B 的左不变矢量场, φt 为 Ā 的流. 由第 8 节 LĀB̄ = [Ā, B̄], 且在 e 点
(取点式定义 (LĀB̄)e = d/dt|0 (φ−t)∗B̄φt(e)) 得

[A,B] = [Ā, B̄]e = d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(φ−t)∗B̄φt(e).

由流定理(12.3), φt(g) = g exp(tA), 故 B̄φt(e) = Lexp(tA)∗B (式(10.2)), 且 φ−t ◦ Lexp(tA) =
Iexp(tA) (直接计算: φ−t(exp(tA)x) = exp(tA)x exp(−tA)). 因此

(φ−t)∗ ◦ Lexp(tA)∗ = (Iexp(tA))∗,e = Adexp(tA),

代入即得式(13.1).
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Lem. 2 理想的 Ad 不变性

设 h 是 g 的理想. 则 Adg h ⊂ h 对一切 g ∈ G 成立.

Pf 先对 g = exp(A), A ∈ g, B ∈ h证明 Adexp(tA) B ∈ h对一切 t. 由 adAB := [A,B] ∈ h
(理想), 且 Adexp(tA) B 满足一阶方程 d/dt Adexp(tA) B = Adexp(tA) adAB: 事实上, 由 Ad
的同态性 (Adgh = Adg Adh, 来自 Igh = Ig ◦ Ih),

d
dt

Adexp(tA) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

Adexp(tA) Adexp(sA) = Adexp(tA)
d
ds

∣∣∣∣
s=0

Adexp(sA) = Adexp(tA) adA .

由 adA h ⊂ h 与 h 是有限维闭子空间, 该线性常微分方程的解 Adexp(tA) B ∈ h. 对
一般 g, 因 G 连通且由指数生成 (见上节注), g = exp(A1) · · · exp(Ak), 而 Adg =
Adexp(A1) · · · Adexp(Ak), 故 Adg h ⊂ h.
Pf [正规子群与理想的证明] ( =⇒ ) 设 H / G. 对 B ∈ h, exp(sB) 是 H 中的单参
子群. 由正规性, Iexp(tA)(exp(sB)) = exp(tA) exp(sB) exp(−tA) ∈ H 对一切 t, s. 对 s
求导在 s = 0 得 Adexp(tA) B ∈ h (作为 H 中曲线在 e 的切矢), 再由式(13.1), [A,B] =
d/dt|0 Adexp(tA) B ∈ h (有限维闭子空间), 故 h 是理想.
( ⇐= ) 设 h 是理想. 对 h ∈ H, 由连通 Lie 子群由指数生成 (上节注), 可写

h = exp(B1) · · · exp(Bk), Bi ∈ h.

由伴随引理, Adg Bi ∈ h; 又对 Lie 群同态 Ig : G → G 应用指数映射的自然性 (定理(12.2)
(e)),

g exp(Bi)g−1 = Ig(exp(Bi)) = exp
(
Adg Bi

)
∈ exp(h) ⊂ H.

于是 ghg−1 = ∏
i g exp(Bi)g−1 ∈ H, 故 H / G.

注: 连通 Lie 子群由指数生成

证明中用到的 “连通 Lie子群的每个元素是有限个指数之积”是关键引理: 设 H 连通,
h ∈ H. 考虑 H 中由 exp(h) 生成的开子群 U (由 exp 的局部微分同胚性, exp(h) 含 e
的开邻域, 生成一个既开又闭的子群). H 连通迫使 U = H, 故 h ∈ U 是有限个指数之
积.

Thm. 30 Lie 对应 (陈述)

设 G 是连通 Lie 群. 映射 H 7→ h = TeH 给出 G 的连通 Lie 子群与 g 的 Lie 子代数
之间的双射: 每个 Lie 子代数唯一地对应一个连通 Lie 子群 (连通性使它唯一; 不连通
时还需一个离散因子). 该对应保持包含关系, 且把正规子群对应到理想.

Pf 证明依赖 Lie群与 Lie代数之间的第三基本定理 (每个有限维实 Lie代数是某个单连
通 Lie 群的 Lie 代数, 见第 12 节末的陈述) 与对应地嵌入定理. 本讲不给出完整证明, 而
在具体矩阵 Lie 群上反复使用其有限维版本: 子代数给出矩阵指数生成的连通子群.

13.1 齐性空间与对称空间
Lie 群作用 (第 3 节) 与 Lie 子群 (本节) 的结合给出几何中最重要的一族空间: 齐性空间.
一个群 G 作用在流形 M 上且传递 (任意两点由群元连接), 则 M 同构于陪集空间 G/H,
其中 H 是某点的稳定子. 这一结构把几乎所有的对称几何都编码进群语言.
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Def. 2 齐性空间

设 H 是 Lie 群 G 的闭子群, 左陪集空间 G/H := {gH : g ∈ G} 配以商拓扑与由 exp
局部坐标诱导的微分结构, 称为齐性空间. 投影 π : G → G/H, g 7→ gH 是光滑满射
(浸没), G 以 g · (xH) := (gx)H 传递地作用在其上. 反之, 若 G 传递地作用在流形 M
上且 H = StabG(p0), 则 M ∼= G/H.

Thm. 31 齐性空间的例

下列同胚是基本而常用的:

SO(3)/ SO(2) ∼= S2, SU(2)/U(1) ∼= S2, (13.2)
SO(n)/ SO(n− 1) ∼= Sn−1, (13.3)

SL(2,R)/ SO(2) ∼= H2, SU(1, 1)/U(1) ∼= H2, (13.4)
O(n+ 1)/O(n) ∼= Sn, SO(n+ 1)/O(n) ∼= RPn, (13.5)

其中 H2 是双曲平面 (常负曲率曲面), RPn 是 n 维实射影空间.

Pf 以 S2为例: SO(3)传递地作用在单位球面上 (第 15节 Euler定理),北极 p0 = (0, 0, 1)
的稳定子是绕 z 轴的转动群 SO(2) (视为嵌入 SO(3)), 故 S2 ∼= SO(3)/ SO(2). 类似地
SU(2) 作用在 S2 上

(
SU(2) 的实三维不可约表示即第 16 节的 SU(2) → SO(3) 覆盖

)
,

U(1) 是其稳定子 (Pauli 约定下绕轴的相位), 得式(13.2) 第二式. 式(13.3) 同理; H2 的等
度规群 PSL(2,R) 传递地作用在 Poincaré 上半平面 H2 = {z ∈ C : Im z > 0} 上, SO(2)
固定 z = i. 式(13.5): Sn 上任意点可由 O(n + 1) 的等度规平移, 稳定子 O(n); 对径点群
作用给出射影空间. 维数核对: dimG − dimH = 3 − 1 = 2 = dimS2, 与投影浸没的维数
公式 dimG/H = dimG− dimH 一致.

注: 从齐性空间看对称性

齐性空间揭示了第 3 节抽象轨道-稳定子定理的几何威力: 群 G 的全部几何信息由一
对 (G,H) 编码, 而 H 本身又是对空间内蕴对称性的度量. 例如 S2 = SO(3)/ SO(2)
说明球面上一点恰好保留一个轴转动自由度——这正是第 27 节空间量子化中 m 量
子数、以及旋转椭球与陀螺对称性的群论根源. 量子场论中的真空流形 (spontaneous
symmetry breaking 中 φ 场的真空态集合, 如 SU(2) × U(1)/U(1) ∼= S2) 也正是一个
齐性空间.

注: 对称空间

若 H 在 G 的自同构 θ 下不动 (θ|H = id, 且 θ 是对合, 即 θ2 = id), 则 G/H 称为对称
空间. 例子: Sn = SO(n + 1)/ SO(n) (取 θ 为 G 中某固定超平面反射) 是常正曲率对
称空间, Hn 是常负曲率对称空间, 而 G/G (平凡) 与紧 Lie 群本身 G ∼= (G×G)/G 也
是. 对称空间理论把几何对象 (曲率、测地线、谱) 完全化归到对合 Lie 代数 (Cartan
分解 g = h ⊕ m, [h, h] ⊂ h, [h,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ h). 这为第 31 节的 so(1, 3) 复化分解
ri ± ibi 提供了更一般的框架, 也预告了后续表示论的几何入口.
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Part IV

矩阵 Lie群
本部分把前三部分的抽象理论具体化为最重要的例子——矩

阵 Lie 群及其 Lie 代数. 一般线性群 GL(m) 是 Rm2
的开子集,

其 Lie 代数是全体矩阵; 矩阵指数 Exp 把 Lie 代数元映为群元,
并把抽象的 Lie 括号化为矩阵对易子. 正交群, 酉群与特殊酉
群分别保持实内积,复内积与体积,它们的 Lie代数由相应的矩
阵方程刻画. 欧氏群与 Poincaré 群是平移群与旋转群 (Lorentz
群) 的半直积, 其 Lie 代数结构由第 17 节给出. 第 18 节引入
Lorentz群 O(1, 3)及其 Lie代数,为第八部分的深入讨论铺路.

内容概要

• 掌握 GL(m) 的 Lie 代数与矩阵指数 Exp, 理解 Exp = exp 与
det ExpA = etrA.

• 掌握 O(m), SO(m), U(m), SU(m) 的定义, Lie 代数刻画与维数.

• 掌握 so(3) ∼= su(2), 以及 SU(2) → SO(3) 的 2 对 1 覆盖.

• 掌握欧氏群, Poincaré 群与 Lorentz 群的半直积结构与基本 Lie 代数.



Lie 群 Lie 代数与连续对称性 一般线性群与其 Lie 代数

14
一般线性群与其 Lie代数

14.1 一般线性群 GL(m)
设 V 是 m维实矢量空间. V 上全体可逆线性变换在复合下构成群 GL(V ), 称为一般线性
群. 选定 V 的基后, GL(V ) 与全体 m×m 可逆矩阵的集合 GL(m) 同构, 以后不加区分.

Prop. 1 GL(m) 是 Lie 群

GL(m) 是 Rm2
的开子集, 因而是 m2 维光滑流形; 配合矩阵乘法与取逆 (二者光滑),

GL(m) 是 m2 维 Lie 群. 它有两个连通分支, 由 det = ±1 区分.

Pf 行列式 det : Rm2 → R 是连续映射, 而 GL(m) = det−1(R \ {0}) 是开集
det−1((−∞, 0)) ∪ det−1((0,∞)) 之并, 故非连通且至少两个分支; 每个分支连通 (例
如 GL+(m)可经极分解 A = R

√
ATA连续形变到 SO(m),再经 Gram–Schmidt连续形变

到旋转, 而 SO(m) 连通, 见第 15 节). 乘法与求逆的光滑性由矩阵元的多项式与 Cramer
法则给出.

14.2 Lie代数 gl(m)
恒等矩阵 I 是 GL(m) 的单位元. 对任意矩阵 A, 曲线 t 7→ I + tA (对 |t| 足够小可逆) 在
I 处的切矢为 A, 故

Thm. 32 GL(m) 的 Lie 代数

gl(m) = {m×m 实矩阵}, (14.1)
等号理解为矢量空间同构 (依赖于基的选取). dim gl(m) = m2.

Pf 由曲线 t 7→ I + tA 在 I 处的切矢为 A, 每个矩阵都在 gl(m) 中; 维数 dim GL(m) =
m2 = dim{矩阵} 迫使两者相等.

14.3 矩阵指数

Def. 1 矩阵指数

对 m×m 实 (或复) 矩阵 A, 定义

Exp(A) :=
∞∑
n=0

1
n!
An = I + A+ 1

2!
A2 + 1

3!
A3 + · · · (14.2)
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Prop. 2 矩阵指数的收敛性与性质

级数(14.2) 绝对收敛 (关于矩阵范数), 且
(a) Exp(0) = I; Exp(A) 可逆, (ExpA)−1 = Exp(−A);
(b) d Exp(tA)/dt = A Exp(tA) = Exp(tA)A;
(c) 若 AB = BA, 则 Exp(A+B) = Exp(A) Exp(B);
(d) det(ExpA) = etrA;
(e) Exp(tA) 是 GL(m) 中过 I 的单参子群: Exp((s+ t)A) = Exp(sA) Exp(tA).

Pf 固定算子范数 ‖·‖, ‖An‖ ≤ ‖A‖n, 故级数被收敛级数 ∑ ‖A‖n/n! 控制, 绝对收敛. (a)
Exp(A) Exp(−A) = Exp(A−A) = Exp(0) = I,最后一步由 (c) (因为 A与 −A对易). (b)
逐项求导, 因级数一致收敛. (c) 由二项式定理与 Cauchy 乘积:

Exp(A) Exp(B) =
∑
n

n∑
k=0

Ak

k!
Bn−k

(n− k)!

=
∑
n

1
n!

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k =

∑
n

(A+B)n

n!
= Exp(A+B),

中间一步用到 AB = BA 时的二项式展开. (d) 记 f(t) = det Exp(tA); 由 (c), f(t +
s) = det(Exp(tA) Exp(sA)) = f(t)f(s), 且 f(0) = 1, 故 f(t) = ect 对某常数 c; 求导得
c = f ′(0) = trA (由 det(I + tA) = 1 + t trA+ o(t)), 取 t = 1. (e) 由 (c) 直接.

Thm. 33 Exp 是指数映射

对 A ∈ gl(m), 矩阵指数 Exp(A) 等于 Lie 群指数映射 exp(A):

Exp(A) = exp(A), ∀A ∈ gl(m). (14.3)

Pf 由性质 (e), t 7→ Exp(tA) 是过 I 的单参子群, 其切矢为 Exp′(0)A = A (性质 (b)). 由
单参子群与左不变矢量场的对应 (第 12 节), Exp(tA) 正是 A 生成的单参子群 γA(t); 取
t = 1 得 Exp(A) = γA(1) = exp(A).

Thm. 34 矩阵 Lie 群 Lie 代数的 Lie 括号

设 G ≤ GL(m) 是矩阵 Lie 群 (嵌入 Lie 子群), A,B ∈ g ⊂ gl(m). 则 A,B 作为矩阵
的抽象 Lie 括号等于矩阵对易子:

[A,B] = AB −BA. (14.4)

Pf 由第 13 节引理, [A,B] = d/dt|0 AdExp(tA) B. 对矩阵 Lie 群, 内自同构是共轭:
IExp(tA)(X) = Exp(tA)X Exp(−tA), 故 AdExp(tA) B = Exp(tA)B Exp(−tA). 于是

d
dt

∣∣∣∣
t=0

Exp(tA)B Exp(−tA) = AB I + I B (−A) = AB −BA.

矩阵 Lie 群的 Lie 括号就是对易子这一事实, 使矩阵 Lie 群的 Lie 代数计算归结为线性代
数, 是全书最常用的一类工具.
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15
正交群与转动群

15.1 定义
设 V 是带正定内积 g 的 m 维实矢量空间. 线性映射 Z : V → V 称为保内积的, 若
g(Zv, Zu) = g(v, u) 对一切 v, u ∈ V .

Def. 1 正交群

V 上全体保内积的线性映射在复合下构成群, 称为正交群 (orthogonal group), 记作
O(V ); 选定正交归一基后与矩阵群一致:

O(m) := {Z ∈ GL(m) | ZTZ = I}. (15.1)

Prop. 1 正交群的基本性质

(a) 对 Z ∈ O(m), detZ = ±1;
(b) O(m) 是 GL(m) 的紧致 Lie 子群, 由两个连通分支组成, 含 I 的分支记为

SO(m) := {Z ∈ O(m) | detZ = 1}, 称为特殊正交群 (转动群);
(c) SO(m) 连通 (对 m ≥ 1).

Pf (a) 1 = det
(
ZTZ

)
= (detZ)2. (b) O(m)是定义方程 ZTZ = I 的零点集 (闭集)且矩

阵元有界, 故紧致; det = ±1 把 O(m) 分成两个闭开子集, 故非连通且至少两个分支. (c)
对 Z ∈ SO(m), 由谱分解 Z 正交相似于准对角形, 其中实特征值 1 与 2 × 2 转动块 (由
ZTZ = I 与 det = 1 特征值 ±1 成对出现). 把每个转动块 cos θ − sin θ

sin θ cos θ 连续地以 θ → 0 形
变, 特征值 −1 的块成对地以平面内 180◦ 转动连续形变到 I, 最终得到 Z(t) 连接 Z 与 I,
故 SO(m) 连通.

15.2 Lie代数 o(m)

Thm. 35 o(m) 的刻画

o(m) = so(m) = {A ∈ gl(m) | AT = −A}, 即反称矩阵. (15.2)
从而 dimO(m) = dimSO(m) = m(m− 1)/2.

Pf 设 A ∈ o(m). 取 O(m) 中过 I 的曲线 Z(t), Z(0) = I, Ż(0) = A; 由 Z(t)TZ(t) = I
对 t 求导并在 t = 0 取值: 0 = AT +A, 故 A 反称. 反之设 A 反称. 则 (An)T = (−A)n, 故
Exp(tA)T = Exp(−tA) = Exp(tA)−1, 即 Exp(tA) ∈ O(m), 且切矢为 A, 故 A ∈ o(m). 反
称矩阵的空间维数 = m(m− 1)/2: 对角元为零, 非对角元由 Aij = −Aji 决定.
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Eg. 1 O(1), O(2), SO(2), SO(3)

O(1) = {±1} 是零维 Lie 群 (两个点). O(2) 由旋转 Z(θ) =

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

 与反射
Z ′(θ) =

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

 组成, 流形是两个互不相交的圆周 S1. SO(2) ∼= S1 连通紧

致 Abel. so(2) = {a J} 是 1 维 Abel Lie 代数, 其中 J =

0 −1
1 0

.

SO(2) ∼= S1 反射部分 Z ′(θ)SO(2)

det = +1 (子群, 连通) det = −1 (陪集, 非子群)

互不相交

图 4: O(2) 的流形是两个互不相交的圆周: 旋转部分 SO(2) ∼= S1 (含恒等元, 是子群) 与
反射部分 (任一反射的陪集). 两圆周都同胚于 S1, 但只有 SO(2) 是子群.

三维情形最重要: SO(3) 是 3 维连通紧致 Lie 群, 每个非平凡元素是绕某唯一轴的转动
(Euler 定理). 用转轴单位矢量 n 与转角 θ ∈ [0,π] 表示群元, 且 (n, θ) ∼ (−n,π − θ) 在
θ = π 时认同, SO(3) 的流形是实射影空间 RP 3: 以原点为中心的实心球体, 直径两端点
认同. 它非单连通 (直径闭曲线不可缩), 这在第 16 节 SU(2) → SO(3) 覆盖中将再次出
现.
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16
酉群与特殊酉群

16.1 酉群 U(m)
设 V 是带正定 Hermite 内积 (·, ·) 的 m 维复矢量空间. 线性算符 A 的伴随 A† 由
(A†v, u) = (v, Au) 定义; 在正交归一基下 A† = AT.

Def. 1 酉算符与酉群

算符 U 称为酉的 (unitary), 若它保内积: (Uv, Uu) = (v, u) 对一切 v, u. 这等价于
U †U = UU † = I, 等价于 U−1 = U †. 酉算符构成酉群

U(m) := {U ∈ GL(m,C) | U †U = I}.

Prop. 1 酉群的基本性质

U(m) 是紧致连通 Lie 群, dimU(m) = m2. 酉矩阵的行列式满足 |detU | = 1.

Pf 紧致性同 O(m). 连通性: 对 U ∈ U(m), 由谱定理 U = W †DW , D =
diag(eiθ1 , . . . , eiθm), W 酉. 于是 U = W † Exp(iΦ)W = Exp(iW †ΦW ) 其中 Φ =
diag(θ1, . . . , θm); 而 t 7→ Exp(itW †ΦW ) 是 U(m) 中连接 I 与 U 的连续路径, 故连
通. 行列式: 1 = det

(
U †U

)
= detU detU .

Thm. 36 u(m) 的刻画

u(m) = {A ∈ gl(m,C) | A† = −A}, 即反厄米矩阵, dimU(m) = m2. (16.1)

Pf 同 o(m) 的证明, 把转置换为共轭转置: 由 U(t)†U(t) = I 求导得 A† + A = 0; 反之
(ExpA)† = Exp(A†) = Exp(−A) = Exp(A)−1. 维数: 反厄米矩阵由 m2 个实参数决定 (对
角元纯虚 m 个, 非对角元每对由两个实参数决定, (m2 −m)/2 对, 共 m2).

16.2 特殊酉群 SU(m)

Def. 2 特殊酉群

SU(m) := {U ∈ U(m) | detU = 1}.

Thm. 37 su(m) 的刻画

su(m) = {A ∈ u(m) | trA = 0}, dimSU(m) = m2 − 1. (16.2)
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Pf 设 A ∈ su(m). 则 Exp(tA) ∈ SU(m), 故 det Exp(tA) = 1; 由 det Exp(tA) = et trA 得
trA = 0 (对一切 t, 取 t 小) 且 A† = −A. 反之, 若 A 无迹反厄米, 则 Exp(tA) ∈ U(m) 且
det Exp(tA) = et trA = 1, 故 Exp(tA) ∈ SU(m), 切矢为 A. 维数: 无迹条件给 1 个实方程,
m2 − 1.

16.3 SU(2), su(2)与 so(3)
SU(2) 是物理上最重要的紧凑 Lie 群之一 (自旋 1/2 的转动群).

Thm. 38 SU(2) ∼= S3

SU(2) 的流形是 3 维球面 S3 ⊂ R4, 连通且单连通.

Pf 对 U =

a b

c d

 ∈ SU(2),由 U †U = I 与 detU = 1得 d = ā, c = −b̄,且 |a|2+|b|2 = 1.

写 a = a1 + ia2, b = b1 + ib2 (ai, bi ∈ R), 则 a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 = 1, 给出 S3 的方程. S3 单
连通 (n ≥ 2 的球面单连通).

16.3.1 四元数与 SU(2)
SU(2) ∼= S3 的几何在四元数语言中最透明, 它给出转动公式与覆盖映射的显式形式.

Def. 3 四元数

四元数代数是 R4 上以基 {1, i, j,k}张成的结合代数, 乘法满足 i2 = j2 = k2 = ijk =
−1 (因而 ij = k 循环). 对 q = a+ b i + c j + dk 定义共轭 q̄ = a− b i − c j − dk 与
范数 |q|2 = qq̄ = a2 + b2 + c2 + d2.

Thm. 39 单位四元数与 SU(2)

映射

q = a+ b i + c j + dk 7−→ a I − i
(
b τ1 + c τ2 + d τ3

)
=

 a− id −ib− c

−ib+ c a+ id

 (16.3)

是 R-代数同构 (四元数 ↔ 复矩阵), 且把单位四元数 (|q| = 1) 双射地映到 SU(2): 因
像矩阵是反厄米组合的指数生成元形式, 有 det = |q|2 = 1, U † = U−1. 故作为流形
SU(2) = S3, 群乘法对应四元数乘法.

Pf 矩阵表示的乘法与四元数乘法一致 (由 τi 的 τiτj = δijI + iεijkτk 与 i, j,k 的乘法表
对照, 负号来自 −iτi 的选取). 单位四元数条件 |q| = 1 即 S3 方程; 像矩阵酉 (反厄米元指
数) 且行列式 1.

注: 四元数转动公式与覆盖

若把纯四元数 v = v1i + v2j + v3k 看作空间矢量, 则对单位四元数 q, 共轭 v 7→ qvq̄ 保
持 |v| (范数乘性) 且线性, 是 R3 的正交变换——这正是 2:1 覆盖 π : SU(2) → SO(3)
在四元数语言下的表达: q 与 −q 给出同一转动. 对 q = cos θ

2 + sin θ
2 n (n 为单位矢量
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四元数), 上式给出绕轴 n 转角 θ 的转动, 与式(16.5) 完全一致. 四元数因此是刚体姿
态 (姿态估计, 航天器控制) 与三维图形学 (旋转插值, slerp) 的标准工具, 其背后的数
学正是 SU(2) → SO(3) 覆盖 (第 16 节).

Thm. 40 su(2) ∼= so(3)

定义 Pauli 矩阵

τ1 =

0 1
1 0

 , τ2 =

0 −i
i 0

 , τ3 =

1 0
0 −1

 ,
并令 Ei := −iτi/2 (i = 1, 2, 3). 则 {E1, E2, E3} 是 su(2) 的基, 且

[Ei, Ej] = εij
kEk, (16.4)

与 so(3) 的标准基 Ai (第 19 节) 同构. 故 su(2) ∼= so(3).

Pf τi 无迹厄米, 乘以 −i/2 后无迹反厄米, 属于 su(2), 且线性无关 (3 个, 维数恰为 3),
构成基. 直接计算 τ1τ2 = iτ3, 故 [E1, E2] = (−i/2)2[τ1, τ2] = −1

4(2iτ3) = − i
2τ3 = E3; 循环

置换得式(16.4). 这是 so(3) 的标准基 Ai 满足 [Ai, Aj] = εij
kAk (第 19 节例) 的同一结构

常数, 故两 Lie 代数同构.

Thm. 41 SU(2) → SO(3) 的 2 对 1 覆盖

存在满 Lie 群同态 π : SU(2) → SO(3), 其核为 {±I}: 对每个 U ∈ SU(2), π(U) 是 R3

上由

U
(
viEi

)
U−1 =

(
π(U)v

)i
Ei (16.5)

定义的线性变换 (把 v = (v1, v2, v3)映为 π(U)v). 于是 π 是 2对 1覆盖映射, SO(3) ∼=
SU(2)/{±I}.

Pf 对固定 U , 由 A 7→ UAU−1 保持反厄米性与无迹性, 故把 su(2) 映到自身; 由
det(viEi) = |v|2/4 (直接计算) 与行列式的共轭不变性, π(U) 保 |v|, 故 π(U) ∈ O(3); 由 π
保持叉积结构 (可验证 [v ·E,u ·E] = (v ×u) ·E 与共轭), detπ(U) = 1,故 π(U) ∈ SO(3).
同态性与光滑性由式(16.5)直接; 核: π(U) = I 当且仅当 U 与每个 Ei 对易, 即 U ∈ {±I}

(由 SU(2) 的显式形式 U =

 a b

−b̄ ā

 与 [U,Ei] = 0 解得 U = ±I). 满性: SU(2) 与

SO(3) 都是 3 维连通 Lie 群, π 的切映射在 e 处是 Lie 代数同构 su(2) → so(3) (由
式(16.4)), 故 π 是局部微分同胚, 且像含 I 的邻域, 连通性迫使像为整个 SO(3).
覆盖映射 π : SU(2) → SO(3) 在量子力学中扮演核心角色: 自旋 1/2 态在空间转动下按
SU(2) 表示变换, 2π 转动给出 −I (相位 −), 这解释了第 27 节中 SU(2) 的引入.
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u

−u

SU(2) ∼= S3

π (2:1)
[u] = [−u]

SO(3) ∼= RP3

实心球, 边界对径认同

图 5: 覆盖 π : SU(2) → SO(3): 对径点 u 与 −u 在 SO(3) 中认同. 这是 S3 → RP3 的 2:1
覆盖, 也是自旋与转动关系的几何核心 (第 27 节).
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17
欧氏群与 Poincaré群

17.1 等度规群与平移群
设 (V, g) 是带度规的矢量空间 (或黎曼流形). 保持 g 的线性映射构成等度规群 (isometry
group). 对 Rm 配正定度规, 等度规群包含转动 O(m) 与平移; 两者合起来生成欧氏群.

Def. 1 平移群

对 a ∈ Rm, 平移 Ta : Rm → Rm, v 7→ v + a, 保持欧氏距离. 全体平移组成平移群
T (m) := {Ta | a ∈ Rm}, 与加法群 (Rm,+) 同构, 是 m 维 Abel Lie 群.

Def. 2 欧氏群

欧氏空间 Rm 的等度规群称为欧氏群 (Euclidean group) E(m). 每个等度规映射 E 唯
一地表为平移与保原点映射 (转动或反射) 的复合: E = Ta ◦ Z, Z ∈ O(m), a ∈ Rm.
于是作为集合 E(m) = T (m) ×O(m), 记为 (a, Z).

Pf [唯一分解] 对 E ∈ E(m), 令 a := E(0), 则 Z := T−a ◦ E 保原点, 且保度规, 故
Z ∈ O(m); 唯一性由 a = E(0) 决定.

Prop. 1 欧氏群是半直积

欧氏群的乘法为
(a1, Z1)(a2, Z2) =

(
a1 + Z1a2, Z1Z2

)
, (17.1)

故 E(m) = T (m) ⋊ O(m), 其中 O(m) 通过 φ(Z)(a) = Za 作用在 T (m) 上.
dimE(m) = m+m(m− 1)/2 = m(m+ 1)/2.

Pf 计算复合 (a1, Z1)(a2, Z2)作用在 v上: Ta1Z1(Ta2Z2v) = Ta1Z1(Z2v+a2) = Z1Z2v+
Z1a2 + a1, 这正是式(17.1). 结合性与逆元由半直积一般理论 (第 4 节) 保证.

Thm. 42 欧氏群 Lie 代数

欧氏群 Lie代数 e(m)由平移生成元与转动生成元组成. 对 m = 2,以 P1 = ∂1, P2 = ∂2
(平移), J = x1∂2 − x2∂1 (转动) 为基, Lie 括号为

[P1, P2] = 0, [J, P1] = P2, [J, P2] = −P1. (17.2)

Pf 平移与平移对易. 对 [J, P1], 其中 J = x1∂2 − x2∂1,

[J, ∂1] = [x1∂2, ∂1] − [x2∂1, ∂1] = x1 [∂2, ∂1]︸ ︷︷ ︸
0

+[x1, ∂1]∂2 − 0 = ∂2,

用 [∂µ, xν ] = δµν . 故 [J, P1] = P2; 同理 [J, P2] = −∂1 = −P1.
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17.2 Poincaré群

Def. 3 Poincaré 群

4 维 Minkowski 时空的等度规群称为 Poincaré 群 (inhomogeneous Lorentz group) P .
它由 Lorentz 变换 Λ ∈ O(1, 3) (保原点的等度规) 与时空平移组成, 是半直积

P = T (4) ⋊O(1, 3), (17.3)

群乘法为

(a1,Λ1)(a2,Λ2) =
(
a1 + Λ1a2, Λ1Λ2

)
, a ∈ R4, Λ ∈ O(1, 3). (17.4)

其维数为 4 + 6 = 10. 由 L↑
+ 取代 O(1, 3) 得到的子群称为固有 Poincaré 群.

Poincaré 群是相对论量子力学的时空对称群, 其 Lie 代数的生成元 (能量动量 Pµ, 角动量
Ji) 与 Casimir 不变量将在第 32 节详细讨论.
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18
Lorentz群O(1, 3)

18.1 定义与连通分支
设 η = diag(−1, 1, 1, 1) 是 Minkowski 度规 (号差 (−,+,+,+)).

Def. 1 Lorentz 群

保 Minkowski 内积的线性变换构成 Lorentz 群

O(1, 3) := {Λ ∈ GL(4,R) | ΛTηΛ = η}. (18.1)

Prop. 1 O(1, 3) 的结构

(a) 对 Λ ∈ O(1, 3), det Λ = ±1, 且 |Λ0
0| ≥ 1;

(b) O(1, 3) 有四个连通分支, 由 det Λ = ±1 与 Λ0
0 ≥ 1 或 ≤ −1 区分;

(c) 含 I 的分支 L↑
+ := {Λ | det Λ = 1, Λ0

0 ≥ 1} 是子群, 称为固有 (proper) Lorentz
群, 连通, dimL↑

+ = 6;
(d) 其余三个分支是 L↑

+ 的左陪集, 代表元为空间反射 rs = diag(1,−1,−1,−1), 时间
反射 rt = diag(−1, 1, 1, 1), 时空反演 ist = rsrt = −I.

Pf (a) 对 η = ΛTηΛ 取行列式得 1 = (det Λ)2, 故 det = ±1; 展开 00 分量: −1 =

−(Λ0
0)2 + ∑

i(Λi
0)2, 故 (Λ0

0)2 ≥ 1. (b) 各分支非空: Λ(λ) =

 cosh λ − sinh λ
− sinh λ cosh λ

 ⊕ I2

给出 L↑
+ 中的连通路径, 乘以 rs, rt, ist 给其他分支; 四个分支互不相交由 (a) 的二分条件.

(c) L↑
+ 含 I 且是子群 (行列式与 Λ0

0 的乘法性质). (d) 由 (b) 的二分直接. 连通性与维数
见 Lie 代数讨论.

18.2 Lie代数 o(1, 3)

Thm. 43 o(1, 3) 的刻画

o(1, 3) = {A ∈ gl(4,R) | AT = −ηAη}, dimO(1, 3) = 6. (18.2)

Pf 设 A ∈ o(1, 3). 取 O(1, 3) 中曲线 Λ(t), Λ(0) = I, Λ̇(0) = A. 由 Λ(t)TηΛ(t) = η 求导
在 t = 0: ATη + ηA = 0, 即 AT = −ηAη. 反之设 AT = −ηAη. 由 η Exp(A)η = Exp(ηAη)
与 A 的条件,

Exp(A)Tη Exp(A) = Exp(AT)η Exp(A)
= Exp(−ηAη) η Exp(A)
= Exp(−ηAη) Exp(ηAη) η = η,
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故 Exp(A) ∈ O(1, 3), 切矢为 A, 即 A ∈ o(1, 3). 维数: 映射 A 7→ ηA 是 o(1, 3) 到反称矩
阵空间 (维数 6) 的线性同构: AT = −ηAη ⇐⇒ (ηA)T = −ηA.

Eg. 1 o(1, 3) 的基与结构常数

固有 Lorentz 群由 6 个单参子群生成: 绕三个空间轴的转动与沿三个方向的伪转动
(boost). 其生成元为

r1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , r2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 , r3 =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , (18.3)

b1 =


0 −1 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , b2 =


0 0 −1 0
0 0 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 0

 , b3 =


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

−1 0 0 0

 . (18.4)

它们满足
[ri, rj] = εij

krk, [bi, rj] = εij
kbk, [bi, bj] = −εij

krk. (18.5)

式(18.5) 表明: 转动生成元 {ri} 张成 Lie 子代数 so(3) ⊂ o(1, 3); 但伪转动生成元 {bi} 不
闭合 (其 Lie括号落在 so(3)),这正是 “两个方向不同的 boost之积含转动”这一事实的代
数根源, 也解释了第 33 节 Thomas 进动. 式(18.5) 第三式中的负号是 η 的 00 分量为 −1
的体现, 它使 o(1, 3) 与 o(4) 不同构. 第八部分将证明其复化 o(1, 3) ⊗ C ∼= su(2) ⊕ su(2),
由此构造相对论自旋表示.
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Part V

Lie代数的结构
本部分研究 Lie 代数本身的结构, 是连接代数与几何、为量子
力学表示论铺路的中间层. 我们先用结构常数把 Lie 括号的抽
象信息显式化; 然后讨论 Lie 群在流形上的作用 (Lie 变换群),
建立 Lie代数元与流形上矢量场 (如 Killing矢量场)的联系;接
着引入伴随表示, 它把 Lie 群嵌入其 Lie 代数的自同构群, 是研
究 Lie 代数内蕴性质的核心工具; 最后用伴随表示定义 Killing
型,并给出半单 Lie代数的 Cartan判据. Lie代数的结构理论正
是第 23 节表示论与第 24-29 节量子力学应用的基础.

内容概要

• 掌握结构张量与结构常数, 会计算常见 Lie 代数的结构常数.

• 掌握 Lie 变换群, 实现, 表示与基本矢量场, 理解 Killing 矢量场.

• 掌握伴随表示 Ad 与 ad, 以及理想与正规子群的对应.

• 掌握 Killing 型及其性质, 理解半单判据.
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19
结构张量与结构常数

19.1 结构张量
设 g 是 m 维 Lie 代数. Lie 括号 [ , ] : g × g → g 是双线性映射, 等价于一个 (1, 2) 型张
量 C (结构张量), 使

[v, u]c = Cc
ab v

aub, ∀v, u ∈ g, (19.1)
其中 a, b, c 是 g 的抽象指标.

Prop. 1 结构张量的代数条件

结构张量 Cc
ab 满足:

(a) 反称性: Cc
ab = −Cc

ba;
(b) Jacobi 恒等式: Ce

abC
d
ce + Ce

bcC
d
ae + Ce

caC
d
be = 0.

反之, 满足 (a) 与 (b) 的 (1, 2) 型张量 C 通过式(19.1) 定义 Lie 括号.

Pf 反称性由 [v, u] = −[u, v]. Jacobi 恒等式 [v, [u,w]] + [u, [w, v]] + [w, [v, u]] = 0 代入
式(19.1) 并收缩即得 (b). 反之显然.

19.2 结构常数
选定 g 的基 {eµ}, [eµ, eν ] = Cσ

µν eσ 中的 Cσ
µν 称为结构常数 (structure constants).

Prop. 2 基底变换下的结构常数

设基变换为 e′
µ = T νµeν (T 可逆), 则结构常数按张量分量的变换律变换:

C ′σ
µν = (T−1)σρ Tαµ T βν Cρ

αβ. (19.2)

从而两组结构常数通过可逆变换互连当且仅当相应的 Lie 代数同构.

Pf 代入 [e′
µ, e

′
ν ] = C ′σ

µνe
′
σ 并比较两边的基展开, 由基的线性无关性得式(19.2). 两个 Lie

代数同构当且仅当存在基使其结构常数相同.

Eg. 1 常见 Lie 代数的结构常数

(a) so(3) (与 su(2)): 取基 A1, A2, A3 满足 [Ai, Aj] = εij
kAk, 结构常数 Ck

ij = εij
k.

(b) o(1, 3): 由第 18 节, 基 {r1, r2, r3, b1, b2, b3} 的结构常数由式(18.5) 给出.
(c) e(2): 由第 17 节, [P1, P2] = 0, [J, P1] = P2, [J, P2] = −P1.
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20
Lie变换群与Killing矢量场

20.1 Lie变换群

Def. 1 Lie 变换群

设 G 是 Lie 群, M 是光滑流形. 光滑映射 σ : G × M → M 称为 M 上的 Lie 变换群
(Lie group action), 若
(a) 对每个 g, σg : M → M , p 7→ σ(g, p), 是微分同胚;
(b) σgh = σg ◦ σh 对一切 g, h ∈ G 成立 (左作用).
映射 σg 组成的群称为 G 的一个实现 (realization); 实现 g 7→ σg 忠实 (即单) 时称为
忠实实现. 若 M 是矢量空间且每个 σg 线性, 则称为 G 的 (线性) 表示.

Def. 2 基本矢量场

设 σ : G×M → M 是 Lie 变换群, A ∈ g, γ(t) = exp(tA) 是相应单参子群. A 产生的
基本矢量场 (fundamental vector field) XA ∈ XM 定义为

(XA)p := d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

σγ(t)(p) = σp∗ γ̇(0) = σp∗A, (20.1)

其中 σp : G → M , g 7→ σg(p).

Thm. 44 基本矢量场的 Lie 代数同态

映射 χ : g → XM , A 7→ XA, 是线性映射, 且

χ
(
[A,B]

)
= −

[
χ(A), χ(B)

]
. (20.2)

于是 ψ := −χ 是 Lie 代数同态 g → XM .

Pf 线性性由 σp∗ 的线性. 先回忆对易子与流的几何关系: 对矢量场 X,Y 及其局部流
φXt , φ

Y
s , 有

[X,Y ] = ∂2

∂s ∂t

∣∣∣∣∣
s=t=0

φY−s ◦ φX−t ◦ φYs ◦ φXt . (20.3)

(标准公式; 用一维例子 X = ∂x, Y = x∂y 验证: 合成映射给出 (x, y) 7→ (x, y + st), 二阶
导数给出 ∂y = [X,Y ].) 对基本矢量场, XA 的流恰是 φAt = σγA(t), γA(t) = exp(tA). 于是

φB−s ◦ φA−t ◦ φBs ◦ φAt = σγB(−s) γA(−t) γB(s) γA(t).

由指数映射的二阶展开 (直接对 e±tA, e±sB 的 Taylor 级数展开并合并同类项, 即 Baker–
Campbell–Hausdorff 公式的二阶截断), γA(t)γB(s) = exp

(
tA + sB + ts

2 [A,B] + O(3)
)
, 故
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组合指数为
γB(−s)γA(−t)γB(s)γA(t) = exp

(
−ts [A,B] +O(3)

)
.

代入式(20.3) 得

[XA, XB] = ∂2

∂s ∂t

∣∣∣∣∣
s=t=0

σexp(−ts [A,B]) = d
dτ

∣∣∣∣∣
τ=0

σexp(τ [A,B]) = −X[A,B],

其中 τ = −ts.因此 χ([A,B]) = X[A,B] = −[XA, XB] = −[χ(A), χ(B)]. 令 ψ := −χ, 则
ψ([A,B]) = [ψ(A), ψ(B)], 是 Lie 代数同态.
上述定理的符号约定虽然证明略繁, 但结论 X[A,B] = −[XA, XB] 是左作用的普遍事实 (若
改用右作用 p 7→ σγ(−t)(p) 则得正号). 我们常在应用中选择生成元的符号使二者同号, 见
第 32 节 Poincaré 代数的例子.

20.2 Killing矢量场
设 (M, g) 是黎曼流形 (或伪黎曼), 等度规群 Iso(M, g) 作用在 M 上. 等度规群是 Lie 群
(在紧致情形), 其 Lie 代数的元素对应保度规的矢量场.

Def. 3 Killing 矢量场

矢量场 ξ ∈ XM 称为 Killing 矢量场 (Killing vector field), 若它生成等度规流的无
穷小部分: Lξg = 0 (对 M 的每个单参等度规子群都是如此). 在坐标下, Lξg =
ξa∇agbc + gac∇bξ

a + gba∇cξ
a = ∇bξc + ∇cξb (对 Levi-Civita 联络), 故 Killing 方程

∇(bξc) = 0. (20.4)

Thm. 45 Killing 矢量场构成 Lie 代数

M 上全体 Killing 矢量场的集合 K 是矢量空间, 且对矢量场对易子封闭, 构成 Lie 代
数: ξ, η ∈ K =⇒ [ξ, η] ∈ K .

Pf 若 ξ, η 生成等度规流 φt, ψs, 则 [ξ, η] 生成流 φ−tψ−sφtψs 的无穷小部分 (对易子的流
几何意义), 而等度规映射的复合与逆仍等度规, 故 L[ξ,η]g = 0. 等价地由 L[ξ,η] = [Lξ,Lη]
作用于 g: L[ξ,η]g = Lξ(Lηg) − Lη(Lξg) = 0.

Thm. 46 等度规群 Lie 代数与 Killing 代数

设 (M, g) 是黎曼流形, G = Iso(M, g) 是等度规群, g 是其 Lie 代数. 基本矢量场映射
把 g 同构地映到 Killing 矢量场代数 K 的一个 Lie 子代数; 当每个 Killing 矢量场都
完备 (例如 M 紧致) 时, g ∼= K 是 Lie 代数同构.

Pf 等度规群的 Lie 代数元对应等度规流的切矢, 其基本矢量场满足 LXA
g = 0, 故 XA ∈

K . 映射 g → K 的核是作用不平凡的 Lie 代数部分, 当作用忠实 (等度规群作为抽象群
忠实作用于 M) 时单; 维数上界 dim K ≤ dim g+ dim(不忠实核), 有效作用时相等. 完备
情形由紧致性 (或 Killing 场的完整性) 给出. 同构由 ψ = −χ 的 Lie 代数同态性.
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Eg. 1 S2 的等度规群

标准 2 球面 S2 的等度规群是 SO(3), 其 Killing 矢量场由 so(3) 的基给出 (第 19 节
例). 在球坐标 (θ, ϕ) 下, 三个 Killing 场可取为

ξ1 = sinϕ∂θ + cot θ cosϕ∂ϕ, ξ2 = − cosϕ∂θ + cot θ sinϕ∂ϕ, ξ3 = −∂ϕ,

满足 [ξ1, ξ2] = ξ3 等, 与 so(3) 的结构常数一致.
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21
伴随表示

21.1 群伴随表示 Ad

Def. 1 内自同构与 Ad

对 g ∈ G, 内自同构 Ig : G → G, x 7→ gxg−1, 是 Lie 群同构 (微分同胚), 故在单位元的
切映射是 Lie 代数自同构:

Adg := (Ig)∗,e : g → g.

由 Igh = Ig ◦ Ih 与链式法则, Adgh = Adg Adh, 故 g 7→ Adg 是同态 Ad : G → GL(g),
称为 G 的伴随表示 (adjoint representation).

Prop. 1 Ad 的基本性质

(a) 每个 Adg 是 Lie 代数自同构: Adg[A,B] = [Adg A,Adg B];
(b) exp(Adg A) = g exp(A) g−1 对一切 A ∈ g, g ∈ G;
(c) 对矩阵 Lie 群, Adg A = gAg−1 (矩阵共轭).

Pf (a) Ig 是 Lie 群同态, 由第 11 节定理(11.3) 诱导 Lie 代数同态. (b) 对曲线
t 7→ g exp(tA)g−1: 它是过 e 的单参子群 (乘积), 其切矢为 Adg A, 故由指数映射唯一性
g exp(tA)g−1 = exp(t Adg A), 取 t = 1. (c) 是 (b) 的矩阵版本.

21.2 Lie代数伴随表示 ad

Def. 2 ad

对 A ∈ g, 线性映射 adA : g → g, B 7→ [A,B], 称为 adA. 映射 ad : g → gl(g),
A 7→ adA, 称为 Lie 代数 g 的伴随表示.

Thm. 47 ad 是 Lie 代数同态

ad[A,B] = adA adB − adB adA = [adA, adB], ∀A,B ∈ g. (21.1)

Pf 对 C ∈ g, ad[A,B] C = [[A,B], C]. 由 Jacobi 恒等式 [[A,B], C] = [A, [B,C]] −
[B, [A,C]] = adA adB C − adB adAC, 即式(21.1).

Thm. 48 Ad 与 ad 的关系

(a) Adexp(A) = Exp(adA) 对一切 A ∈ g;
(b) 对 A ∈ g, 切映射 (Ad)∗,e = ad, 即对一切 B, d/dt|0 Adexp(tA) B = adAB = [A,B];
(c) Ad 的像 G 在 GL(g) 中的 Lie 代数恰是 ad(g).
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Pf (a) 由第 13 节引理, [A,B] = d/dt|0 Adexp(tA) B, 即 (Ad)∗,e = ad; 而 Ad : G →
GL(g) 是 Lie 群同态, 其像的 Lie 代数由单位元切映射的像 ad(g) 给出, 且对矩阵 Lie 群,
AdexpA = Exp(adA) 是单参子群的显式解: d/dt Adexp(tA) = Adexp(tA) adA (第 13 节) 与初
值 AdI = I 的解为 Exp(t adA), 取 t = 1.

21.3 理想与正规子群的对应 (续)
第 13节已经证明: 连通 Lie子群 H ≤ G是正规子群当且仅当其 Lie代数 h是理想. 伴随
表示给出这一对应的关键机制: 由 Adg exp(B) = exp(Adg B), 子群 H 正规 (gHg−1 ⊂ H)
当且仅当 exp(Adg h) ⊂ exp(h) 生成的子群, 在连通情形等价于 Adg h ⊂ h; 而 Adg h ⊂ h
对一切 g 当且仅当 adA h ⊂ h 对一切 A (取 g = exp(tA) 求导), 即 h 是理想.
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22
Killing型与Cartan度规

22.1 Killing型的定义

Def. 1 Killing 型

Lie 代数 g 上的 Killing 型 (Killing form) 是对称双线性形式

K(A,B) := tr
(
adA adB

)
, ∀A,B ∈ g. (22.1)

Prop. 1 Killing 型的性质

(a) K 对称: K(A,B) = K(B,A);
(b) K 是 Ad-不变且 ad-不变的: 对一切 g, A, B, K(Adg A,Adg B) = K(A,B), 且

K([A,B], C) = K(A, [B,C]);
(c) 在基 {eµ} 下, Kµν = K(eµ, eν) = Cα

µβ C
β
να.

Pf 对称性由 tr(XY ) = tr(Y X). 不变性: Adg 是 Lie 代数自同构, 故 adAdg A =
Adg adA Ad−1

g , 迹在同构下不变, 得 K(Adg A,Adg B) = K(A,B); 对 g = exp(tA) 求导
即得 K([A,B], C) = K(A, [B,C]). 分量式由 adeµ eβ = Cα

µβeα 得 (adeµ)αβ = Cα
µβ, 故

Kµν = ∑
α,β C

α
µβC

β
να.

Eg. 1 Killing 型的显式计算

(a) su(2) ∼= so(3). 基 {Ji}, adJi
Jj = εij

kJk. 在基下 adJ1 =


0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 (其他 i 由循

环置换), 故
K(Ji, Jj) = tr

(
adJi

adJj

)
= −2 δij.

K 负定: su(2) 紧致 (与第 22 节紧致性断言一致). 若用 Pauli 归一 Ei = 1
2Ji, 则

K(Ei, Ej) = −1
2δij.

(b) sl(2,R). 基 {H,E, F} 满足 [H,E] = 2E, [H,F ] = −2F , [E,F ] = H. 在基
(H,E, F ) 下

adH = diag(0, 2,−2), adE =


0 0 1

−2 0 0
0 0 0

 , adF =


0 −1 0
0 0 0
2 0 0

 ,
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求得 Killing 型矩阵

(
K(·, ·)

)
=


8 0 0
0 0 4
0 4 0

 ,
即 K(H,H) = 8, K(E,F ) = K(F,E) = 4, 其余为零. 行列式 −128 6= 0: 非退化, sl(2)
半单; 特征值 8,±4: 不定号, sl(2,R) 非紧.
(c) Heisenberg 代数. adP , adQ, adZ 都是严格上三角 (幂零), 其积幂零, 迹为零, 故
K ≡ 0. 退化 (甚至为零): Heisenberg 代数幂零, 远非半单.
(d) e(2). 基 {J, e1, e2} ([J, e1] = e2, [J, e2] = −e1): 计算得 K(J, J) = −2, K(J, ei) =
K(ei, ej) = 0. 退化 (平移生成元在核中): e(2) 有非平凡的可解根, 非半单.

22.2 半单判据

Thm. 49 Cartan 判据

有限维实 Lie代数 g是半单的,当且仅当其 Killing型 K 非退化 (即矩阵 (Kµν)可逆).

Pf (充分方向)若K非退化且 a ⊂ g是非零阿贝尔理想,取 A ∈ a, B ∈ g;由 adA adB g ⊂
adA g ⊂ a 且 a 阿贝尔, 得 adA adB 幂零 (其像含于 a 且 ada a = 0), 故 K(A,B) =
tr(adA adB) = 0 对一切 B, 与 K 非退化矛盾, 故无非零阿贝尔理想, 半单. (必要性方向)
用半单 Lie 代数的分解定理 (Engel 定理与 Cartan 判据, 见文献), 本讲不展开.

Thm. 50 紧 Lie 群的 Killing 型负定

若 G 是紧致 Lie 群, 则其 Lie 代数的 Killing 型负定 (即 K(A,A) < 0 对 A 6= 0).

Pf 对紧 Lie 群可取 G-不变内积 〈A,B〉 = − tr(adA adB) (取 ad 在某个不变度量下的
迹); 负定性由紧性的 Weyl 积分与特征标理论, 或由 K 在 Ad-不变内积下的自伴性, 本质
上是 g 的紧实形式的 Cartan 判据. 本讲只在具体例子中验证.

Eg. 2 so(3) 与 o(1, 3) 的 Killing 型

对 so(3), 基 Ai 满足 [Ai, Aj] = εij
kAk. 计算 Kij = tr

(
adAi

adAj

)
= εkilεljk = −2δij:

用恒等式 εkilεljk = εiklεjkl = 2δij 的负号? 实际 εiαβεjαβ = 2δij, 故 Kij = −2δij (由缩
并的顺序), 负定. 对 o(1, 3), 基 {ri, bi} 下 K(ri, rj) = −2δij 而 K(bi, bj) = +2δij, 故
Killing 型不定, 与 O(1, 3) 非紧一致.

Def. 2 Cartan 度规与全反对称结构常数

对半单 Lie 代数, 非退化的 Killing 型可作为 g 上的度规 (Cartan 度规), 用它给结构
常数降指标:

Cρµν := Kρσ C
σ
µν . (22.2)
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Thm. 51 降指标的结构常数全反对称

设 g 半单, 基 {eµ} 关于 K 正交 (即 Kµν = −δµν , 紧情形). 则 Cρµν = C[ρµν]: 降指标
后的结构常数在三个指标下全反对称.

Pf Cρµν = K(eρ, [eµ, eν ]). 由不变性 K([eρ, eµ], eν) = K(eρ, [eµ, eν ]),

Cρµν = K([eρ, eµ], eν) = −K([eµ, eρ], eν) = −Cµρν ,

故 Cρµν = −Cµρν ; 结合前两指标的反对称与 Jacobi 恒等式的分量形式, 得三个指标全反
对称.
全反对称结构常数是半单 Lie 代数理论 (根系理论) 的出发点, 也是物理中规范理论的代
数基础.
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Part VI

表示论初步

表示论研究 Lie 群 (或 Lie 代数) 在线性空间上的作用, 是把抽
象对称性具体化的桥梁. 一个 Lie 群的表示就是到某个一般线
性群的同态, Lie 代数表示则是到 gl(V ) 的同态; 二者通过指数
映射联系. 不可约表示是表示论的基本构件, Schur 引理保证两
个不可约表示之间的同态极受限制, 而完全可约性说明一般表
示总可分解为不可约表示之和. 这一部分以 so(3) ∼= su(2) 的
表示为例, 为第七部分量子力学中角动量多重态与自旋提供代
数框架.

内容概要

• 掌握 Lie 群表示与 Lie 代数表示的定义, 等价与子表示.

• 掌握 Schur 引理与完全可约性, 理解不可约表示的地位.

• 掌握 so(3) 的不可约表示 D j 及其与球谐函数的关系.
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23
表示论初步

23.1 表示的定义

Def. 1 Lie 群表示

Lie 群 G 在矢量空间 V 上的 (线性) 表示是同态 ρ : G → GL(V ); 表示空间 V 的维数
称为表示的维数. 表示忠实 (faithful), 若 ρ 单. 两个表示 ρ, ρ′ 等价, 若存在线性同构
T : V → V ′ 使 ρ′(g) = Tρ(g)T−1 对一切 g.

Def. 2 Lie 代数表示

Lie 代数 g 在 V 上的表示是同态 π : g → gl(V ), 即线性且 π([A,B]) = [π(A), π(B)]
(右端是 End(V ) 的对易子).

Prop. 1 由 Lie 代数表示到 Lie 群表示

设 G 连通, π : g → gl(V ) 是 Lie 代数表示. 若 ρ 是 Lie 群表示使 ρ∗,e = π, 则 ρ 必由

ρ(expA) = eπ(A) :=
∞∑
n=0

π(A)n

n!
(23.1)

在连通子群 exp(g) 上决定. 特别地, 若 G 单连通, 则每个 Lie 代数表示 π 提升为唯一
的 Lie 群表示 ρ, 满足 ρ∗,e = π.

Pf 由 Lie 群同态诱导 Lie 代数同态, 若 ρ 存在则 ρ(exp tA) 是过 IV 的单参子群, 切矢
为 π(A), 由唯一性 ρ(exp tA) = etπ(A); 取 t = 1 得式(23.1). 单连通时, 由 Lie 第三定理
与单连通性, 连通单连通 Lie 群由指数生成, 且关系式 (对 g = expA) 相容, 故 π 唯一提
升.

Eg. 1 so(3) 在 R3 上的定义表示

SO(3) 作用在 R3 上 (矩阵乘向量), 这是定义表示, 忠实. 其微分给出 so(3) 在 R3 上
的表示: 由第 16 节基 Ai ((Ai)jk = −εijk), 生成元 A3 实现绕 z 轴的无穷小转动, 等
等.
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23.2 子表示,不可约表示与 Schur引理

Def. 3 子表示与不可约

设 ρ : G → GL(V ) 是表示. 若 W ⊂ V 是不变子空间 (ρ(g)W ⊂ W 对一切 g), 则 ρ 限
制在 W 上是子表示. 若 V 无非平凡的 G-不变子空间, 则 ρ 称为不可约 (irreducible)
的.

Thm. 52 Schur 引理

设 ρ : G → GL(V ), ρ′ : G → GL(V ′) 是 G 的两个不可约表示, T : V → V ′ 是 G-等变
线性映射 (Tρ(g) = ρ′(g)T 对一切 g). 则
(a) T ≡ 0 或 T 是同构;
(b) 若 V = V ′, ρ = ρ′, 且 V 是复矢量空间, 则 T 是数乘: T = λ idV .

Pf (a) KerT 与 ImT 都是 G-不变子空间 (由等变性: T (ρ(g)v) = ρ′(g)Tv), 不可约性迫
使 KerT = 0 或 V , ImT = 0 或 V ′. (b) 取 T 的一个特征值 λ (复空间上特征值存在); 则
T − λ id 是等变的, 且核非零 (λ 的特征空间), 由 (a) 得 T − λ id = 0.

Thm. 53 完全可约性 (紧群)

设 G 紧致 (或 g 半单), V 有限维复表示空间. 则 V 可分解为不可约子表示的直和:
V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, 每个 Vi 不可约.

Pf 紧群情形: 在 V 上取 G-不变内积 (对任意内积在 G 上取不变平均, 紧致保证积分收
敛). 对不变子空间 W , 其正交补 W⊥ 也不变 (因 ρ(g) 保内积), 故归纳地把 V 分解为不
可约子空间. 半单 Lie 代数的情形由 Weyl 完全可约性定理给出 (本讲不展开).

Def. 4 对偶表示与张量积表示

设 ρ : G → GL(V ) 是表示. 对偶表示 ρ∗ 在 V ∗ 上定义为 ρ∗(g)(`) := ` ◦ ρ(g)−1

(保证 ρ∗(g1g2) = ρ∗(g1)ρ∗(g2)). 两个表示 ρ1, ρ2 的张量积表示在 V1 ⊗ V2 上定义为
ρ1 ⊗ ρ2(g) := ρ1(g) ⊗ ρ2(g).

23.3 Casimir元与 so(3)的表示

Def. 5 Casimir 元

设 g 有非退化不变双线性型 B (例如半单时的 Killing 型), {eµ} 是其基, {eµ} 是 B-对
偶基 (B(eµ, eν) = δµν ). 元素

C :=
∑
µ

eµ e
µ ∈ U(g) (23.2)

(在普遍包络代数 U(g)中求和)称为 (二次) Casimir元,它与每个生成元对易: [C,A] =
0 对一切 A ∈ g. 在表示 π 下, π(C) 与每个 π(A) 对易, 由 Schur 引理, 在不可约表示
中 π(C) 是数乘.
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Thm. 54 so(3) 的不可约表示

对每个 j ∈ 1
2N0 (j = 0, 1

2 , 1,
3
2 , . . . ), 存在 su(2) ∼= so(3) 的 (2j + 1) 维不可约表示, 作

用在由权矢量 |jm〉 (m = −j,−j + 1, . . . , j) 张成的空间 Vj 上, 满足

π(J3) |jm〉 = mℏ |jm〉 , π(J2) |jm〉 = j(j + 1)ℏ2 |jm〉 , (23.3)

其中 Ji = −iℏAi 是自伴生成元. 当 j 为整数时它给出 SO(3) 的表示, 当 j 半整数时
只给出 SU(2) 的表示 (即 SO(3) 的射影表示).

Pf 见第 27 节对角动量代数的完整处理 (阶梯算符论证); 这里只陈述结论并指出: 由
π(J3) 的特征值构造最高权矢量 |jj〉 (π(J+) |jj〉 = 0), 逐次应用降算符 π(J−) 得到 2j + 1
个权矢量, 不可约性由权矢量的遍历性 (Schur 引理的对偶). 整数 j 与半整数 j 的区分由
SO(3) 与 SU(2) 的基本群决定 (第 16 节).
球谐函数 Y`m (` 整数) 是 V` 在 L2(S2) 中的实现, 构成 ` 阶不可约表示; 这是第 27 节球
谐函数内容的代数表述.

23.3.1 Haar测度与不变积分

前面提到按 Haar 测度积分. 紧 Lie 群上的这一积分是表示论的工具: 它把有限群的求和
1

|G|
∑
g∈G 推广为积分, 使正交性与完全可约性在连续情形仍然成立.

Def. 6 Haar 测度

设 G 是紧 Lie 群. 存在 G 上唯一的 (差一个常数) 非零 Borel 测度 µ, 对左右平移不
变:

ˆ
G

f(gh) dµ(g) =
ˆ
G

f(hg) dµ(g) =
ˆ
G

f(g) dµ(g) (h ∈ G, f ∈ C(G)), (23.4)

称为 Haar 测度; 归一化为
´
G

dµ = 1 后称为概率测度.

Pf 存在性与唯一性是测度论事实 (紧群上由 Birkhoff–Kakutani 或 von Neumann 的
Kakutani 固定点定理). 对矩阵 Lie 群可显式构造: 左不变体积形式 ω =

(
∧nθi

)
其中 θi

是左不变 Maurer–Cartan 形式 (第 10 节), 由群乘法的保持性, ω 在左平移下不变; 紧性
保证总体积有限, 归一化即得 µ. 右不变性在紧群上自动成立 (模函数为 1).

Thm. 55 紧群的完全可约性 (Weyl 酉技巧)

紧 Lie 群 G 的每个有限维表示都是完全可约的: V = ⊕
j Vj 分解为不可约不变子空间

之直和.

Pf 设 V 上有 (任意) 内积 〈·, ·〉0. 用 Haar 测度平均: 〈v, w〉 :=
´
G

〈ρ(g)v, ρ(g)w〉0 dµ(g)
定义 G 不变内积 (不变性由 µ 的右不变性). 故 ρ(G) 相对于该内积酉; 若 W 是不变子空
间, 正交补 W⊥ 也不变, 逐次取不可约子空间即得直和分解.
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注: 特征标正交性与 Killing 型

Haar 积分是第 22 节 Killing 型负定性论证的补全: 紧群上由平均得到的不变内积使
AdG 酉, 故 adA 反称, K(A,A) = tr

(
ad2

A

)
≤ 0 (等号仅 A = 0). 对 SU(2) 可取显式参

数化 g = eiφσ3eiθσ2eiψσ3 (Euler 角), 此时 dµ = 1
8π2 sin θ dθ dφ dψ; 用它可直接验证特征

标正交关系
´
χjχ̄j′ = δjj′ (第 23.4 节). 物理中, Haar 测度是群平均 (如量子信息中的

twirling, 统计物理中的对称性平均) 的标准工具.

Peter–Weyl 定理 (陈述)

紧 Lie 群 G 的每个不可约表示都有限维; L2(G) (按 Haar 测度) 分解为不可约矩阵元
的闭直和, 且每个不可约表示在 L2(G) 中出现, 重数等于其维数. 特别地, SO(3) 的不
可约表示由球谐函数给出, L2(S2) = ⊕∞

`=0 V`. 这一分解是量子力学中 “可观测量按其
变换性质分类” 的数学基础.

23.4 特征标与表示的判别
判断两个表示是否等价、以及分解张量积表示, 最有效的工具是特征标.

Def. 7 特征标

设 π 是群 G 的有限维表示. 映射 χπ : G → C, g 7→ trπ(g) 称为 π 的特征标. 等价表
示的特征标相同, 且特征标是类函数: χπ(gxg−1) = χπ(x).

Thm. 56 特征标的性质

1. 不可约表示 π, π′ 的特征标正交归一: 对紧群, 按 Haar 测度
´
G
χπ(g)χπ′(g) dµ =

δππ′ ;
2. 表示由特征标决定: π1 ∼= π2 当且仅当 χπ1 = χπ2 ;
3. 直和分解: 若 π = ⊕

jmjπj (mj 为重数), 则 χπ = ∑
jmjχπj

, 且 mj =
´
χj χπ dµ.

Pf 证明用到 Schur 引理及其矩形式. 对不可约 π, π′, 定义交错算符

Tab =
ˆ
π(g)−1Aπ′(g) dµ(g),

它与每个 π(g) 交错, 由 Schur 引理 T 是零或数乘; 对 A 取矩阵元并求迹即得特征标
正交性 (细节见 Fulton–Harris). 特征标正交性给出完全可约分解中系数的公式, 即 (b),
(c).

Prop. 2 SU(2) 与 SO(3) 的特征标

对绕 z 轴转角 θ 的转动, Dj 的特征标为

χj(θ) =
j∑

m=−j
eimθ =

sin
(
(j + 1

2)θ
)

sin
(

1
2θ
) . (23.5)
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因而张量积分解 Dj1 ⊗Dj2 = ⊕
j D

j 对应特征标乘积公式

χj1(θ)χj2(θ) =
j1+j2∑

j=|j1−j2|
χj(θ), (23.6)

这是第 27.6 节角动量相加规则的特征标证明.

Pf 在基 {|jm〉}, 绕 z 轴转动由 Dj
mm′(θẑ) = δmm′eimθ 给出 (第 27 节 Wigner D 矩阵),

求迹即得首式; 末式由 eimθ 的几何级数求和与乘积公式推出, 也与维数恒等式(27.21) 一
致.

注: 特征标与可观测量的多重态

在量子力学中, 特征标把”能级多重态”与表示对应起来: 一个 j 多重态的态对转动的
响应由 χj 描述, 而张量积 (如两体系统) 的简并结构由式(23.6) 直接给出, 无需构造
Clebsch–Gordan 系数. 这是表示论” 先分类后计算” 方法的典型体现.

23.5 so(3)与 su(2)的显式表示矩阵

Eg. 2 j = 1
2 : Pauli 矩阵

二维表示 D1/2 由 Pauli 矩阵给出 (第 16 节): π(Ji) = ℏ
2τi, 其中

τ1 =

0 1
1 0

 , τ2 =

0 −i
i 0

 , τ3 =

1 0
0 −1

 ,
满足 [τi, τj] = 2iεijkτk (等价于 [π(Ji), π(Jj)] = iℏεijkπ(Jk)). 转动矩阵 e−iθ·τ/2 是 2 × 2
幺正矩阵 (行列式 1), 构成 SU(2); 由第 16 节, 映射到 SO(3) 是 2:1 的. 恒等式
e−iθ·τ/2 = cos θ

2 I − i sin θ
2 n̂ · τ (θ = θn̂) 显式给出覆盖同态.

Eg. 3 j = 1: 伴随表示

三维表示 D1 是 so(3) 在自身上的伴随表示, 矩阵元 (Li)jk = −εijk (第 15 节). 绕 z
轴转角 θ 的表示矩阵为

D1(θẑ) = e−iθL3 =


cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 ,

正是普通三维转动矩阵; 特征标 χ1(θ) = 1 + 2 cos θ, 与式(23.5) 在 j = 1 时一致. 这统
一了矢量算符 (按 D1 变换) 的矩阵描述与转动的几何描述.
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注: 一般 j 的显式矩阵

由式(27.16), 对一般 j 的矩阵元 〈j,m|π(Jx)|j,m′〉 等由阶梯算符给出, 而转动矩阵
Dj
mm′(θ) 是指数映射的矩阵元. 它们是 Wigner 表示理论的数值基础 (旋转矩阵, 球谐
函数, 矢量相加系数的通用表格), 也是第 27.6 节递推公式的落地.

23.6 权与最高权表示 (选读)
so(3) 的表示论在阶梯算符语言下已经完整; 把它抽象化, 就得到一般半单 Lie 代数表示
论的核心概念 – 权与最高权. 本小节以 su(2) 与 su(3) 为例说明这套语言, 它们分别是秩
1 与秩 2 的模型.

Def. 8 权的语言

对 su(2), 取 Cartan 子代数 h = CJ3 (最大对易子代数). 表示空间 Vj 按 J3 的特征值
分解为权空间: Vj = ⊕

mC |jm〉, J3 |jm〉 = m |jm〉; m称为权, |jm〉为权矢量. 阶梯算
符 J± 把权 m 移到 m± 1, 因而权与权之间由 ±1 步进联结. 最高的权 m = j 对应唯
一 (到相位) 的最高权矢量 |jj〉 满足 J+ |jj〉 = 0, 它完全决定表示.

Thm. 57 最高权决定表示

对 su(2), 不可约表示由最高权 j ∈ 1
2N0 唯一决定; 表示 Vj 的权为 j, j − 1, . . . ,−j, 维

数 2j + 1. 一般地, 有限维单 Lie 代数的不可约表示由最高权唯一决定 (最高权定理),
且所有权由最高权经 Weyl 群轨道给出.

Pf 对 su(2) 这是第 27.4 节谱定理的直接重述 (阶梯终止条件 J+ |jj〉 = 0 与有界性迫
使最高权 j 整数或半整数). 一般情形 (Cartan 子代数、正根、Weyl 群、最高权定理) 是
Killing 型与 Cartan 判据 (第 22 节) 之后的深入主题, 本讲只陈述.

Eg. 4 su(3): 权图与表示

su(3) 的秩为 2 (Cartan 子代数可取 CJ3 ⊕ CY , Y 为超荷). 基本表示 3 的权图是等
边三角形的三个顶点 (J3, Y ) = (1

2 ,
1
3), (−1

2 ,
1
3), (0,−2

3); 复共轭表示 3̄ 的权是 3 权的相
反. 张量积 3 ⊗ 3̄ = 8 ⊕ 1: 伴随表示 8 (八重态, 对应介子/重子分类的 SU(3) 味对称)
与平凡表示 1. 同样 3 ⊗ 3 = 6 ⊕ 3̄. 这些分解可由第 23.4 节特征标乘积直接读出, 是
夸克模型的群论基础.

注: 与 su(2) 阶梯方法的对应

su(3) 的权图是六边形结构, 其” 阶梯算符” 是根矢量 (如 3 中把 (1
2 ,

1
3) 移到 (−1

2 ,
1
3)

的算符对应 I± 型 SU(2) 子代数). 秩 n 的一般情形: 权空间按 n 维权格点排列, 根系
统与 Weyl 群 (反射群) 描述其对称性; Dynkin 图分类所有简单 Lie 代数. 这套语言是
第 22 节半单分类的完成, 也是粒子物理强相互作用对称性 (SU(3), SU(5), 例外群) 的
数学骨架.
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J3

Y

3( 1
2 ,

1
3 )

8−3 权

图 6: su(3) 在 (J3, Y ) 平面上的权图: 基本表示 3 是等边三角形 (顶点
(1

2 ,
1
3), (−1

2 ,
1
3), (0,−2

3)), 复共轭 3̄ 是镜像三角; 伴随表示 8 是六边形 (其 6 个非零根
(±1, 0), (±1

2 ,±1) 加原点二重权). 阶梯算符沿根方向移动权, 与 su(2) 的 J± 同类 (第
23.6 节).

23.6.1 Dynkin图与单 Lie代数分类

以上对 su(2) 与 su(3) 的处理可系统化. 对有限维复半单 Lie 代数 g, 取定 Cartan 子代数
h (极大交换子代数, 对 su(n) 可取所有对角的无迹矩阵), 则 g 在伴随表示下按 h 的权分
解为

g = h ⊕
⊕
α∈∆

gα, gα = {X ∈ g : adH X = α(H)X 对一切 H ∈ h}, (23.7)

其中非零的 α : h → C 称为根 (root), 集合 ∆ 为根系统. 对每个根 α, dim gα = 1, 且 adgα

把 gβ 映到 gα+β——根向量正是推广的阶梯算符. 根系统的几何 (正根、单根、Cartan 矩
阵、Weyl 群反射) 完全决定 g 的乘法表, 因而决定其结构. 一个根 α 若不能表成两个正
根之和, 称为单根; 全部单根构成 h∗ 的一组基, 它们的个数等于秩 r = dim h.

Def. 9 Dynkin 图

设 α1, . . . , αr 是单 Lie 代数 g 的全部单根, 作 r 个结点, 结点 i 与 j 之间画

• 不连线, 若 〈αi, αj〉 = 0 (夹角 π/2);
• 一条线, 若夹角为 2π/3;
• 两条线, 若夹角为 3π/4;
• 三条线, 若夹角为 5π/6,
对二、三条线加箭头指向较短根. 所得连通图 (连同每结点旁标明的归一化)称为 g的
Dynkin 图, 它唯一决定 g 的 Lie 代数结构 (同一构意义下).

Thm. 58 单 Lie 代数分类定理

有限维复单 Lie 代数在同构意义下分为四个无限族与五个例外代数:
• Ar = sl(r + 1,C), dim = r2 + 2r;
• Br = so(2r + 1,C), dim = 2r2 + r;
• Cr = sp(2r,C), dim = 2r2 + r;
• Dr = so(2r,C), dim = 2r2 − r;
• 例外代数 G2, F4, E6, E7, E8, 维数分别为 14, 52, 78, 133, 248.
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Pf 分类定理的证明 (Killing 与 Cartan, 约 1890 年) 属于 Lie 理论最深刻的成就: 由根
系统的公理出发,先证全部可能的 Dynkin图只有上述九类 (纯图论/线性代数论证),再由
Serre 关系从 Cartan 矩阵重建 g. 证明过长, 本讲只给出结论; 其物理意义在于它把” 哪
些简单 Lie 群可以作为内部对称性” 归结为一个有限清单.

记号 实形式 秩 维数

Ar su(r + 1) 或 sl(r + 1,R) r r2 + 2r
Br so(2r + 1) r 2r2 + r

Cr sp(2r) r 2r2 + r

Dr so(2r) r 2r2 − r

G2 G2 2 14
F4 F4 4 52
E6 E6 6 78
E7 E7 7 133
E8 E8 8 248

物理注记

从本节视角, 分类定理给出了全部不可约表示的编制方案: 每个最高权 (即 Cartan 子
代数上的一个 r 元数组) 一一对应一个有限维不可约表示, 其维数由 Weyl 维数公式
给出. 对 A2 = su(3) 这给出 3,6,8,10,27, . . . 的完整清单; 对 A4 = su(5) 与 E6 则是
大统一模型与弦论中对称性讨论的骨架. 高能物理中的强相互作用 SU(3) 色对称正
属于 A2 型.
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Part VII

量子力学中的连续对称性

本部分把前六部分的 Lie 群 Lie 代数理论用于量子力学, 是本
书与物理的接口. 连续对称性在量子力学中由 Hilbert 空间上
的幺正算符实现: Wigner 定理保证保持跃迁概率的对称性变
换是幺正或反幺正的, 而与恒等元连续相连的对称性必为幺
正; Stone 定理保证每个连续对称单参群由一个自伴生成元指
数生成, 生成元即守恒量. 我们系统地研究三个基本连续对称
性——空间平移,空间转动与时间平移——分别得到动量,角动
量与能量, 并把它们纳入量子 Noether 定理的统一框架. Lie 代
数的语言 (对易关系) 在这里直接成为量子力学的代数结构.

内容概要

• 掌握 Wigner 定理, 射影表示与幺正实现的观念.

• 掌握强连续单参幺正群与 Stone 定理, 理解生成元为何自伴.

• 掌握平移与动量, 转动与角动量, 时间平移与能量的生成元机制.

• 掌握量子 Noether 定理: 连续对称性 ⇐⇒ 守恒生成元.



Lie 群 Lie 代数与连续对称性 对称性的量子描述

24
对称性的量子描述

24.1 态与对称性变换
量子力学系统的 (纯) 状态由可分 Hilbert 空间 H 中的射线 (ray) 描述: 态矢量 |ψ〉 与
eiα |ψ〉 给出同一物理状态. 两个态之间的跃迁概率 |〈φ|ψ〉|2 是唯一可测量的量 (Born 规
则).

Def. 1 量子对称性

设 P(H ) 是 H 的射线空间. 双射 g : P(H ) → P(H ) 称为 (量子) 对称性变换,
若它对任意两个态保持跃迁概率:

|〈gφ|gψ〉|2 = |〈φ|ψ〉|2, ∀φ, ψ, (24.1)

其中 gφ 表示射线 [φ] 的像中的代表元.

Thm. 59 Wigner 定理

设 g 是 H 上的量子对称性变换. 则存在映射 Ug : H → H , 它要么是幺正的
(U †

gUg = I), 要么是反幺正的 (反线性且 〈Ugφ|Ugψ〉 = 〈φ|ψ〉, 且 Ug(α |ψ〉) = αUg |ψ〉),
且 Ug 在射线的意义下实现 g: 射线 [Ugψ] = g[ψ]. Ug 除相位因子外唯一: 若 U ′

g 也实
现 g, 则 U ′

g = eiαUg.

Pf 证明的主要思想 (构造性): 固定 H 的完全正交归一基 {|en〉}, 逐点构造 Ug. 规
定 Ug |e1〉 为 g[e1] 中任意代表; 对 n ≥ 2, 由 g 保跃迁概率, 可选取 |e′

n〉 ∈ g[en] 使
〈e′
m|e′

n〉 = δmn 对一切 m,n (从 g[en] 中选代表并用 Gram–Schmidt 过程, 其中每次内
积由跃迁概率的平方根与相位决定). 然后对 |ψ〉 = ∑

cn |en〉 令 Ug |ψ〉 := ∑
cn |e′

n〉 或∑
cn |e′

n〉; 两个选择都保跃迁概率. 具体的取法 (幺正或反幺正) 由一致性条件确定: 对
|ψ〉 = |e1〉 + |e2〉, 比较 〈Ugψ|Ugψ〉 的两种展开迫使 Ug 对复数乘法要么线性要么反线性;
若对一切 ψ 都线性取幺正, 否则取反幺正. 得到的 Ug 实现 g; 相位自由度来自 g[e1] 中代
表元的选取. 本讲把定理的完整构造视为已证 (标准文献 Weinberg 卷 I 第 2 章), 此处给
出思想.

Cor. 1 连续对称性必幺正

设 gt 是恒等变换 g0 的连续族 (对 t 连续依赖), 则实现 gt 的算符 Ugt 可选取为幺正.
反幺正算符只可能实现离散对称性, 如时间反演.

Pf 幺正与反幺正是有界算符集合中两个互不相交的开部分 (由内积连续性), 而 Ugt 连
续依赖于 t 且 Ug0 = I 幺正, 故 Ugt 对一切 t 幺正.
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24.2 射影表示与相因子
对称性变换构成群 G, 但其量子实现一般只满足射影群律: 乘积相差相位.

Def. 2 射影表示

设 G 是群. 映射 g 7→ U(g) (到 H 的幺正算符) 称为 G 的射影 (射线) 表示, 若对每
个 g1, g2 存在相位 eiα(g1,g2) 使

U(g1)U(g2) = eiα(g1,g2) U(g1g2), (24.2)

且 α 满足上闭链条件 (由结合律 U((g1g2)g3) = U(g1(g2g3)) 导出): α(g1, g2) +
α(g1g2, g3) = α(g1, g2g3) + α(g2, g3) (对 Abel 化, 可吸收的相因子不计). 若 α 可通
过重定义 U(g) 7→ eiβ(g)U(g) 化为零, 则射影表示等价于真表示.

Eg. 1 空间对称群的射影表示

空间平移群 (R3,+) 的任意射影表示可化为真表示 (可证第二上同调群
H2(R3, U(1)) = 0), 故平移算符满足精确的 T̂ (a)T̂ (b) = T̂ (a + b), 无相因子.
旋转群 SO(3) 则不然: 其 2π 转动在整数自旋表示中是恒等, 在半整数自旋表示中是
−I. 相因子通过 SU(2) 的双覆盖吸收: SO(3) 的射影表示提升为 SU(2) 的真表示.
这正是第 16 节覆盖映射的物理意义.

24.3 离散对称性与反幺正算符
Wigner定理给出量子对称性实现的两种类型: 幺正或反幺正. 连续对称性必幺正 (第 24.1
节推论); 反幺正算符是离散对称性 (尤以时间反演为代表) 的实现工具. 本小节研究最重
要的两个离散对称性 – 空间反射与时间反演, 它们同样给出守恒律, 但不再来自 Lie 群.

Def. 3 反幺正算符

共轭线性且保内积幅值的映射 Θ : H → H 称为反幺正算符:

Θ
(
c1 |φ〉 + c2 |ψ〉

)
= c1 Θ |φ〉 + c2 Θ |ψ〉 , 〈Θφ|Θψ〉 = 〈ψ|φ〉 . (24.3)

此时 Θ2 是幺正算符, 且 Θ†Θ = I (在共轭线性意义下).

空间反射 (宇称). 空间反射把位置反向而不改变时间:

Def. 4 宇称算符

在位置基下定义宇称算符 Π̂:

Π̂ |x〉 := |−x〉 ,
(
Π̂ψ

)
(x) = ψ(−x). (24.4)

Π̂ 是幺正的且 Π̂2 = Î; 因而 Π̂ 的本征值只有 ±1. 本征值为 +1 的状态称偶 (偶宇
称), 为 −1 的称奇 (奇宇称).
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Prop. 1 宇称的代数作用

Π̂ 把 x̂ 变为 −x̂, 把 p̂ 变为 −p̂, 但把轨道角动量 L̂ = x̂ × p̂ 保持不变; 相应地球谐函
数满足 Π̂Ylm = (−1)lYlm.

Pf 由式(24.4): Π̂x̂ Π̂−1 |x〉 = Π̂x̂ |−x〉 = −x |x〉, 故 Π̂x̂Π̂−1 = −x̂; 对动量同理 (由
p̂ 是平移生成元, Π̂p̂ Π̂−1 = −p̂). 于是 Π̂L̂Π̂−1 = (−x̂) × (−p̂) = L̂. 球谐函数在
(θ, ϕ) 7→ (π − θ, ϕ + π) 下的行为 Ylm(π − θ, ϕ + π) = (−1)lYlm(θ, ϕ) 给出末式 (第 27
节).

注: 宇称守恒与量子数

若 Ĥ 与 Π̂ 对易 (宇称不变), 则宇称是好量子数: 定态可取确定宇称 ±1, 且能级可进
一步按宇称分类. 强相互作用与电磁相互作用保持宇称, 弱相互作用 (如 β 衰变) 破坏
宇称 –这是 1957年实验确立的事实,也是群论预言被违反的著名案例: 对称性理论给
出守恒量子数的完整清单, 而实验判定哪些对称性实际成立.

时间反演. 时间反演把运动方向反转: 位置不变, 动量、角动量反号. 它与宇称本质不同 –
时间反演必须用反幺正算符实现.

Thm. 60 时间反演是反幺正的

设系统的时间反演对称性由算符 Θ 实现: 若 |ψ(t)〉 是 Schrödinger 方程的解, 则
Θ |ψ(−t)〉 也应是解. 则由 Wigner 定理的机制 (保跃迁概率的双射), Θ 必须是反
幺正的: 幺正的时间反演会推出能量谱关于零对称, 与物理矛盾.

Pf 直观论证. 若 Θ 幺正且实现时间反演, 则 ΘĤΘ−1 = Ĥ 且 Θe−iĤt/ℏΘ−1 = eiĤt/ℏ.
由 Θ 幺正与指数函数的唯一性, 后者迫使 Θe−iĤt/ℏΘ−1 = e−iĤt/ℏ, 即 eiĤt/ℏ = e−iĤt/ℏ

对一切 t, 这意味着 Ĥ = 0 (取 t 无穷小). 矛盾. 因而 Θ 必须共轭线性 (反幺正), 使
Θe−iĤt/ℏΘ−1 = e+iĤt/ℏ 自然成立 (共轭线性交换 i 与 −i). 于是 ΘĤΘ−1 = Ĥ 即时间反演
不变的条件, 反幺正性保证演化方向反转.

Prop. 2 时间反演对基本可观测量

在位置基下, Θ = Π̂0 K, 其中 K 是复共轭, Π̂0 是某种幺正矩阵 (自旋部分); 对无自旋
粒子 Θ = K: Θψ(x) = ψ∗(x). 且

Θ x̂ Θ−1 = x̂, Θ p̂ Θ−1 = −p̂, Θ Ĵ Θ−1 = −Ĵ . (24.5)

Pf 位置不变、动量反号是时间反演的物理定义; 由对易关系 [x̂i, p̂j] = iℏδij 取 Θ(·)Θ−1

并利用反线性 (ΘiΘ−1 = −i) 自洽: Θ[x̂i, p̂j]Θ−1 = [x̂i,−p̂j] = [x̂i, p̂j] = iℏδij, 与
Θ(iℏ)Θ−1 = −iℏ 差一负号 – 注意反线性使

[
Â, B̂

]
在 Θ 下变为

[
ΘÂΘ−1,ΘB̂Θ−1

]
(对易

子的形式不变), 而 iℏ 变号; 两种理解给出同一物理 (细节见标准教材). 角动量与位置同
型.

Thm. 61 Kramers 定理

设 Ĥ 时间反演不变 (ΘĤΘ−1 = Ĥ), 且系统总角动量为半整数 (Θ2 = −Î). 则 Ĥ 的每
个能级至少两重简并.
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Pf 由式(24.5) 与 Θ 反线性, 对半整数自旋 Θ2 = (−1)2sÎ = −Î. 假设 |E〉 与 Θ |E〉 线性
相关: Θ |E〉 = c |E〉. 则 Θ2 |E〉 = Θ(c |E〉) = cΘ |E〉 = c c |E〉 = |c|2 |E〉, 左端 = − |E〉,
矛盾 (|c|2 ≥ 0). 故二者线性无关, 且同能级 (由时间反演不变, ĤΘ |E〉 = ΘĤ |E〉 =
EΘ |E〉): 至少两重简并.

注: 离散对称性给出离散守恒量子数

宇称与时间反演不来自连续 Lie 群, 但同样给出守恒量 (宇称量子数, Kramers 简并).
这补充了 Noether 定理的图景: 连续对称性 → 连续守恒量 (由生成元), 离散对称性
→ 离散守恒量子数 (由本征值 ±1). 全同粒子置换对称性 (下小节) 是第三类: 离散对
称性直接约束态空间的结构.

24.4 全同粒子与置换对称性
多个全同粒子的系统有一类全新的离散对称性: 任意交换两个粒子的标号不改变物理. 由
置换群 SN 描述, 其量子实现给出玻色子/费米子的区分, 并奠定整个统计物理与原子结
构的基础.

Def. 5 置换群的量子作用

设单粒子 Hilbert 空间为 H1, N 粒子态空间为 N 重张量积 H (N) = H ⊗N
1 (第 23 节

张量积表示). 对置换 σ ∈ SN , 定义幺正算符 P̂σ 交换张量积因子:

P̂σ
(
|ψ1〉 ⊗ · · · ⊗ |ψN〉

)
:=
∣∣∣ψσ−1(1)

〉
⊗ · · · ⊗

∣∣∣ψσ−1(N)
〉
. (24.6)

映射 σ 7→ P̂σ 是 SN 的幺正表示 (保 P̂στ = P̂σP̂τ ).

全同粒子系统的哈密顿量对置换不变: P̂σĤP̂−1
σ = Ĥ 对一切 σ. 但物理态并不任意取在

H (N) 中, 而受对称性约束.

Thm. 62 对称化公设

全同粒子的物理态落在 H (N) 的两个子空间之一: 全对称子空间 H (N)
S (玻色子, 所

有 P̂σ 本征值 +1) 或全反对称子空间 H (N)
A (费米子, 每个对换本征值 −1, 即 P̂σ =

sgn(σ)Î).

Pf 物理公设: 交换两个全同粒子后仍是同一物理态, 因而对任意置换 σ, 态最多改变一
个整体相位: P̂σ |Ψ〉 = eiασ |Ψ〉. 特别的, 对换 τ12 (交换粒子 1 与 2) 满足 P̂ 2

τ12 = Î, 故相位
eiατ12 = ±1. 对一般 σ, 由 SN 的表示论: 若 P̂σ |Ψ〉 = eiασ |Ψ〉 对一切 σ 成立, 则相位 eiασ

是 SN 的单维表示; 而 SN 的全体单维表示恰为平凡表示 (恒取 +1) 与符号表示 sgn (对
换取 −1) 两个. 因为 |Ψ〉 的相位只差一个常数, 两种情形分别给出 H (N)

S 与 H (N)
A . (注:

此论证在三维空间成立; 在二维空间出现 anyon 与辫子群, 本讲不展开.)

Cor. 2 Pauli 不相容原理

反对称子空间 H (N)
A 中不含两个粒子处于同一单粒子态的分量: 若 |ψa〉 = |ψb〉 (a 6=

b), 则对应的 Slater 行列式为零. 故两个全同费米子不能处于同一单粒子态.
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Pf 若两个因子相同, 交换它们给出相同分量, 而反对称要求它等于其负: 该分量只能
为零. 用基底展开: 对 |Ψ〉 ∈ H (N)

A , 展开系数是 det(ψai
(xj)) 型行列式, 两行相等时为

零.

Eg. 2 两个全同自旋 1
2 粒子

单粒子态空间 H1 = C2 (自旋上/下). 两个粒子的对称与反对称自旋态分别为

|χS〉 = 1√
2

(
|↑↓〉+|↓↑〉

)
(三重态, J = 1), |χA〉 = 1√

2

(
|↑↓〉−|↓↑〉

)
(单重态, J = 0).

这正是第 27 节角动量相加 1
2 ⊗ 1

2 = 1 ⊕ 0 的张量积分解 (下节将系统展开). 总波函数
(空间 × 自旋) 对费米子必须全反对称: 三重态 J = 1 的自旋波函数对称, 故空间波函
数必反对称 (排斥); 单重态自旋波函数反对称, 空间波函数对称. 这给出氢分子 (H2)
的键合与反键合、以及 3He 与 1He 的区分, 是” 对称性决定物理” 在物质结构中的直
接体现.

注: 自旋–统计定理

对称化公设本身不告诉我们何时取玻色子或费米子. 相对论量子场论的自旋–统计定
理 (spin– statistics theorem)断言: 整数自旋粒子是玻色子,半整数自旋粒子是费米子.
这是 Lorentz 不变性、正定性与因果性的深刻推论 (本讲第 31, 32 节的框架), 这里只
作陈述. 由第 27节, 自旋来自 SU(2)表示 (j 整数或半整数), 故自旋–统计把粒子分为
两大族, 与置换群的单维表示一一对应.

24.4.1 Young图与SN 的不可约表示

以上只用到 SN 的两个单维表示. 更复杂的全同粒子系统 (如原子中的多电子, 核中的多
核子) 需要 SN 的全部不可约表示——每个不可约表示对应一种混合对称性, 对应确定的
空间波函数形状. Young 图提供了全部不可约表示的组合刻画.

Def. 6 Young 图与 Young 表

N 的一个划分 (partition) 是满足 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk ≥ 0 且 ∑
i λi = N 的整数

列 λ = (λ1, . . . , λk). 对应的 Young 图是 k 行、第 i 行含 λi 个格子的左上对齐排列.
把数字 1, 2, . . . , N 填满各格 (每行每列递增) 得到的图称 Young 表 (standard Young
tableau).

Thm. 63 SN 的不可约表示

SN 的不可约表示一一对应于 N 的全部划分 λ, 记为 V λ. 其维数由钩长公式 (hook
length formula) 给出: 对每个格子, 钩长 h 等于它右方格子数加上下方格子数再加一;
则

dim V λ = N !∏
格子 h

, (24.7)

乘积遍及全部 N 个格子.

Pf 用 Specht 模构造: 对每个 Young 表定义对称化子与反对称化子的复合 (Young 对称
化子), 它是 C[SN ] 的幂等元, 作用在正则表示上得到 V λ. 钩长公式的证明 (从 λ 确定正
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则表示的不可约分解) 是组合表示论的经典结果; 另一途径是 Frobenius 公式 dim V λ =
N ! det[1/(λi − i+ j)!], 两者等价. 我们在此只给出公式及其用法.

Eg. 3 S3 与 S4 的表示

对 N = 3, 划分 (3), (2, 1), (1, 1, 1), 钩长公式给出维数

dim V (3) = 3!
3 · 2 · 1

= 1, dim V (2,1) = 3!
3 · 1 · 1

= 2, dim V (1,1,1) = 3!
3 · 2 · 1

= 1,

即平凡表示、二维混合表示与符号表示——与第 24.4 节两个单维表示之间还有
二维不可约表示一致 (dim 平方和 1 + 4 + 1 = 6 = 3!). 对 N = 4, 划分
(4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1), 维数分别为 1, 3, 2, 3, 1, 平方和 1 + 9 + 4 + 9 + 1 =
24 = 4!.

物理注记

物理态的空间波函数按 SN 的某个不可约表示变换 (对全对称取 V (N), 对全反对称取
V (1,...,1)); 配以自旋-同位旋的互补 Young 图后, 总波函数保持全反对称. 这正是核结
构 (壳模型)、原子光谱 (术语 nl 构型与谱项) 与色 SU(3) 中重子分类 (颜色反对称 ×
味对称 + 空间对称) 的组合规则来源. 因此 Young 图是比单维表示更精细的全同粒
子工具.

24.5 对称性与分子简正模式 (选读)
表示论在分子物理中最标准的应用是把振动谱按点群的不可约表示分类. 它说明: 简并度
由表示维数决定, 选择定则由表示分解读出——与连续情形的量子 Noether 定理完全平
行, 只是群是有限点群.

注: 简正模式与对称性分类的机制

设分子有 N 个原子, 平衡位形为 x
(0)
i , 位移 ui. 在平衡附近把势能展开到二阶, 运动

方程化为 3N 维广义本征值问题 (动力学矩阵 D). 若分子具有点群 G (平衡位形的对
称群, 第 4 节 O(3) 的有限子群), 则 [R,D] = 0 对每个 R ∈ G 成立 (转动平衡位形与
平动 D 相容). 于是 3N 个自由度按 G 的表示分解, 每个不可约表示 Γ 的每个出现给
出一个简正模式; 若 Γ 维数 > 1, 相应模式按该不可约表示简并. 平移 (3 个) 与整体
转动 (3 个) 是零频模式, 需从振动中扣除: 振动表示 Γvib = Γ3N 	 Γtrans 	 Γrot, 其维
数为 3N − 6 (线性分子 3N − 5).

Eg. 4 H2O: C2v 群的简正模式

水分子的平衡位形 (O 在原点, 两个 H 对称放置) 有对称群 C2v (转动 C2 与两个竖直
反射面 σv, σ

′
v). 其不可约表示 A1, A2, B1, B2 的特征标为:
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C2v E C2 σv σ′
v

A1 1 1 1 1
A2 1 1 −1 −1
B1 1 −1 1 −1
B2 1 −1 −1 1

对每个群元, 取 9 个笛卡尔位移在其下不动的子空间并求和 (特征标为不动原子数乘
±1 的贡献), 得 Γ3N = 3A1 + A2 + 2B1 + 3B2. 平移 (Tx : B1, Ty : B2, Tz : A1) 与转动
(Rx : B2, Ry : B1, Rz : A2) 相减得

Γvib = 2A1 ⊕B2, (24.8)

即三个振动模式: 两个全对称 (A1, 对称伸缩与弯曲) 与一个 B2 (反对称伸缩). 物理
预言: A1 模式在红外与 Raman 中均活跃 (涉及偶极矩变化), 而模式间的耦合与选择
定则由投影算符 PΓ = dim Γ

|G|
∑
g∈G χΓ(g)∗ρ(g) 把位移投影到各不可约子空间后读出. 这

一方法推广到任意多原子分子 (如 NH3 的 C3v, CH4 的 Td) 给出标准红外/Raman 光
谱的选择定则, 是第 23 节表示论最直接的化学应用.

注: 与连续对称性的对照

本小节与全讲主线呼应: 连续对称性给出守恒量与好量子数, 离散点群给出简并度与
选择定则——数学机制相同 (不可约表示), 只是群的类型不同. 若分子的平衡位形发
生对称性破缺 (Jahn–Teller 效应, 第 29.7 节自发破缺的离散版), 简并因表示分解而抬
升. 因此表示论是连接数学与物理的统一语言.
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25
单参幺正群与 Stone定理

25.1 强连续单参幺正群
考虑由单个实参数 t 标记的连续对称性, 例如沿固定方向的平移或时间演化. 参数加法反
映变换的复合, 由下面的定义概括.

Def. 1 强连续单参幺正群

设 {Û(t) | t ∈ R} 是 H 上的算符族. 若它满足:
1. 幺正性: 每个 Û(t) 是幺正算符;
2. 群公理: Û(0) = Î, Û(s)Û(t) = Û(s+ t), Û(t)−1 = Û(−t);
3. 强连续性: 对任意 |ψ〉 ∈ H , limt→0

∥∥∥Û(t) |ψ〉 − |ψ〉
∥∥∥ = 0,

则称 {Û(t)}为H 上的强连续单参幺正群 (strongly continuous one-parameter unitary
group).

公理 1, 2 是代数结构: 幺正算符保持内积, 群公理说明 t 作为实加群 R 的表示. 公理 3
是分析条件: 它要求 Û(t) |ψ〉在 t → 0时按范数收敛, 比弱连续强, 比算子范数连续弱, 是
Stone 定理成立的精确条件.

Prop. 1 强连续在每处成立

若 {Û(t)} 满足群公理与幺正性, 且在 t = 0 处强连续, 则对任意 t ∈ R 与 |ψ〉 ∈ H ,
limh→0

∥∥∥Û(t+ h) |ψ〉 − Û(t) |ψ〉
∥∥∥ = 0.

Pf 由群公理, Û(t+h) |ψ〉 − Û(t) |ψ〉 = Û(t)
(
Û(h) |ψ〉 − |ψ〉

)
; 取范数并用幺正性保范数,

得
∥∥∥Û(t+ h) |ψ〉 − Û(t) |ψ〉

∥∥∥ =
∥∥∥Û(h) |ψ〉 − |ψ〉

∥∥∥ h→0−−→ 0.

25.2 Stone定理
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Thm. 64 Stone 定理

设 {Û(t) | t ∈ R} 是 Hilbert 空间 H 上的强连续单参幺正群. 则存在唯一的自伴算符
Â (不必有界), 使得

Û(t) = e−iÂt, ∀t ∈ R, (25.1)
其中指数由谱定理定义. 生成元 Â 在稠密子空间

D :=
{
|ψ〉 ∈ H

∣∣∣ t 7→ Û(t) |ψ〉 在t = 0 处可微
}

上由 Â |ψ〉 := i dÛ(t)|ψ〉
dt

∣∣∣∣
t=0
定义.

Stone 定理的内容分三层: 存在性 (生成元从群的切向量提取), 自伴性 (生成元是可观测
量), 指数表示 (群是生成元的指数).

Stone 定理的证明思想

完整证明依赖无界自伴算符的谱理论, 这里给出主要思路, 每步可核对.
1. 稠密定义域. 记 D = {|ψ〉 | t 7→ Û(t) |ψ〉 在t = 0 可微}. 对任意 |ϕ〉, 向量

|ϕε〉 = 1
ε

´ ε
0 Û(t) |ϕ〉 dt 属于 D (积分对被积函数的连续依赖可微), 且 ε → 0 时

|ϕε〉 → |ϕ〉 (强连续性), 故 D 稠密.

2. 定义生成元. 在 D 上 Â |ψ〉 = i dÛ(t)|ψ〉
dt

∣∣∣∣
t=0

.

3. 对称性. 由
〈
Û(t)φ

∣∣∣Û(t)ψ
〉

= 〈φ|ψ〉 在 t = 0 求导, 左端导数为 i(
〈
Âφ
∣∣∣ψ〉 −〈

φ
∣∣∣Âψ〉), 右端为零, 故

〈
Âφ
∣∣∣ψ〉 =

〈
φ
∣∣∣Âψ〉, 即 Â 对称.

4. 本质自伴性. Stone 定理的分析部分证明 Â ± iÎ 的值域稠密; 对称算符加上这一
条件即本质自伴, 其闭包是唯一的自伴算符.

5. 指数表示. 对 |ψ〉 ∈ D , d
dt Û(t) |ψ〉 = Û(t) dÛ(s)|ψ〉

ds

∣∣∣∣
s=0

= −iÂ Û(t) |ψ〉; 由谱定理,

|ψ(t)〉 = e−iÂt |ψ〉 满足同一方程与同一初值, 解的唯一性给出二者相等, 再按 D
的稠密性延拓到全空间.

Cor. 1 生成元的唯一性

Stone 定理中的 Â 唯一: 若 Û(t) = e−iÂt = e−iÂ′t, 则 Â = Â′.

Pf 在 D 上对 t 求导得 Â = Â′; 自伴算符由稠密子空间上的值决定.

Cor. 2 生成元自伴性与可观测性

连续对称性的生成元是自伴算符, 因而具有充当可观测量的资格 (谱在实轴上, 期望值
为实). 反之, 任何自伴算符 Â 通过式(25.1) 生成强连续单参幺正群.

Pf 前半是 Stone 定理; 后半由谱定理: 自伴 Â 给出酉元 e−iÂt 且 e−iÂ(s+t) = e−iÂse−iÂt,
强连续性由谱积分的强收敛.
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Eg. 1 物理生成元与数学生成元的约定

数学上, Stone 定理把生成元取为自伴算符 Â 使 Û(t) = e−iÂt; 这是物理生成元的惯
例 (例如 H/ℏ, p · a/ℏ, J · θ/ℏ 都自伴). 有些数学文献取反厄米生成元 X = −iÂ, 使
Û(t) = etX ; 两者差因子 i. 本讲统一采用物理约定 (自伴生成元 + 指数中的 −i).

三个最重要的单参幺正群分别是:

T̂ (a) = e− i
ℏap̂ (空间平移), R̂(θ) = e− i

ℏ θĴ (转动), Û(t) = e− i
ℏ Ĥt (时间演化),

它们分别由动量,角动量与能量生成. 接下来三节逐一研究.
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26
空间平移与动量守恒

26.1 平移算符与平移群
空间具有平移对称性:把整个物理系统 (连同所有外力来源) 刚性平移一个矢量, 系统的动
力学规律不变. 在经典力学中, 这一对称性由 Noether 定理导出动量守恒. 在量子力学中,
对称性由 Hilbert 空间上的幺正算符实现, 而守恒量恰是相应对称群的生成元. 本节把这
一图景严格化: 平移算符 {T̂ (a)} 构成平移群 T (3) ∼= (R3,+) (见第 17 节) 的强连续幺正
表示, 其生成元 (至多相差常数 ℏ) 就是动量算符.
位置算符 x̂i 具有广义本征态 |x〉:

x̂i |x〉 = xi |x〉 , 〈x|x′〉 = δ(3)(x − x′),
ˆ

|x〉 〈x| d3x = Î .

注意 |x〉不属于 Hilbert空间 L2(R3) (它不平方可积),而是 Gelfand三元组 (rigged Hilbert
space) 意义下的广义态, 其作用是给态矢量以坐标表示 ψ(x) = 〈x|ψ〉. 以下凡涉及 |x〉,
|p〉 等广义态处均在此框架下理解.

Def. 1 空间平移算符

对每个 a ∈ R3, 定义 L2(R3) 上的算符 T̂ (a), 规定它对位置本征态的作用为

T̂ (a) |x〉 := |x + a〉 , (26.1)

再由线性性 (并对叠加的收敛性作连续性要求) 延拓到整个态空间. T̂ (a) 称为空间平
移算符.

在波函数语言下, 式(26.1) 给出(
T̂ (a)ψ

)
(x) = 〈x| T̂ (a) |ψ〉 = 〈x − a|ψ〉 = ψ(x − a). (26.2)

即波函数整体向反方向移动: 波包在空间中沿 +a 方向刚性平移 a, 形状不变. 这一行为
是空间平移对称性的运动学体现.

x

|ψ|2 a

|ψ|2 |T (a)ψ|2

图 7: 平移算符对波包的作用: 概率密度整体平移 a 而形状不变, 即式(26.2).
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Thm. 65 平移群的结构

映射 a 7→ T̂ (a)是平移群 (R3,+)在 L2(R3)上的强连续幺正表示: 对任意 a, b与 |ψ〉,

T̂ (a)T̂ (b) = T̂ (a + b), (26.3)
T̂ (0) = Î , (26.4)
T̂ (a)† = T̂ (−a) = T̂ (a)−1, (26.5)

lim
a→0

∥∥∥T̂ (a) |ψ〉 − |ψ〉
∥∥∥ = 0. (26.6)

Pf 乘法: 对任意 |x〉,

T̂ (a)T̂ (b) |x〉 = T̂ (a) |x + b〉 = |x + b + a〉 = T̂ (a + b) |x〉 ,

由 {|x〉} 的完备性得式(26.3). 单位元: T̂ (0) |x〉 = |x〉 及线性延拓, 得式(26.4). 共轭: 对
任意 |ψ〉 , |φ〉,

〈
ψ
∣∣∣T̂ (a)φ

〉
=
ˆ
ψ∗(x)φ(x − a) d3x =

ˆ
ψ∗(x + a)φ(x) d3x =

〈
T̂ (−a)ψ

∣∣∣φ〉 ,
其中第二步做了变量替换, 故 T̂ (a)† = T̂ (−a). 由乘法公式又有 T̂ (−a)T̂ (a) = T̂ (0) = Î,
故式(26.5)成立. 强连续性: 先设 ψ紧支光滑. 由一致连续性, |ψ(x − a) − ψ(x)|在 a → 0
时对 x 一致趋于 0, 且被一个 x-平方可积函数 (如 4‖ψ‖2

∞χsuppψ) 控制, 由控制收敛定理
得 ∥∥∥T̂ (a)ψ − ψ

∥∥∥2
=
ˆ

|ψ(x − a) − ψ(x)|2 d3x → 0.

对一般 ψ ∈ L2 用紧支光滑逼近: 给定 ε, 取 ψε 紧支光滑使 ‖ψ − ψε‖ < ε, 则∥∥∥T̂ (a)ψ − ψ
∥∥∥ ≤

∥∥∥T̂ (a)(ψ − ψε)
∥∥∥+

∥∥∥T̂ (a)ψε − ψε
∥∥∥+ ‖ψε − ψ‖ < 2ε+

∥∥∥T̂ (a)ψε − ψε
∥∥∥,

先取 a 充分小使末项 < ε, 再令 ε → 0.

注: 与第 17 节衔接

式(26.3)–(26.6) 表明 {T̂ (a)} 正是第 17 节平移群 T (3) ∼= (R3,+) 的一个忠实强连续
幺正表示. 它是可约的: 平移群阿贝尔, 其不可约表示均为单维特征 a 7→ e−ia·p/ℏ, 由动
量标签 p ∈ R3 标号 (见下小节). 因而动量恰是平移对称性下的” 好量子数”, 这是第
23 节表示论观点在量子力学中的第一次具体体现.

26.2 位置算符的共轭作用

Prop. 1 位置算符在平移下的变换

对任意 a 与 i = 1, 2, 3,
T̂ (a)† x̂i T̂ (a) = x̂i + aiÎ , (26.7)

等价地, [
x̂i, T̂ (a)

]
= aiT̂ (a). (26.8)
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Pf 作用在 |x〉 上:

T̂ (−a) x̂i T̂ (a) |x〉 = T̂ (−a) x̂i |x + a〉 = (xi + ai) T̂ (−a) |x + a〉 = (xi + ai) |x〉 ,

由完备性得式(26.7). 再由 T̂ (a)† = T̂ (−a),[
x̂i, T̂ (a)

]
= T̂ (a)

(
T̂ (a)†x̂iT̂ (a) − x̂i

)
= T̂ (a) (aiÎ) = aiT̂ (a),

即式(26.8).
式(26.7) 的物理意义: 先平移、再测位置, 等价于在原坐标上加 ai. 它是 §25 一般框架中”
对称性变换把可观测量共轭作用” 的实例, 也是下面导出对易关系的出发点.

26.3 无穷小平移与动量生成元

由于 a 7→ T̂ (a) 强连续, 沿任意固定方向 n 的单参子群 t 7→ T̂ (tn) 是强连续单参幺正群.
由 Stone 定理 (第 25 节), 它由某个自伴算符生成. 物理上把生成元取为 (至多相差 ℏ) 动
量算符.

Thm. 66 动量为平移群的生成元

存在唯一的自伴矢量算符 p̂ = (p̂1, p̂2, p̂3), 使

T̂ (a) = e− i
ℏa·p̂ (26.9)

对一切 a ∈ R3 成立. p̂ 称为动量算符. 在位置表示中它取

p̂ = −iℏ∇, (26.10)

即对充分好的波函数, (p̂iψ)(x) = −iℏ ∂ψ/∂xi.

Pf 存在性与唯一性. 对固定坐标方向 ej, t 7→ T̂ (tej) 是强连续单参幺正群, Stone 定理
给出自伴算符 Âj 使 T̂ (tej) = e−itÂj , 唯一. 令 p̂j := ℏÂj, 则 T̂ (tej) = e−itp̂j/ℏ. 由 T̂ (a) 的
乘法公式, 各方向单参子群相互对易, 故 [p̂j, p̂k] = 0 (比较 T̂ (tej)T̂ (sek) 与 T̂ (sek)T̂ (tej)
的无穷小形式). 于是对一般 a = ∑

j ajej, 由相互对易自伴算符的指数加法规则 eXeY =
eX+Y (XY = Y X 时成立),

T̂ (a) =
∏
j

T̂ (ajej) =
∏
j

e−iaj p̂j/ℏ = e−i
∑

j
aj p̂j/ℏ = e−ia·p̂/ℏ,

即式(26.9).
位置表示. 由式(26.2), 对无穷小 a,

ψ(x − a) = ψ(x) − a · ∇ψ(x) +O(|a|2) =
(
Î − i

ℏ
a · (−iℏ∇)

)
ψ(x) +O(|a|2).

与式(26.9) 的展开 T̂ (a) = Î − i
ℏa · p̂ +O(|a|2) 比较一次项, 得式(26.10).
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Cor. 1 基本对易关系

位置与动量算符满足 Heisenberg 代数

[x̂i, p̂j] = iℏ δij Î . (26.11)

Pf 对式(26.8) 两侧关于 aj 在 a = 0 处求导. 左侧利用式(26.9) 的无穷小形式
dT̂ (a)

daj

∣∣∣
a=0

= − i
ℏ p̂j, 右侧对 aj 求导得 δij Î, 于是 − i

ℏ [x̂i, p̂j] = δij Î, 即式(26.11).

在位置表示下也可直接验证: 对充分好的 ψ,

([x̂i, p̂j]ψ) (x) = (x̂i p̂j − p̂j x̂i)ψ(x) = −iℏ
(
xi
∂ψ

∂xj
− ∂

∂xj
(xiψ)

)
= iℏ δijψ(x).

式(26.11)是整个量子力学代数结构的基础,它说明位置与动量的谱不能同时确定,对应不
确定性关系 (见下小节). 注意它是从对称性 (平移群的生成元结构) 导出的, 而非人为假
定, 这正体现了本节的主旨: 运动学代数源于对称性.

26.4 动量本征态与平面波

Def. 2 动量本征态

动量算符 p̂ 的广义本征态 |p〉 满足

p̂ |p〉 = p |p〉 , 〈p|p′〉 = δ(3)(p − p′),
ˆ

|p〉 〈p| d3p = Î .

Thm. 67 平面波与 Fourier 变换

动量本征态在位置基下是平面波:

〈x|p〉 = 1
(2πℏ)3/2 eip·x/ℏ, (26.12)

且位置与动量表象由 Fourier 变换互化:

ψ(x) = 1
(2πℏ)3/2

ˆ
ψ̃(p) eip·x/ℏ d3p, (26.13)

ψ̃(p) = 1
(2πℏ)3/2

ˆ
ψ(x) e−ip·x/ℏ d3x. (26.14)

Pf 先定形. 把式(26.9) 作用在 |p〉 上, 得平移本征关系
T̂ (a) |p〉 = e−ia·p/ℏ |p〉 ,

取位置内积并用式(26.2), 波函数 φp(x) = 〈x|p〉 满足
φp(x − a) = e−ia·p/ℏ φp(x) ⇐⇒ φp(x + a) = eia·p/ℏ φp(x),

故 φp 是平移群的特征函数,解为平面波 φp(x) = C eip·x/ℏ. 再定归一. 由 〈p|p′〉 = δ(3)(p −
p′) 与 Fourier 变换的酉性, 归一常数 C = (2πℏ)−3/2, 即式(26.12). 于是位置内积 ψ(x) =
〈x|ψ〉 展开为式(26.13), 系数 ψ̃(p) = 〈p|ψ〉 由式(26.14) 给出.
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注: 平移不变性下动量是好量子数

平面波 φp 是位置空间中完全离域的态: 由式(26.13),只要波函数在某动量上有非零分
量 ψ̃(p),它就以平面波形式向全空间延展. 动量本征态同时是所有平移算符的本征态,
本征值为 e−ia·p/ℏ,这正是 §23所论平移群单维表示 (特征)的量子实现. 对任意固定的
p, 一维子空间 {|p〉} 构成平移群表示的不可约子空间, 故动量标签 p 是好量子数. 位
置—动量的不确定性 ∆xi ∆pj ≥ ℏ

2δij 是平面波完全离域的定量表述 (由 [x̂i, p̂j] = iℏδij
的标准推导, 本讲不再重复).

26.5 平移不变性与动量守恒
本节核心结果是:平移对称性是动量守恒的充分必要条件. 先引入 Heisenberg 方程. 对不
含时的可观测量 Â (即 ∂Â/∂t = 0), 时间演化 Â(t) = Û(t)†Â Û(t), Û(t) = e−iĤt/ℏ, 求导得

d
dt
〈
Â
〉

= i
ℏ
〈[
Ĥ, Â

]〉
, (26.15)

其中 〈·〉 = 〈ψ|·|ψ〉 表示任意 (规范) 态下的期望值.

Thm. 68 平移不变性等价于动量守恒

设 Ĥ 是不显含时间的自伴哈密顿量, 平移群按式(26.9) 作用. 则以下三条等价:
1. 平移不变性:

[
T̂ (a), Ĥ

]
= 0 对一切 a 成立;

2.
[
p̂, Ĥ

]
= 0, 即 Ĥ 与动量算符对易;

3. 动量守恒:对任意态, d
dt 〈p̂〉 = 0.

Pf (i)⇒(ii). 由式(26.9) 的无穷小展开 T̂ (a) = Î − i
ℏa · p̂ + O(|a|2), 展开

[
T̂ (a), Ĥ

]
= 0

的一次项得
[
p̂, Ĥ

]
= 0.

(ii)⇒(i). 若
[
p̂j, Ĥ

]
= 0, 则 Ĥ 与 p̂j 的一切幂 p̂nj 对易, 因而与幂级数 T̂ (a) =∑

n
1
n!(−

i
ℏ)n(a · p̂)n 对易 (自伴有界函数的谱泛函表述下论证更严格: [Ĥ, f(p̂)] = 0 对任

意 Borel 函数 f).
(ii)⇔(iii). 由 Heisenberg 方程(26.15) 取 Â = p̂:

d
dt

〈p̂〉 = i
ℏ
〈[
Ĥ, p̂

]〉
,

右端对一切态为零当且仅当
[
p̂, Ĥ

]
= 0.

空间平移对称性 动量 p̂ (生成元) 动量守恒
Noether [p̂, Ĥ] = 0

图 8: 平移对称性到动量守恒的 Noether 链条 (第 26, 29 节).

定理的物理解读: 空间平移不变性正是动量守恒的对称性根源, 这是量子 Noether 定理
(第 29 节) 的第一个实例. 从群论看, Ĥ 生成时间平移 Û(t), p̂ 生成空间平移 T̂ (a); 条件[
T̂ (a), Ĥ

]
= 0 说这两个单参幺正群对易, 即” 空间平移与时间演化可交换” – 这正是平直

时空运动学的表述, 并预示第 32 节 Poincaré 代数中的
[
P̂µ, Ĥ

]
型关系.
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Cor. 2 Ehrenfest 定理

在一般 (不一定平移不变) 哈密顿量 Ĥ = p̂2

2m + V̂ (x̂) 下,

d
dt

〈x̂〉 = 1
m

〈p̂〉 , d
dt

〈p̂〉 = −
〈
∇V̂

〉
, (26.16)

即量子力学期望值遵循经典 Newton 方程 (第二式右端即平均力).

Pf 由式(26.15) 与基本对易关系(26.11):
[
Ĥ, x̂

]
= 1

2m [p̂2, x̂] = 1
2m (p̂[p̂, x̂] + [p̂, x̂]p̂) =

− iℏ
m

p̂, 故 d
dt 〈x̂〉 = i

ℏ · −iℏ
m

〈p̂〉 = 〈p̂〉 /m; 第二式
[
Ĥ, p̂

]
= −

[
p̂, V̂

]
= iℏ∇V̂ , 故 d

dt 〈p̂〉 =
−
〈
∇V̂

〉
.

26.6 例子

Eg. 1 自由粒子

Ĥ = p̂2

2m . 显然
[
p̂, Ĥ

]
= 0, 动量严格守恒. 能量本征态即平面波, 谱为连续谱 p2

2m ≥ 0;
归一化波包 ψ(x, t) = 1

(2πℏ)3/2

´
ψ̃(p) eip·x/ℏe−ip2t/2mℏ d3p 以群速度 〈p̂〉 /m 整体运动, 且

由于色散 ω = p2/2mℏ 非线性而逐渐扩散. 动量守恒保证了波包在频域的形状不变,
只是各分量的相位在演化.

Eg. 2 Gaussian 波包与扩散

一维自由粒子的 Gaussian 波包 (中心动量 p0, 位置宽度 σ):

ψ(x, 0) = 1
(πσ2)1/4 eip0x/ℏe−x2/(2σ2). (26.17)

动量空间波函数由 Fourier 变换 (Gaussian 积分
´

e−ax2+bxdx =
√
π/a eb2/4a) 得

ψ̃(p) =
(
σ2

πℏ2

)1/4

exp
(

−(p− p0)2σ2

2ℏ2

)
, (26.18)

即动量的分布是以 p0 为中心、宽度 ℏ/σ 的 Gaussian; 动量不确定度 ∆p = ℏ/(
√

2σ).
自由时间演化 (Ĥ = p̂2/2m) 给出

ψ(x, t) = 1
(πσ2

t )1/4 exp
(

−(x− p0t/m)2

2σ2
t

)
eip0x/ℏe−ip2

0t/2mℏ, σ2
t = σ2

(
1 + iℏt

mσ2

)
,

(26.19)
于是位置不确定度

∆x(t) = σ√
2

√
1 +

( ℏt
mσ2

)2
. (26.20)

波包以群速度 p0/m 整体运动 (〈x〉 (t) = 〈x〉 (0) + p0t/m, Ehrenfest), 并在特征时间
t∗ = mσ2/ℏ 后显著扩散; 动量不确定度不变 (动量守恒: 频域形状不动). 这一例子把
本节的两个结论分开: 波包平移与动量守恒来自平移对称性 (频域形状不变), 而扩散
来自色散 ω = p2/2mℏ 的非线性, 与对称性无关.
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Eg. 3 势场中的单粒子

Ĥ = p̂2

2m + V̂ (x̂) 且 V̂ 不恒为常数. 则
[
p̂, Ĥ

]
= −

[
p̂, V̂

]
= iℏ∇V̂ 6= 0, 平移不变性被

外势破坏, 动量不守恒. 物理上, 外势正是” 移动整个系统” 时所不随动的部分, 故对
称性缺失. 由 Ehrenfest 定理, d

dt 〈p̂〉 = −
〈
∇V̂

〉
给出粒子受到的平均力. 注意此时若

把外势也一同平移 (系统加环境), 对称性又恢复, 对应总动量守恒; 这正是下面两体例
子的内容.

Eg. 4 两体系统与质心运动

两个相互作用的粒子,
Ĥ = p̂2

1
2m1

+ p̂2
2

2m2
+ V̂ (x̂1 − x̂2),

相互作用只依赖相对坐标, 故同时平移两个粒子不改变 Ĥ:
[
T̂1(a)T̂2(a), Ĥ

]
= 0. 由此

总动量 P̂ = p̂1 + p̂2 守恒. 引入质心与相对坐标

X̂ = m1x̂1 +m2x̂2

m1 +m2
, r̂ = x̂1 − x̂2, M = m1 +m2, µ = m1m2

m1 +m2
,

则哈密顿量分离为

Ĥ = P̂ 2

2M︸ ︷︷ ︸
质心自由运动

+ p̂2

2µ
+ V̂ (r̂)︸ ︷︷ ︸
相对运动

, p̂ = m2p̂1 −m1p̂2

m1 +m2
,

两子系解耦. 质心部分由平移不变性保证是自由运动 (动量守恒), 这正是经典两体约
化的量子对应. 氢原子即取 V̂ = −e2/r 的相对运动, 其能级由第 27, 29 节的角度对称
性进一步简化.

Eg. 5 周期势与准动量

一维晶格势 V̂ (x + L) = V̂ (x) 具有离散平移对称性: 仅 a = nL (n ∈ Z) 的平移与 Ĥ
对易, 连续平移被破坏, 普通动量不守恒. 但离散平移 T̂ (L) 仍是守恒对称性, 于是存
在守恒量子数. 由于 T̂ (L) 与 Ĥ 对易, 可选取公共本征态 |ψk〉:

Ĥ |ψk〉 = E(k) |ψk〉 , T̂ (L) |ψk〉 = eikL |ψk〉 ,

相位 eikL 对应单维表示 n 7→ einkL (n ∈ Z)与平移群特征一致;由平移子群 {T̂ (nL)} ∼=
Z 的周期性, k 与 k + 2π

L
不可区分, 故 k 限制在第一 Brillouin 区 k ∈ [− π

L
, π
L

]. 在位置
基下, 本征态写成 Bloch 形式

ψk(x) = eikx uk(x), uk(x+ L) = uk(x),

其中 uk 是晶格周期函数. 量子数 k 称为准动量 (crystal momentum), 它取代普通动
量成为平移对称性下的守恒量. 这个例子表明: 对称性群即使从连续群约化为离散子
群 (这里 R → Z), 仍给出有用的守恒量子数, 只是取值空间相应地紧致化.
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k

E

−π/L π/L0

第 1 能带

第 2 能带

第 3 能带

禁带

图 9: 一维周期势的能带 (约化布里渊区 k ∈ [−π/L,π/L]): 离散平移对称性 Z 把谱组织
为能带 En(k), 带间出现禁带. 每个能带在带内是 k 的连续函数, 对应第 26 节例中的准动
量 k 取值的紧致化. 禁带的形成正是周期势中连续平移对称性缺失的直接后果.

Eg. 6 平移不变性与均匀运动

对平移不变的单个自由粒子, Ehrenfest 定理给出 d
dt 〈x̂〉 = 〈p̂〉 /m = const, 即质心做

匀速直线运动 – 惯性定律. 更一般地, 任何平移不变系统的质心期望值以恒定速度运
动 (质心坐标与总动量 P̂ 的对易关系给出 d

dt

〈
X̂
〉

=
〈
P̂
〉
/M). 这再次说明动量守恒

正是平移对称性的直接推论.

26.6.1 相干态与Heisenberg群的相空间轨道

本节最深刻的例子是相干态 (coherent states): 它们既是谐振子的最小不确定态, 又是
Heisenberg 群 (第 11 节) 在真空态上的相空间轨道——把” 连续对称性的轨道” 的观念与
量子态结构直接联系起来.

Def. 3 相干态

对一维谐振子, 取 â = (x̂+ ip̂)/
√

2, â† = (x̂− ip̂)/
√

2 (取 ℏ = m = ω = 1; 一般单位在
换算后形式相同). 定义位移算符

D̂(α) := exp
(
αâ† − α∗â

)
, α ∈ C, (26.21)

它把真空 |0〉 变为相干态 |α〉 := D̂(α) |0〉. 一族 {|α〉} 张成的子空间称为相干态族.

Thm. 69 相干态的三条性质

1. 湮灭算符本征态: â |α〉 = α |α〉;因而坐标与动量期望值 〈x〉α =
√

2 Reα, 〈p〉α =√
2 Imα;

2. 最小不确定态: ∆x∆p = ℏ/2 (即等于 Heisenberg 下界), 且对应” 平移后的真空”,
是唯一具有这一性质且不随时间形变的量子态;

3. 过完备性: 1
π

´
C |α〉 〈α| d2α = Î (其中 d2α = d(Reα) d(Imα)),且 〈α|β〉 =

e− 1
2 |α−β|2ei Im(α∗β).

Pf (1) 记 X = αâ† − α∗â. 由 BCH 公式 ([X, â] = −α, 是数), e−X âeX = â − α (有限维
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Heisenberg 代数的简单情形), 故 â |α〉 = âD̂(α) |0〉 = D̂(α)(â+ α) |0〉 = α |α〉.
(2) ∆x∆p ≥ ℏ/2 取等当且仅当 |α〉 是 x̂− 〈x〉 + iλ(p̂− 〈p〉) 的零本征态 (由不确定关系的
等式条件), 即真空被位移后的 Gaussian——正是相干态. 由 (1) 与 |α(t)〉 = Û(t) |α〉 (谐
振子 Ĥ = ℏωâ†â), 得 |α(t)〉 = |αe−iωt〉: 相干态沿经典相空间圆轨道运动而不扩散, 位置
期望值 〈x〉 (t) =

√
2 Re(αe−iωt) 作经典振荡.

(3) 用位移算符乘积公式 D̂(α)D̂(β) = D̂(α+ β)e 1
2 (αβ∗−α∗β) (BCH 的结果) 与 Gaussian 积

分直接计算.

注: Heisenberg 群作用与相干态族

位移算符满足 D̂(α)D̂(β) = D̂(α + β) ei Im(αβ∗) – 这正是 Heisenberg 群 H3 的第 11 节
乘法的指数形式 (中心由相位因子承担). 于是 α 7→ D̂(α) |0〉 把 Heisenberg 群 (模掉
中心相位) 的作用实现为相空间平移, 而相干态族正是真空在该群作用下的轨道, 参数
α 是二维实流形 C ∼= R2 上的坐标 – 相空间本身. 量子态的描述因此回到第 3 节群作
用的轨道图景: 一个连续对称群 (Heisenberg 群) 在 Hilbert 空间上作用, 它的轨道是
受相干态支配的物理态, 中心元素只贡献相位. 这一结构在量子光学 (激光场、光子统
计)、量子信息 (连续变量编码) 与路径积分中反复出现.
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27
空间转动与角动量守恒

27.1 转动算符与角动量生成元
与平移对称性平行的第二个基本对称性是空间转动 (各向同性): 把整个系统绕某轴转动
一个角度, 动力学规律不变. 上一节里动量是平移群的生成元, 这里的生成元将是角动量.
与平移不同的是, 转动群 SO(3) 非阿贝尔, 这一非交换性直接决定角动量算符之间的对易
关系

[
Ĵi, Ĵj

]
= iℏεijkĴk, 从而给出角动量量子化的整个结构.

转动用旋转向量 θ = θn 参数化: 转轴方向 n, 转角 θ ∈ [0,π]. 记对应的主动转动矩阵为
R(θ) ∈ SO(3) (第 15 节). 量子力学中转动对称性由幺正算符 R̂(θ) 实现.

Def. 1 转动算符

对每个 θ ∈ R3, 定义 L2(R3) 上的算符 R̂(θ), 规定它对位置本征态的作用为

R̂(θ) |x〉 := |R(θ)x〉 , (27.1)

再由线性性延拓到整个态空间. R̂(θ) 称为空间转动算符. 在波函数语言下,(
R̂(θ)ψ

)
(x) = 〈x| R̂(θ) |ψ〉 =

〈
R(θ)−1x

∣∣∣ψ〉 = ψ
(
R(θ)−1x

)
. (27.2)

式(27.2) 表明波函数的图形沿 +θ 方向整体转动而形状不变, 这是空间各向同性在运动学
上的体现.

Thm. 70 转动算符构成 SO(3) 的表示

映射 θ 7→ R̂(θ)是 SO(3)的强连续幺正表示: 对任意 θ1,θ2 (记R(θ12) = R(θ1)R(θ2)),

R̂(θ1)R̂(θ2) = R̂(θ12), (27.3)
R̂(0) = Î , R̂(θ)−1 = R̂(−θ), (27.4)
R̂(θ)† = R̂(θ)−1, (27.5)

lim
θ→0

∥∥∥R̂(θ) |ψ〉 − |ψ〉
∥∥∥ = 0. (27.6)

Pf 乘法: 对任意 |x〉, R̂(θ1)R̂(θ2) |x〉 = R̂(θ1) |R(θ2)x〉 = |R(θ1)R(θ2)x〉 = R̂(θ12) |x〉,
完备性给出式(27.3). 单位与逆由 R(0) = I, R(θ)R(−θ) = I 及 R(θ)TR(θ) = I 得出.
酉性: 因 R 保体积,

〈
ψ
∣∣∣R̂(θ)φ

〉
=
ˆ
ψ(R(θ)−1x)φ(x) d3x =

ˆ
ψ(x′)φ(R(θ)x′) d3x′ =

〈
R̂(θ)−1ψ

∣∣∣φ〉 ,
故 R̂(θ)† = R̂(θ)−1. 强连续性同平移情形 (紧支光滑函数的控制收敛论证).
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注: SO(3) 与 SU(2) 的射影实现

式(27.3) 依赖 R(θ12) 的唯一确定: 转角 θ ∈ [0,π] 的约定保证旋转向量的唯一性 (除
去 θ = π 的边界). 第 16 节已构造 2:1 覆盖 π : SU(2) → SO(3). 在量子力学中,
若系统包含半整数的内禀角动量 (自旋), 则转动只实现为射影表示: R̂(θ1)R̂(θ2) =
eiα(θ1,θ2)R̂(θ12), 其中相因子来自 SU(2) 与 SO(3) 的参数差 (第 24 节). 本节的代数结
论对两者都成立, 差别只在允许的 j 值 (见第 4 小节): 整数 j 对应 SO(3) 的真表示,
半整数 j 只对应 SU(2).

27.2 无穷小转动与角动量代数

由强连续性,绕固定方向 n 的单参子群 θ 7→ R̂(θn) 是强连续单参幺正群, Stone 定理给出
自伴生成元 Ĵn, 约定

R̂(θn) = e−iθĴn/ℏ.

三坐标轴的生成元合成为向量算符 Ĵ = (Ĵx, Ĵy, Ĵz), 使 Ĵn = n · Ĵ .

Thm. 71 角动量为转动群的生成元

存在唯一的自伴矢量算符 Ĵ = (Ĵx, Ĵy, Ĵz), 使

R̂(θ) = e−iθ·Ĵ/ℏ (27.7)

对一切 θ 成立. Ĵ 称为角动量算符. 对无自旋的粒子, 在位置表示下

Ĵ = x̂ × p̂ = −iℏx × ∇ =: L̂, (27.8)

即角动量退化为轨道角动量.

Pf 唯一性. 沿任意方向 n, θ 7→ R̂(θn) 是强连续单参幺正群, Stone 定理给出唯一自伴
算符 Ân 使 R̂(θn) = e−iθÂn ; 定义 Ĵn := ℏÂn, 并令 Ĵj := Ĵej

. 位置表示中的识别. 由
式(27.2), R̂(θn)ψ(x) = ψ(R(−θn)x), 对无穷小 θ 有 R(−θn)x = x − θn × x +O(θ2), 故

R̂(θn)ψ = ψ(x) − θ (n × x) · ∇ψ +O(θ2) =
(
Î − i

ℏ
θn · (x × p̂)

)
ψ +O(θ2),

其中用了矢量恒等式 (n × x) · ∇ = n · (x × ∇). 与 R̂(θn) = Î − i
ℏθĴn + O(θ2) 比较

一次项, Ĵn = n · (x × p̂), 故 Ĵ = x × p̂ = L̂, 即式(27.8). 一般 θ 的指数形式. 因
n · (x × ∇) = (n × x) · ∇ 恰是绕 n 转动的生成矢量场 (其积分曲线为 x(t) = R(tn)x),
由矢量场指数等于流的拉回,

R̂(θ)ψ(x) = ψ(R(−θ)x) = e θ·(x×∇)ψ(x) = e− i
ℏθ·(x×p̂)ψ(x),

即式(27.7).

Thm. 72 角动量代数

角动量算符满足 [
Ĵi, Ĵj

]
= iℏ εijkĴk. (27.9)
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Pf 关键思想: 代数结构不是假设, 而是从 SO(3)的非阿贝尔群结构导出的. 对绕 x, y 轴
的无穷小转动, 群元恒等式

Rx(θx)Ry(θy)Rx(−θx)Ry(−θy) = Rz(θxθy) +O(3) (27.10)

是矩阵层面的事实: 左端展开 eθxLxeθyLye−θxLxe−θyLy = eθxθy [Lx,Ly ] = eθxθyLz , 其中
[Lx, Ly] = Lz (第 15 节 so(3) 的基, 本讲以 (Li)jk = −εijk 归一). 把式(27.10) 翻译成算符
方程, 用式(27.7):

e−iθxĴx/ℏ e−iθy Ĵy/ℏ eiθxĴx/ℏ eiθy Ĵy/ℏ = e−iθxθy Ĵz/ℏ +O(3).

展开左端至 θxθy 阶: 由 eαAeβBe−αAe−βB = eαβ[A,B] (αβ 阶) 得

e− i
ℏ θxθy [Ĵx,Ĵy ] = e− i

ℏ θxθy Ĵz ,

比较指数给出
[
Ĵx, Ĵy

]
= iℏĴz; 其余分量由循环置换得出.

Cor. 1 位置与动量是矢量算符[
Ĵi, x̂j

]
= iℏ εijkx̂k,

[
Ĵi, p̂j

]
= iℏ εijkp̂k. (27.11)

Pf 由式(27.7) 与 R̂(θ)†x̂ R̂(θ) = R(θ)x̂ (对 |x〉 作用直接验证), 对无穷小 θ 展开即得
第一式; 第二式由 p̂ = −iℏ∇ 与 x̂ 同为矢量而分量对易结构相同, 或直接由 p̂ 在转动下
的变换 (与 x̂ 平行) 验证.

Def. 2 矢量算符与标量算符

满足
[
Ĵi, Âj

]
= iℏ εijkÂk 的三元组 (Â1, Â2, Â3) 称为矢量算符; 满足

[
Ĵi, Ŝ

]
= 0 的算

符称为转动标量 (即 R̂(θ)†Ŝ R̂(θ) = Ŝ 的无穷小形式).

特别地, x̂, p̂, Ĵ 都是矢量算符, x̂ · p̂, p̂2, r2 = x̂2, Ĥ标量部分 都是转动标量. 这些性质在构造
转动不变哈密顿量时是关键: 转动不变的 Ĥ 必是标量算符, 因而与 Ĵ 对易.

27.3 轨道角动量

对无自旋粒子, 角动量即轨道角动量 L̂ = x̂ × p̂. 由矢量算符对易关系可直接验证它满足
角动量代数, 也可在球坐标下给出显式.

Thm. 73 球坐标下的轨道角动量

在球坐标 (r, θ, ϕ) 下,

L̂z = −iℏ ∂

∂ϕ
, (27.12)

L̂2 = −ℏ2
[

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
, (27.13)

其中 L̂2 := L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z. 又 L̂2 与各 L̂i 对易:

[
L̂2, L̂i

]
= 0.
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Pf 由 L̂ = −iℏx × ∇ 在球坐标下逐分量计算, 得 L̂x = iℏ (sinϕ∂θ + cot θ cosϕ∂ϕ),
L̂y = iℏ (− cosϕ∂θ + cot θ sinϕ∂ϕ), L̂z = −iℏ ∂ϕ; 代入平方和经直接运算得式(27.13). 对
易关系

[
L̂2, L̂i

]
= 0 是式(27.9) 的代数推论 (第 4 节末一般性论证).

式(27.12) 与式(27.13) 说明角向动力学的可观测量只依赖角度, 径向动力学完全解耦, 这
正是中心势问题可分离的根源 (第 5 节例 1).

27.4 角动量本征态与阶梯算符

Thm. 74 角动量谱

设 (Ĵx, Ĵy, Ĵz) 是满足式(27.9) 的自伴算符三元组, 记 Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z . 则 Ĵ2 与 Ĵz

对易, 且存在公共本征矢 |j,m〉 使

Ĵ2 |j,m〉 = j(j + 1)ℏ2 |j,m〉 , Ĵz |j,m〉 = mℏ |j,m〉 , (27.14)

其中 j ∈ {0, 1
2 , 1,

3
2 , . . . }, m = −j,−j + 1, . . . , j. 对固定的 j, 共有 2j + 1 个本征矢, 记

为不可约表示 Dj.

Pf 分四步. 第一步, Ĵ2 与 Ĵz 对易: 由式(27.9),[
Ĵi, Ĵ

2
]

=
∑
k

[
Ĵi, Ĵ

2
k

]
=
∑
k

([
Ĵi, Ĵk

]
Ĵk + Ĵk

[
Ĵi, Ĵk

])
= iℏ

∑
k,l

εikl
(
ĴlĴk + ĴkĴl

)
= 0,

末等式因 εikl 对 k, l 反称而括号对 k, l 对称. 因而可对角化 Ĵ2, Ĵz.
第二步, 阶梯算符. 定义 Ĵ± := Ĵx ± iĴy. 由式(27.9),[

Ĵz, Ĵ±
]

= ±ℏĴ±,
[
Ĵ2, Ĵ±

]
= 0. (27.15)

故 Ĵ± |j,m〉若非零,仍是 Ĵ2的本征矢 (本征值不变),且 Ĵz(Ĵ± |j,m〉) = (m±1)ℏ Ĵ± |j,m〉:
阶梯算符把 m 提升或降低一档而不改变 j.
第三步, 有界性. 由 Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2 − Ĵ2

z − ℏĴz 与 Ĵ+Ĵ− = Ĵ2 − Ĵ2
z + ℏĴz, 对单位矢量 |j,m〉,∥∥∥Ĵ+ |j,m〉

∥∥∥2
= 〈j,m|Ĵ−Ĵ+|j,m〉 =

(
j(j + 1) −m(m+ 1)

)
ℏ2 ≥ 0,

故 m(m + 1) ≤ j(j + 1), 即 m 有上界 j; 类似地 m ≥ −j. 由于 m 每次只能改变整数 1,
从某个最大 m = j 出发 Ĵ+ |j, j〉 = 0; 不断用 Ĵ− 得 m = j, j − 1, . . . ,−j, 共 2j + 1 档, 且
j − (−j) = 2j 为整数, 故 j 是整数或半整数.
第四步, 矩阵元. 由第二步,

〈j,m′|Ĵ±|j,m〉 = ℏ
√
j(j + 1) −m(m± 1) δm′,m±1. (27.16)

这给出整个 Dj 的显式表示矩阵.
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注: 自旋与 SU(2)

j 取半整数时, 表示 Dj 不能提升为 SO(3) 的真表示: 转角 θ 从 0 走到 2π, R̂(2πn) =
(−1)2j Î 对半整数 j 等于 −Î 而非恒等. 这正对应第 16 节 2 : 1 覆盖与第 24 节射影
表示: 半整数的 j 是 SU(2) 的真表示而非 SO(3) 的. j = 1

2 情形由 Pauli 矩阵给出
Ĵi = ℏ

2τi (第 16 节), j = 1 的表示矩阵正是 so(3) 的基 Li (由式(27.14) 与 Ĵ2 的本征值
2ℏ2 可还原). 物理上, 电子的内禀角动量 (自旋) 正是 j = 1

2 的 SU(2) 表示.

Def. 3 Wigner D 矩阵与球谐函数

(a) 对固定 j, 转动算符在 Dj 上的矩阵元称为 Wigner D 矩阵:

Dj
mm′(θ) := 〈j,m|R̂(θ)|j,m′〉 .

(b) 当 j = l 为整数时, 轨道角动量的本征态在球坐标下取 〈θϕ|l,m〉 = Ylm(θ, ϕ), 其中
Ylm 是球谐函数

Ylm(θ, ϕ) = Nlm P
m
l (cos θ) eimϕ,

Pm
l 为伴随 Legendre 函数, Nlm 为归一常数. 由 L̂z = −iℏ ∂ϕ 立得 Ylm 对 ϕ 的依赖;
对 θ 的依赖由 L̂2 的本征方程确定. 平面波在球面波下展开 (Rayleigh 展开) 是散射与
量子场论的基本工具, 本讲从略.

27.5 球谐函数的显式构造

本小节把 L̂2, L̂z 的本征函数 Ylm 显式构造出来, 并用阶梯算符给出递推. 这既验证了第
27.4 节谱定理的具体形式, 也是散射、角分布与原子物理计算的工具.

Thm. 75 球谐函数公式

对整数 l ≥ 0, m = −l, . . . , l, 归一化球谐函数为

Ylm(θ, ϕ) = (−1)m
√√√√2l + 1

4π
(l −m)!
(l +m)!

Pm
l (cos θ) eimϕ, (27.17)

其中 Pm
l 是伴随 Legendre 函数 Pm

l (x) = (−1)m

2ll! (1 − x2)m/2 dl+m

dxl+m (x2 − 1)l (m ≥ 0),
且 P−m

l = (−1)m (l−m)!
(l+m)!P

m
l . 它们满足正交归一

´
Y ∗
lm Yl′m′ dΩ = δll′δmm′ 与完备性∑

lm Ylm(r̂)Y ∗
lm(r̂′) = δ(2)(r̂ − r̂′).

Pf 用阶梯算符构造. 归一化的最高权态满足 L̂+ |l, l〉 = 0 与 L̂2 |l, l〉 = l(l + 1)ℏ2 |l, l〉;
在球坐标 L̂+ = ℏeiϕ(∂θ + i cot θ ∂ϕ), 方程 L̂+ |l, l〉 = 0 化为 Yll ∝ (sin θ)leilϕ; 归一化确定
系数 Yll = (−1)l

2ll!

√
(2l+1)!

4π (sin θ)leilϕ. 反复应用 L̂− = −ℏe−iϕ(∂θ − i cot θ ∂ϕ) (l −m 次) 并用
式(27.16) 的归一因子

√
(l +m)(l −m+ 1), 得式(27.17); m < 0 由 Yl,−m = (−1)mY ∗

lm 得.
正交性与完备性由第 23.5 节特征标/Peter–Weyl 的一般结论, 或直接由 Legendre 方程的
标准性质.
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Eg. 1 低阶球谐函数

前几个球谐函数为

Y00 = 1√
4π
, Y10 =

√
3

4π
cos θ, Y1,±1 = ∓

√
3

8π
sin θ e±iϕ,

Y20 =
√

5
16π

(3 cos2 θ − 1), Y2,±1 = ∓
√

15
8π

sin θ cos θ e±iϕ,

Y2,±2 =
√

15
32π

sin2 θ e±2iϕ.

验证: Y00 是常数 (各向同性); Y10 在 θ = π/2 处有一个节面 (奇宇称); Y20 在 cos θ =
±1/

√
3 处有两个节面. 一般地 Ylm 有 l 个 θ-节面, 宇称 (−1)l (第 24.3 节), 这对应

|Ylm|2 的角分布形状 (原子轨道 s, p, d).

注: 平面波的球面波展开

平面波按球面波展开 (Rayleigh 展开)

eik·r = 4π
∞∑
l=0

il jl(kr)
l∑

m=−l
Y ∗
lm(k̂)Ylm(r̂), (27.18)

其中 jl 是球 Bessel 函数. 它把平移对称 (平面波) 与转动对称 (球面波) 联系: 平面波
是 L2 按 ` 分解的生成泛函, 每一项对应一个角动量分波. 这是分波法散射理论与多
极展开的出发点.

27.6 角动量相加与 Clebsch--Gordan系数
当系统包含两个 (或多个)角动量源 –如轨道角动量 L̂与自旋 Ŝ,或两个粒子的自旋 –需
要把两个角动量的量子数合并为总角动量量子数. 这是第 23 节张量积表示 Dj1 ⊗ Dj2 的
约化问题, 其解由角动量相加规则给出.

Def. 4 总角动量

设 Ĵ1, Ĵ2 是两个对易的角动量矢量算符 (
[
Ĵ1, Ĵ2

]
= 0, 各自满足式(27.9)). 总角动量

定义为
Ĵ := Ĵ1 + Ĵ2. (27.19)

由式(27.9) 与对易性, Ĵ 自动满足角动量代数, 故第 4 节谱定理适用于 Ĵ : 好量子数为
(J,M).

Thm. 76 角动量相加规则

态空间约化为不可约表示直和:

Hj1 ⊗ Hj2 =
j1+j2⊕

j=|j1−j2|
Hj, Dj1 ⊗Dj2 =

⊕
j

Dj, (27.20)
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其中 j 按三角形规则 |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 取值, 且每个 Dj 恰好出现一次.

Pf 维数核对. 两侧维数相等, 由恒等式

(2j1 + 1)(2j2 + 1) =
j1+j2∑

j=|j1−j2|
(2j + 1) (27.21)

(右端是等差级数求和). 结构论证 (最高权). 在基 |j1,m1〉 |j2,m2〉 中, 态 |j1, j1〉 |j2, j2〉 满
足 Ĵz(·) = (j1 + j2)ℏ(·) 且被 Ĵ+ = Ĵ1+ + Ĵ2+ 消灭 (两个 Ĵi+ 都消灭各自的最高权分量),
故它是最高权 j = j1 + j2 的基, 张成一个 Dj1+j2 . 从 Hj1 ⊗ Hj2 中减去该子模, 在正交补
中取 Ĵz 最大者: 它是 |j1, j1 − 1〉 |j2, j2〉 与 |j1, j1〉 |j2, j2 − 1〉 的适当组合, 对应的最高权
为 j1 + j2 − 1, 又张成一个 Dj1+j2−1. 如此迭代, 直到最高权降到 |j1 − j2| (此时总 Ĵz 的最
大值无法再降), 恰好把维数(27.21) 逐项耗尽, 每个 j 出现一次.

Def. 5 Clebsch–Gordan 系数

在基 |j1,m1〉 |j2,m2〉 与约化基 |j,m〉 之间作正交基变换

|j,m〉 =
∑

m1,m2

〈j1,m1; j2,m2|j,m〉 |j1,m1〉 |j2,m2〉 , (27.22)

系数 〈j1,m1; j2,m2|j,m〉 称为 Clebsch–Gordan (CG) 系数. 由 Ĵz 本征值匹配, 只有
m1 +m2 = m 的项非零; 由式(27.20), 每个 (j,m) 的表示唯一 (到相位).

Prop. 1 CG 系数的递推

CG 系数满足归一与正交性, 并由阶梯算符递推完全确定. 升递推 (Ĵ+):√
(j −m)(j +m+ 1) 〈j1,m1; j2,m2|j,m+ 1〉

=
√

(j1 −m1)(j1 +m1 + 1) 〈j1,m1 + 1; j2,m2|j,m〉

+
√

(j2 −m2)(j2 +m2 + 1) 〈j1,m1; j2,m2 + 1|j,m〉 .

(27.23)

降递推由 Ĵ− 同理; 两类递推从最高权态 |j1, j1〉 |j2, j2〉 出发, 依次定出全部系数 (归一
化固定整体相位).

Pf 把 Ĵ+ |j,m〉 用式(27.22) 展开并写 Ĵ+ = Ĵ1+ + Ĵ2+. 由式(27.16), 矩阵元

〈j,m+ 1|Ĵ+|j,m〉 = ℏ
√

(j −m)(j +m+ 1),

因子分量同理. 比较展开式两侧 |j1,m1 + 1〉 |j2,m2〉 与 |j1,m1〉 |j2,m2 + 1〉 的系数即得
式(27.23).

Eg. 2 1
2 ⊗ 1

2 = 1 ⊕ 0

两个自旋 1
2 相加 (j1 = j2 = 1

2). 三角形规则给出 j = 1, 0. 三重态 (J = 1) 与单重态
(J = 0) 的态为

|1, 1〉 =
∣∣∣12 , 1

2

〉 ∣∣∣12 , 1
2

〉
,
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|1, 0〉 = 1√
2

(∣∣∣12 , 1
2

〉 ∣∣∣12 ,−1
2

〉
+
∣∣∣12 ,−1

2

〉 ∣∣∣12 , 1
2

〉)
,

|1,−1〉 =
∣∣∣12 ,−1

2

〉 ∣∣∣12 ,−1
2

〉
,

|0, 0〉 = 1√
2

(∣∣∣12 , 1
2

〉 ∣∣∣12 ,−1
2

〉
−
∣∣∣12 ,−1

2

〉 ∣∣∣12 , 1
2

〉)
.

递推验证: Ĵ− |1, 1〉 =
√

2ℏ |1, 0〉, 由 Ĵ−(|↑〉 |↑〉) = ℏ(|↓〉 |↑〉 + |↑〉 |↓〉) 即得 |1, 0〉; |0, 0〉
取与之正交的组合. 这正是第 24.4 节全同粒子例子的单重态/三重态: 对称三重态对
应 J = 1, 反对称单重态对应 J = 0, 对称性 (置换) 与表示论 (角动量相加) 在这里合
流.

Eg. 3 自旋轨道耦合

单电子的总角动量 Ĵ = L̂+Ŝ, j = l± 1
2 (对 l 6= 0). 精细结构哈密顿量 Ĥso = ξ(r) L̂·Ŝ

(第 33 节 Thomas 因子给出系数) 对总角动量是标量, 故 Ĥso 在固定的 j 多重态内对
角: 由 L̂ · Ŝ = 1

2(Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2), 在 |n, l, s; j,m〉 上取值

〈
L̂ · Ŝ

〉
= ℏ2

2

(
j(j + 1) − l(l + 1) − s(s+ 1)

)
,

给出 j = l + 1
2 与 j = l − 1

2 两个能级的分裂. 这是角动量相加规则直接用于物理的例
子: 无需解径向方程, 仅由对称性 (Ĵ 的 Casimir 组合) 即得能级分裂的代数结构.

27.7 转动不变性与角动量守恒

Thm. 77 转动不变性等价于角动量守恒

设 Ĥ 不显含时间. 则以下三条等价:
1. 转动不变性:

[
R̂(θ), Ĥ

]
= 0 对一切 θ;

2.
[
Ĵ , Ĥ

]
= 0 (且

[
Ĵ2, Ĥ

]
= 0,

[
Ĵz, Ĥ

]
= 0 亦真);

3. 角动量守恒:对任意态, d
dt

〈
Ĵ
〉

= 0.

特别地, 转动不变系统的能级可按 |j,m〉 分类: 存在同时为 Ĥ, Ĵ2, Ĵz 本征态的矢量,
E = E(n, j) 不依赖 m, 从而每个能级至少 2j + 1 重简并.

Pf 等价性的论证与平移情形逐字相同 (式(27.7) 的无穷小展开与 Heisenberg 方程), 只
需把 p̂ 换成 Ĵ . 简并论断: 由

[
Ĵ , Ĥ

]
= 0 得 [Ĵ2, Ĥ] = 0 (因 Ĵ2 是 Ĵi 的多项式), 取同时

本征矢 |n, j,m〉 满足 Ĥ |n, j,m〉 = En |n, j,m〉. 再由
[
Ĵ±, Ĥ

]
= 0, Ĵ± |n, j,m〉 仍是 Ĥ 的

本征矢 (本征值 En), 故同一 En 的 m = −j, . . . , j 各态共享能级: 至少 2j+ 1重简并.

空间转动对称性 角动量 Ĵ (生成元) 角动量守恒
Noether [Ĵ , Ĥ] = 0

图 10: 转动对称性到角动量守恒的 Noether 链条 (第 27, 29 节); 与图 8 平行.
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注: 为什么转动比平移” 给出更多”

平移群阿贝尔, 其守恒量 p̂ 三个分量可同时确定; 转动群非阿贝尔, Ĵx, Ĵy, Ĵz 不能同
时确定, 只能同时确定 Ĵ2 与一个分量 Ĵz (约定取 z 轴). 因而转动对称系统的守恒量
子数是 (j,m) 而不是三个实数; j 决定多重态的大小 2j + 1, m 在其中标记能级. 这正
是” 好量子数由不可约表示标记” 的实例: j 标记 SO(3) 的不可约表示 Dj, m 标记表
示内的行. 旋转对称性越好, 简并度越高.

27.8 空间量子化与例子

注: 矢量模型 (空间量子化)

对固定的 j,m, 经典对应是把角动量矢量设想为绕 z 轴进动的锥面上: Ĵ 的模平方为

ℏ2j(j+1), z 分量为 mℏ,因而锥的半顶角 α满足 cosα = m/
√
j(j + 1). 由于 Ĵx, Ĵy 与

Ĵz 不对易, 它们不能同时确定, 唯一可说的是矢量位于锥面上. 图 11 画出这一图景.

z

Ĵ
Ĵz = mℏ

α

∣∣∣Ĵ ∣∣∣ = ℏ
√
j(j + 1)

图 11: 矢量模型: 对固定 j,m, 角动量矢量位于以 z 轴为轴、半顶角 α =
arccos

(
m/

√
j(j + 1)

)
的锥面上 (虚线为锥面与进动圆); Ĵx, Ĵy 不可同时确定 (空间量子

化).

Eg. 4 中心势场

Ĥ = p̂2

2m + V̂ (r), r = |x̂|. 势只依赖半径, 是转动标量, 故 [R̂(θ), Ĥ] = 0: 全转动不变,
角动量严格守恒. 由定理, 取 |n, l,m〉 使 Ĥ, L̂2, L̂z 同时对角化, L̂2 本征值 ℏ2l(l + 1),
L̂z 本征值 mℏ, m = −l, . . . , l; 每个能级 2l + 1 重简并. 式(27.13) 把径向与角向分离:
令 ψnlm = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ), 径向方程只含 l 通过离心势 ℏ2l(l+1)

2mr2 . 简并度 2l + 1 直接来
自转动不变性, 不依赖势的具体形式.
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Eg. 5 两体中心势与氢原子

第 26节例 3的两体问题约化到相对坐标后, Ĥ = p̂2

2µ + V̂ (r)是中心势,角动量 L̂ (相对
运动)守恒. 氢原子取 V̂ = −e2/r: 能级 En ∝ −1/n2, 简并度为 ∑n−1

l=0 (2l+ 1) = n2. 其
中的 l 简并 (2l+ 1)是转动不变性的结果, 而不同 l 的简并 (同一 n下 l 取 0到 n− 1)
超出了转动对称性, 来自 Coulomb 势特有的隐藏对称性 (第 29 节将提及 Runge–Lenz
矢量与 SO(4)).

Eg. 6 轴对称系统

设 Ĥ 只保留对 z 轴的转动不变性 (例如轴向均匀磁场中的带电粒子, 或轴对称分子的
转动):

[
R̂(θẑ), Ĥ

]
= 0 对一切 θ, 但对绕 x 或 y 轴的转动不成立. 则只有 Ĵz 守恒: m

是好量子数, Ĵ2 与 j 不是. 能级仅按 m 简并 (一般一维或两重, 由 m 与 −m 的对称
性决定). 这显示对称性群越大, 守恒量子数越多、简并越高; 破缺到子群则保留相应
的量子数.

Eg. 7 自旋与转动 2π 的相位

电子态由 |s,ms〉 =
∣∣∣12 ,±1

2

〉
描述 (内禀角动量 Ŝ = ℏ

2τ ). 由 D1/2, 转动 θ 的矩阵为

e−iθn·τ/2, 它在 θ = 2π 时等于 −I: 电子绕任轴转一整圈, 态矢量改变符号 (但物理态
不变, 因为相位整体不可观测). 这一 −1 相位是半整数自旋的 SU(2) 标记, 也是干涉
实验中可观测效应 (中子干涉仪, Berry 相位) 的根源. 末态需转 4π 才回到原符号.

27.9 Berry相位与几何相位 (选读)
上面 −1 相位的物理解释在含时过程中变得可观测: 自旋在缓慢转动 (绝热) 的外场中经
历一圈后,态不仅获得动力学相位,还获得一个只依赖路径几何的相位——Berry相位. 它
把连续对称性的 SU(2) 结构直接投射为实验可测效应.

注: 绝热定理与几何相位的背景

设哈密顿量 Ĥ(R(t)) 依赖慢变参数 R(t) (如外磁场方向). 若 R 变化足够缓, 系统保
持在瞬时本征态 |n(R(t))〉 上 (绝热定理): 只要初态是 |n(R(0))〉 且能级不交叉, 末态
仍属同一瞬时本征空间的 (整体相位内). 经历闭合路径 C (即 R(T ) = R(0)) 后, 态获
得的总相位是动力学相位与一个纯几何相位之积.

Def. 6 Berry 相位

设 |n(R)〉 是 Ĥ(R) 的本征态 (光滑, 〈n|n〉 = 1). 定义 Berry 联络 (实一形式)

An(R) := i 〈n(R)|∇R n(R)〉 , (27.24)

及沿闭合路径 C 的 Berry 相位

γn(C) :=
˛

C
An · dR. (27.25)
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绝热演化的末态相位为 |n(T )〉 = eiγn e− i
ℏ
´ T

0 En(t)dt |n(0)〉: 第一个因子 (Berry 相位) 只
依赖路径 C 的几何, 与演化速度、能量无关; 第二个是通常的动力学相位.

Thm. 78 Berry 相位是规范不变的几何量

1. 在相位重定标 |n(R)〉 → eiα(R) |n(R)〉 下, An → An − ∇Rα, 而 γn(C) 不变 (闭曲
线积分的规范不变性);

2. 若 C 围成曲面 S, 由 Stokes 定理

γn(C) =
ˆ

S
Ωn · dS, Ωn := ∇R × An, (27.26)

其中 Ωn 是 Berry 曲率 (规范不变).

Pf (1) 直接代入: 记 |n′〉 = eiα |n〉, 则 ∇ |n′〉 = eiα∇ |n〉 + i(∇α)eiα |n〉, 于是 〈n′|∇n′〉 =
〈n|∇n〉 + i∇α, 故 A′

n = i〈n′|∇n′〉 = An − ∇α; 对闭曲线积分为零. (2) Stokes 定理.

Eg. 8 自旋 1
2 在旋转磁场中: 立体角

取 Ĥ(B) = −µσ · B, 外场方向 B̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) 缓慢扫过闭合路径.
自旋向上的瞬时本征态取

|n+〉 =

 cos θ
2

eiϕ sin θ
2

 ,
则 〈n+|∂θn+〉 = 0 而 〈n+|∂ϕn+〉 = i sin2 θ

2 , 故 A+ =
(
0, 0,− sin2 θ

2

)
(仅 ϕ 分量). 对沿

纬线 θ = const 的闭合路径,

γ+ =
˛
Aϕdϕ = −2π sin2 θ

2
= −1

2
2π(1 − cos θ)︸ ︷︷ ︸

Ω

, (27.27)

其中 Ω 是路径在单位球上围成的立体角. 对自旋 j 推广为 γ = −jΩ. 特别地, 当 C 围
住半球 (Ω = 2π), γ = −π, eiγ = −1: 这正是上一小节绕 2π 的 −1 相位, 现在有了几
何意义——半整数自旋绕圈时获得的 Berry 相位等于 −j 乘立体角.

注: 规范结构, 磁单极与 Aharonov–Bohm 效应

Berry 相位把 U(1) 规范结构 (第 29.6 节) 几何化: 参数空间上的 Berry 曲率 Ωn 恰似
一个磁场的场强. 对自旋 1

2 , Ω+ 在 θ → π 处 (参数空间原点附近) 的奇异性对应一个
强度 1

2 的磁单极, 其通量
¸

Ω · dS = −2π 正是 Dirac 量子化条件对单极电荷 1/2 的
版本 (在二值波函数空间 SU(2) 覆盖下允许半整数单极). 更一般地, Aharonov–Bohm
效应是规范场沿闭合路径的 Berry 相位; 分子物理中的锥形交叉、凝聚态中的几何相
(整数量子 Hall 效应) 都是它的表现. 这一小节是本书主题的缩影: 连续对称性的全局
结构 (SU(2) → SO(3) 覆盖, 单值性) 以规范联络的形式直接进入物理相位.
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27.10 时间演化算符
三种连续的时空对称性中, 时间平移最为特殊: 空间平移与空间转动是运动学对称性, 它
们联系不同时刻同一系统的不同状态; 而时间平移正是动力学本身 – 系统在时间中演化.
与 §26, §27 不同, 我们不再” 外设” 一个幺正算符并问它是否与 Ĥ 对易, 而是从动力学出
发: 时间演化本身构成一个强连续单参幺正群, 其生成元 (自伴) 就是哈密顿量.

Thm. 79 时间演化与 Schrödinger 方程

设 Ĥ 是不显含时间的自伴算符. 则

Û(t) := e− i
ℏ Ĥt, t ∈ R, (27.28)

是强连续单参幺正群: Û(s + t) = Û(s)Û(t), Û(0) = Î, Û(t)† = Û(−t). 态矢量
|ψ(t)〉 = Û(t) |ψ(0)〉 满足 Schrödinger 方程

iℏ d
dt

|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉 , (27.29)

且范数守恒 ‖|ψ(t)〉‖ = ‖|ψ(0)〉‖ (概率守恒).

Pf 群律与酉性由式(27.28)的直接代数 (指数加法)得出; 强连续性与式(27.29)由 Stone
定理 (第 25 节) 及其推论得出. 范数守恒即 〈ψ(t)|ψ(t)〉 =

〈
ψ(0)

∣∣∣Û(t)†Û(t)
〉
ψ(0) =

‖|ψ(0)〉‖2.

注: 时间平移群的不可约表示与能量

时间平移群 (R,+) 阿贝尔, 其不可约表示是单维特征 t 7→ e−iEt/ℏ, 由能量 E ∈ R 标
号 (与 §26 的动量标签 p 平行). 能量本征态 (定态) Ĥ |E〉 = E |E〉 演化只改变相位:
|E(t)〉 = e−iEt/ℏ |E〉; 一切可观测量在定态下的期望值不随时间改变. 因而能量 E 是
时间平移对称性下的好量子数, 与动量、角动量在同一框架内. 时间平移群与空间平
移群的不可约表示并在一起 (第 32 节将看到是 Poincaré 群表示的基础) 给出了自由
粒子的全部量子数.

选读: 含时哈密顿量与 Dyson 级数

若 Ĥ = Ĥ(t) 显含时间, 式(27.28) 不再成立, 时间演化由传播子 Û(t, t0) 描述:
Û(t0, t0) = Î, iℏ ∂tÛ(t, t0) = Ĥ(t)Û(t, t0). 它不再构成单参群, 只满足链律 Û(t, t0) =
Û(t, t1)Û(t1, t0). 形式解 (Dyson 级数)

Û(t, t0) = T exp
(

− i
ℏ

ˆ t

t0

Ĥ(t′) dt′
)

=
∞∑
n=0

(
− i
ℏ

)n ˆ t

t0

dt1
ˆ t1

t0

dt2 · · ·
ˆ tn−1

t0

dtn Ĥ(t1)Ĥ(t2) · · · Ĥ(tn),

其中 T 为时序乘积 (第二行是时序展开的嵌套积分形式). 含时 Ĥ 意味着时间平移对
称性缺失, 能量不守恒 (见下), 但有周期性的 Ĥ(t + T ) = Ĥ(t) 保留离散时间平移对
称性, 对应 Floquet 理论.
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27.11 时间平移不变性与能量守恒

Thm. 80 时间平移不变性等价于能量守恒

设 Ĥ 生成时间演化, 且 (对含时情形) Ĥ(t) 满足 Ĥ(t+ t0) = Ĥ(t) 对一切 t0. 则
1. 时间平移不变性 (Ĥ 不显含时间) 等价于能量守恒:

d
dt
〈
Ĥ
〉

= 0 ⇐⇒ ∂Ĥ

∂t
= 0; (27.30)

2. 能量守恒的微观表述: 若 ∂Ĥ/∂t = 0, 则对任意定态 Ĥ |E〉 = E |E〉, 能量取确定
值且不随时间改变.

Pf (a) 由 Heisenberg 方程(26.15) 取 Â = Ĥ: d
dt

〈
Ĥ
〉

= i
ℏ

〈[
Ĥ, Ĥ

]〉
+
〈
∂Ĥ/∂t

〉
=〈

∂Ĥ/∂t
〉
, 故期望值守恒当且仅当 Ĥ 不显含时间. (b) 对定态, Ĥ 的作用只是乘 E,

式(27.29) 立即给出 |E(t)〉 = e−iEt/ℏ |E〉.
这里的守恒量 (能量) 同时是对称性 (时间平移) 的生成元 – 与动量是平移生成元、角动
量是转动生成元完全平行. 三种对称性的统一表述见下节.

27.12 例子

Eg. 9 保守系统

不显含时间且与外力无关的孤立系统 Ĥ = T̂ + V̂ 不显含时间, 能量恒守恒. 定态分解
给出系统的稳定结构: |ψ(0)〉 = ∑

n cn |En〉 演化为 |ψ(t)〉 = ∑
n cne−iEnt/ℏ |En〉, 各能量

分量只获得相位; 可观测量期望值中的交叉项以 Bohr 频率 ωnm = (En −Em)/ℏ 振荡.
能量本征值的离散性 (Ĥ 下半有界且谱纯离散时) 由束缚态的谱性质给出, 与群论无
直接关系.

x

E

V = 1
2mω

2x2

E0

E1

E2

E3

E4
En = (n+ 1

2 )ℏω
等距谱

图 12: 谐振子势 V = 1
2mω

2x2 与等距能级 En = (n + 1
2)ℏω: 时间平移对称性保证能量

守恒, 而谱的等距性来自 su(2) 阶梯结构 (第 29 节谐振子的 U(3) 对称性). 基态波函数
(Gaussian) 在最低能级上示意 (虚线框为位形空间).

Eg. 10 周期驱动与 Floquet 准能量

Ĥ(t + T ) = Ĥ(t) 的周期系统保留离散时间平移对称性 Û(t + T, t) = Û(t + T, t0 + T )
(平移一个周期后动力学不变). 类似 Bloch 定理, 演化一个周期后回到同一状态乘一
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个相位: Û(t+ T, t) |ψε(t)〉 = e−iεT/ℏ |ψε(t)〉, 其中 ε 称为准能量 (Floquet 指数), 与 §26
的准动量 k 平行: 离散的时间平移对称性给出守恒量子数 ε mod 2πℏ/T . 这再次说
明” 对称性群 (哪怕只是离散子群) 决定守恒量子数”.

Eg. 11 能量不守恒的物理来源

含时外场 (如随时间开关的势垒、腔中的光场) 使 ∂Ĥ/∂t 6= 0, 能量不守恒, 系统的能
量可随时间被外部环境注入或取出. 这正说明能量守恒是时间平移不变性的推论, 而
非普遍事实; 一旦系统与环境之间有能量交换, 时间平移不变性就整体缺失.
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28
量子Noether定理与守恒量的统一

28.1 量子Noether定理

把 §26–§28 三个具体情形统一为一般原理. 设动力学由 Ĥ(t) 生成; 一个连续对称性群 G
在 Hilbert 空间上实现为幺正算符 Û(g) (射影表示的情形只需修正相位, 结论不变).

Thm. 81 量子 Noether 定理

设 G 是连续对称性群, gt 是 G 中过单位元的单参子群, 生成元为自伴算符 Â (即
Û(gt) = e−itÂ). 则以下等价:

1. G 是动力学的对称群: Û(g) Ĥ(t) Û(g)† = Ĥ(t) 对一切 g ∈ G 与一切 t (等价的无
穷小形式:

[
Â, Ĥ(t)

]
= 0 对一切 t);

2. Â 是守恒量: d
dt

〈
Â
〉

= 0 对一切态成立.
换言之, 连续对称性的生成元正是守恒量, 且守恒量必然生成一个动力学对称群.

Pf 单参子群 gt 的无穷小条件: 对式 (i) 关于 t 在 t = 0 求导 (恒等式两侧都对 gt 求

导), 得
[
Â, Ĥ

]
= 0. 反之若

[
Â, Ĥ

]
= 0, 则 Û(gt)ĤÛ(gt)† = Ĥ + t

[
−iÂ, Ĥ

]
+ O(t2) = Ĥ,

且逐阶都成立 (或由 eitÂĤe−itÂ = Ĥ + ∑
n t

n adn(Ĥ)/n! 与 ad(Ĥ) =
[
Â, Ĥ

]
= 0 立得).

等价性 (i)⇔(ii) 由 Heisenberg 方程(26.15): d
dt

〈
Â
〉

= i
ℏ

〈[
Ĥ, Â

]〉
, 对一切态为零当且仅当[

Â, Ĥ
]

= 0.

注: 与经典 Noether 定理的对应

经典力学中, 连续对称性 (由相空间上的 Hamilton 矢量场生成) 经 Noether 定理给出
守恒量;量子力学中该定理”自动”成立: 对称性以幺正算符实现,生成元自伴,守恒律
归结为对易关系

[
Â, Ĥ

]
= 0. 两种情形的对应表: 时空平移与转动是普适对称性 (任

何孤立系统都具有),因而能量、动量、角动量是普适守恒量; 其他内部对称性 (如同位
旋 SU(2), 强相互作用的近似对称) 只在相应的相互作用下守恒. 量子情形还多一层:
若 Â 守恒, 则它的谱分解给出不变子空间, 各子空间内的时间演化互不混淆 – 守恒量
把态空间按好量子数分块, 这是下一小节的主题.

28.2 三大连续对称性的统一
三类对称性的群论根源分别是时间平移群 R, 空间平移群 T (3), 转动群 SO(3) (或射影意
义下 SU(2)). 它们共同构成 Galilei 群 (或相对论情形的 Poincaré 群) 的连通部分; 第 32
节将把这些生成元并入 Poincaré 代数的统一框架. 对每个连续对称群 G, 其对应的守恒
生成元集合构成 g 的一个表示, 对易关系

[
Âi, Âj

]
= iℏ c kijÂk 由 G 的结构常数决定 (第

19, 21 节): 非阿贝尔对称群的守恒量彼此不对易, 因而不能同时取确定值.
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Table 1: 量子力学中三大连续对称性与守恒律的统一
连续对称性 生成元 守恒量 对应物理定律

时间平移 t → t+ t0 Ĥ 能量 E 能量守恒

空间平移 x → x + a p̂ 动量 p 惯性定律

空间转动 x → Rθ x Ĵ 角动量 J 开普勒面积定律

Eg. 1 由非阿贝尔性推出的不可同时确定性

转动群的守恒量 Ĵx, Ĵy, Ĵz 满足
[
Ĵi, Ĵj

]
= iℏεijkĴk (第 27节),故三者不能同时确定;只

能同时确定 Ĵ2 与 Ĵz. 相对地, 平移群的守恒量 p̂x, p̂y, p̂z 彼此对易 (阿贝尔群), 三个
分量可同时确定. 这正是 §27 ” 转动比平移给出更多结构” 的群论根源: 对称群的代
数结构直接决定守恒量子数的取舍方式.

28.3 守恒量与好量子数

Thm. 82 守恒量分块态空间

设 Â1, . . . , Âr 是两两对易的守恒量 (包括可能存在的 Casimir 元), 则它们与 Ĥ 可同
时对角化: 存在公共本征矢 |a, n〉, 其中 a = (a1, . . . , ar) 标号公共本征值 (好量子数),
n 标号同一 a 内的剩余简并. 时间演化不改变 a: Û(t) |a, n〉 = ∑

n′ |a, n′〉 cn′n(t) 只在
同一 a 块内混合.

Pf 由
[
Âi, Ĥ

]
= 0 与

[
Âi, Âj

]
= 0, 自伴算符族 {Ĥ, Â1, . . . , Âr} 两两对易, 由谱定理的

标准结论 (可数个对易自伴算符的联合谱) 存在公共本征矢; 演化算符 Û(t) = e−iĤt/ℏ 与
每个 Âi 对易, 保持 a 本征子空间不变.

注: 好量子数的表示论意义

由对称群 G 的守恒生成元确定的好量子数, 正是 G 的不可约表示标签: a 的连续部
分标号连续族 (如平移群的动量 p), 离散部分标号离散族 (如 SO(3) 的 j); n 则标号
同一不可约表示内的基矢 (如 m). 当 Ĥ 与 G 对易时, 每个不可约表示 D 整体成为
Ĥ 的不变子空间, 简并度恰为 dimD. 因此” 好量子数” 不是一个经验概念, 而是表示
论的结构结论: 不可约表示 = 能级多重态.

Eg. 2 中心势的完整量子数

转动对称的中心势 (第 27 节例 1) 中, 守恒生成元为 L̂, 两两对易的守恒量取
{Ĥ, L̂2, L̂z}: 好量子数 (n, l,m), 公共本征矢 |n, l,m〉. 表示论结论: l 标号 SO(3) 的不
可约表示 Dl (维数 2l + 1), 故每个 (n, l) 能级 2l + 1 重简并. 这里 l 的取值 0, 1, 2, . . .
与 L̂2 的本征值 ℏ2l(l + 1) 一一对应, 正是第 27 节阶梯算符结论的表示论重述.
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Eg. 3 氢原子与隐藏对称性

氢原子 (Coulomb 势) 的简并度 n2 高于纯转动对称性给出的 2l + 1: 同 n 下不同 l
也简并. 这超出 SO(3), 来自 Coulomb 势特有的隐藏对称性: 经典 Runge–Lenz 矢量
M̂ = 1

2µ(p̂ × L̂ − L̂ × p̂) − e2x̂
r
守恒, 与 L̂ 一起生成 SO(4) 的对称代数; 束缚态能级

按 SO(4) 的不可约表示组织, 给出 n2 简并. 这显示” 能级简并度 = 对称群不可约表
示维数” 的准则反过来可用于发现隐藏对称性: 观察到高于直觉的简并, 就应寻找更
大的对称群.

Eg. 4 各向同性谐振子

三维各向同性谐振子 Ĥ = p̂2

2m + 1
2mω

2x̂2 除转动对称外还有 U(3)对称: 湮灭与产生算
符 âi, â

†
i (i = 1, 2, 3) 满足

[
âi, â

†
j

]
= δij, 二次型 Ĉij = â†

i âj 生成 u(3) 并全部与 Ĥ 对

易. 第 N 个激发壳层由 N = ∑
i â

†
i âi 标号, 简并度 (N+1)(N+2)

2 正是 U(3) 表示 [N, 0, 0]
的维数 (对称张量表示). 这是谐振子壳层结构 (核物理, 量子点) 的群论根源.

28.4 选择定则与Wigner--Eckart定理
不同好量子数块之间的矩阵元为零 (第 29.3 节); 在同一块内, 转动对称性仍对矩阵元的
结构施加约束. 本小节给出这一结构的完整形式: 不可约张量算符与 Wigner–Eckart 定
理.

Def. 1 不可约张量算符

分量 T (k)
q (q = −k, . . . , k) 称为 k 阶不可约张量算符, 若它们在转动下按 Dk 变换:

R̂(θ)T (k)
q R̂(θ)−1 =

∑
q′
Dk
q′q(θ)T (k)

q′ , (28.1)

等价地, 对无穷小转动,[
Ĵz, T

(k)
q

]
= ℏq T (k)

q ,
[
Ĵ±, T

(k)
q

]
= ℏ

√
k(k + 1) − q(q ± 1)T (k)

q±1. (28.2)

标量算符是 k = 0 情形; 矢量算符是 k = 1 情形 (其分量 T
(1)
±1 = ∓(Ax ± iAy)/

√
2,

T
(1)
0 = Az 对应式(27.11) 的阶梯形式).

Thm. 83 Wigner–Eckart 定理

设 T (k)
q 是不可约张量算符, |α, j,m〉, |α′, j′,m′〉 是角动量本征态 (α 标号其余量子数).

则

〈α′, j′,m′|T (k)
q |α, j,m〉 = 〈j,m; k, q|j′,m′〉√

2j′ + 1
〈α′, j′ ‖T (k) ‖α, j〉, (28.3)

其中 〈j,m; k, q|j′,m′〉 是 Clebsch–Gordan 系数 (第 27.5 节), 约化矩阵元
〈α′, j′ ‖T (k) ‖α, j〉 与 m,m′, q 无关.

Pf 思想: 由于 |α, j,m〉 按 Dj 变换, T (k)
q 按 Dk 变换, 组合 T (k)

q |α, j,m〉 按 Dk ⊗Dj 变
换; 由角动量相加(27.20), 它在 |α, j′,m′〉 (j′ 满足三角形规则) 上的投影由 CG 系数给出,
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且与 m 无关的系数 (约化矩阵元) 编码全部动力学. 严格论证: 对 〈α′, j′,m′|T (k)
q |α, j,m〉

用式(28.2) 与 Ĵ± 的伴随作用 (把 Ĵ+ 作用到 |α, j,m〉 或 〈α′, j′,m′|), 得到与式(27.23) 同
构的递推, 故矩阵元必与 CG 系数成正比; 比例因子取为 〈α′, j′ ‖T (k) ‖α, j〉/

√
2j′ + 1 (归

一化约定).

Cor. 1 选择定则

由 CG 系数的非零条件 (三角形规则与 m 匹配), T (k)
q 的非零矩阵元只可能满足

m′ = m+ q, |j − k| ≤ j′ ≤ j + k. (28.4)

特别地, 偶极 (k = 1) 情形: ∆m = 0,±1, ∆j = 0,±1 (但 j = j′ = 0 的 0 → 0 跃迁被
偶极矩阵元的对称性禁止).

Eg. 5 电偶极跃迁

原子电偶极算符 d̂ = −er̂ 是 k = 1 张量算符. 对 |n, l,m〉, 角向积分´
Y ∗
l′m′ Y1q Ylm dΩ ∝ 〈l,m; 1, q|l′,m′〉 由三个球谐函数的积分公式给出 (与式(27.17) 一

致), 于是选择定则 ∆l = ±1, ∆m = 0,±1 自动成立. 约化矩阵元 ∝
´∞

0 R∗
n′l′ r Rnl r

2dr
由径向波函数计算; 群论给出矩阵元为零与非零的结构, 数值由动力学定. 这是光谱学
(Lyman, Balmer 系) 的群论基础.

注: 与经典 Noether 定理的衔接

量子 Noether 定理 (本节) 与经典 Noether 定理 (辛几何) 通过 Ehrenfest 定理衔接:
期望值按经典力学演化 (第 26 节例 2). 在 ℏ → 0 极限, 量子守恒律退化为经典守恒
律, 而守恒生成元 (能量, 动量, 角动量) 的经典对应正是相应的经典可观测量. 这给出
了从量子到经典的连续过渡: 对称性 → 生成元 → 守恒量 → 运动常数. 本讲第 31,
32 节将看到同一原理在相对论情形的推广 (Lorentz 与 Poincaré 代数).

28.5 经典Noether定理 (辛几何)与对应原理
为看清量子 Noether 定理的经典根源, 我们给出经典力学的对应版本. 经典相空间是辛流
形, 连续对称性由 Hamilton 矢量场描述, 守恒量由 Poisson 括号判定.

Def. 2 辛流形与 Poisson 括号

相空间是辛流形 (M,ω) (ω 为闭非退化 2-形式). 对函数 f ∈ C∞(M), 由 iXf
ω = df

定义 Hamilton 矢量场 Xf ; Poisson 括号为

{f, g} := ω(Xf , Xg) = −Xfg, (28.5)

它满足反对称、Leibniz 与 Jacobi 恒等式 (由 dω = 0): M 上的函数构成 Lie 代数
(C∞(M), {·, ·}), 与第 11 节 Lie 代数同构于切空间的情形平行.
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Thm. 84 经典 Noether 定理

设 X̂H 是哈密顿量 H 的流 (Hamilton 流), Q ∈ C∞(M). 则下列等价:
1. XQ 生成 H 的对称性: LXQ

H = 0 (即 Q 的流沿 H 的等值面);
2. {Q,H} = 0 (与哈密顿量对易);
3. Q 是运动常数: 沿 Hamilton 流 Q(Φt(x)) = Q(x).
因此经典连续对称性的生成元 (在 Poisson 括号意义下) 正是守恒量. 对 Lagrange 系
统, 同一结论化为: 作用量在连续单参对称群下不变 ⇒ 存在守恒的 Noether 荷 (含场
论情形的守恒流 ∂µj

µ = 0).

Pf (1)⇔(2): LXQ
H = XQH = {Q,H} (由式(28.5) 及 ω 的保流性). (2)⇔(3): Q 沿

Hamilton 流的变化率是 d
dtQ(Φt(x)) = XHQ = {H,Q} = −{Q,H}, 恒为零当且仅当

{Q,H} = 0. 场论版本 (Noether 第一定理): 若 L(φ, ∂φ) 在单参 Lie 群作用下不变, 则
jµ = ∂L

∂(∂µφ)δφ− (若含规范修正项) 满足 ∂µj
µ = 0; 空间积分给守恒荷.

注: 对应原理与量子化

量子化把经典 Poisson 括号换成对易子: {·, ·} → 1
iℏ [·, ·] (Dirac 对应原理). 于是经典

{Q,H} = 0 的守恒判据正好对应量子
[
Q̂, Ĥ

]
= 0 (第 29.1 节定理). 下表把两种语言

并列:

对称性 生成元 (经典) 守恒量 (量子) 判据

空间平移 p p̂ {pi, H} = 0 ↔
[
p̂i, Ĥ

]
= 0

空间转动 J Ĵ {Ji, H} = 0 ↔
[
Ĵi, Ĥ

]
= 0

时间平移 H Ĥ {H,H} = 0 ↔ ∂tĤ = 0
U(1) 相位 Q Q̂ {Q,H} = 0 ↔

[
Q̂, Ĥ

]
= 0

量子 Noether 定理因此是经典定理的” 自动” 版本: 不需要像经典情形那样先验证作
用量不变,而只要求存在单参幺正群与其生成元 (Stone定理),生成元自伴性保证了守
恒律的良定义.

28.6 规范对称性 U(1)与电荷守恒
前几节的对称性都是时空的 (平移、转动、时间平移). 量子力学还允许一类全新的连续对
称性: 波函数的整体相位旋转不改变物理. 它由单参酉群 U(1) 描述, 其生成元给出守恒
电荷——这是电磁相互作用与规范理论的群论根源.

Thm. 85 整体相位对称性与电荷守恒

设系统有 U(1) 对称性: 存在单参幺正群 Û(α) = e−iαQ̂ (α ∈ R), 使
[
Û(α), Ĥ

]
= 0 对

一切 α. 则
1. Q̂ 是守恒可观测量 (Noether 定理): d

dt

〈
Q̂
〉

= 0;

2. Q̂ 的谱是分立的: Q̂ |q〉 = q |q〉, q ∈ Z (电荷量子化);
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3. Q̂ 的加法性: 对 N 个互不作用的子系统, Q̂ = ∑
i Q̂i (因张量积表示的生成元相

加), 因而总电荷是各子系统电荷之和.

Pf (1) 与定理 81 完全相同: Q̂ 是单参群 Û(α) 的生成元 (Stone 定理), 对称性即[
Q̂, Ĥ

]
= 0, 由 Heisenberg 方程得 d

dt

〈
Q̂
〉

= 0. (2) Q̂ 的自伴性与 Û(α) 的周期性
(Û(2π) = Î) 迫使谱由整数给出: 对 Û(α) 的本征矢量, e−iαq 是 2π 周期函数当且仅当
q ∈ Z. (3) 两个子系统的幺正群在张量积上作用为 Û1(α) ⊗ Û2(α) (第 23 节张量积表示),
其生成元是 Q̂1 ⊗ I + I ⊗ Q̂2, 期望值是 q1 + q2.

注: 从整体对称到局域对称 (规范原理)

时空对称性把不同的点联系起来; U(1) 相位对称性是” 内部” 的, 与时空点无关. 规
范原理 (gauge principle) 断言: 把整体相位旋转推广为逐点的局域变换 ψ(x) →
eiα(x)ψ(x), 为使动力学不变, 必须引入规范场 Aµ(x) 并把普通导数换成协变导数
∂µ → Dµ = ∂µ + ieAµ; Aµ 在局域变换下同时变换, 以抵消 ∂µα(x) 项. 结果: U(1)
规范对称性 → 电磁场 Aµ → 相互作用 (最小耦合 p̂ → p̂ − eÂ). 群的层级:

U(1) 整体对称 −→ 守恒电荷 Q (Noether) −→ 局域化后的规范场 Aµ 及其耦合 (动力
学).

强相互作用与弱相互作用的规范群分别为 SU(3) 与 SU(2) × U(1), 都是紧 Lie 群——
第 23 节紧 Lie 群表示论 (完全可约性, Casimir) 在此成为粒子物理的标准工具. 本讲
第 16 节 SU(2) 的表示结构正是这族应用的起点.

Eg. 6 带电粒子在均匀磁场中

二维带电粒子 Ĥ = 1
2m

[
(p̂x − eÂx)2 + (p̂y − eÂy)2

]
(对称规范 Â = 1

2B × x̂, 均匀场
B = Bẑ). 整体 U(1) 对称性给出电荷守恒 (平凡). 动力学动量 π̂ = p̂ − eÂ 满足

[π̂x, π̂y] = ieℏB (第 19 节对易子; 直接计算
[
p̂x, Ây

]
−
[
p̂y, Âx

]
). 真正的对称性是磁平

移: 引导中心 X̂ = x̂− π̂y/(eB), Ŷ = ŷ + π̂x/(eB) 与 Ĥ 对易, 且
[
X̂, Ŷ

]
= −iℏ/(eB),

故生成磁平移算符

T̂ (a) = exp
( ieB

ℏ
(
ayX̂ − axŶ

))
是精确对称性, 且 (由 BCH 公式, 与第 26.4 节相干态同类) 满足射影表示关系

T̂ (a)T̂ (b) = eieB ẑ·(a×b)/ℏ T̂ (a + b). (28.6)

相因子给出 R2 平移群的非平凡射影实现 (第 24.2 节): 它导致 Landau 能级的每个能
级简并度 ∝ B (单位面积 eB/2πℏ 个态), 也是整数量子 Hall 效应中拓扑量子数的群
论根源; 平移群的射影结构正来自这里.

28.7 对称性的自发破缺与 Goldstone定理
对称性守恒律 (Noether 定理) 的前提是物理态也保持对称性. 若哈密顿量对称而基态不
对称——哈密顿量的连续对称性” 自发破缺”——则守恒生成元仍在, 但物理谱中出现无
质量的 Goldstone 玻色子. 这是连续对称性最重要的集体现象之一, 也是第 13.6 节齐性
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空间观念的物理解释.

Def. 3 自发对称破缺

设 Ĥ 具有连续对称群 G (幺正实现 Û(g)), 但基态 |0〉 并不 G 不变: 存在 g ∈ G 使
Û(g) |0〉 6= eiα |0〉. 称对称性在真空 (基态) 自发破缺. 保持 |0〉 (模相位) 的群元构成子
群 H ≤ G (剩余对称群); 全体基态 {Û(g) |0〉} 即齐性空间 G/H, 称为真空流形.

Thm. 86 Goldstone 定理

设 G的连续对称性在真空自发破缺到 H, 且生成元 Qa 满足 Qa |0〉 6= 0 (破缺生成元).
则在频谱中存在无质量激发 (Nambu–Goldstone 玻色子), 每种破缺生成元对应一个,
数目等于 dimG/H = dimG− dimH.

Pf 论证要点 (对无规范场的整体对称性): 由 [Qa, Ĥ] = 0, 若 Qa |0〉 6= 0, 则 |a〉 =
Qa |0〉 是 Ĥ 的零能激发候选; 其传播子的低能极点由 Ward 恒等式 iℏ∂t〈0|Qa(t)φ̂(0)|0〉 ∝
〈0|[Qa, φ̂]|0〉 6= 0 保证非零, 故存在无间隙激发. 严格的场论证明 (Goldstone–Salam–
Weinberg) 依赖守恒流与谱表示, 此处陈述其结论.

φ

V (φ)

±v

φ = 0 为局部极大

S1 ∼= G/H

U(1) 真空流形

图 13: Mexican-hat 势 V = λ(φ∗φ − v2)2 与 U(1) 对称性: 左图为截面 (原点是不稳定的
对称真空, |φ| = v 是稳定真空); 右图俯视, 稳定真空构成圆周 S1 ∼= U(1)/U(1)轴, 即真空
流形. 沿圆切向的涨落是无质量 Goldstone 模, 径向涨落是质量 m ∝ v 的 Higgs 模.

Eg. 7 O(N) 线性 σ 模型

经典场论 V = λ
4 (φ · φ − v2)2, φ ∈ RN , 具有 O(N) 对称性. 真空 |φ| = v 落于 SN−1,

剩余对称群 O(N − 1) (保持某真空方向的转动), 真空流形 SN−1 ∼= O(N)/O(N − 1)
(第 13.6 节). 破缺生成元数 dimO(N) − dimO(N − 1) = N − 1, 对应 N − 1 个无质
量 Goldstone 玻色子 (各向同性铁磁体的自旋波); 径向模有一个质量 m =

√
2λ v. 该

模型是铁磁体、超导体与强相互作用低能有效理论的通用原型.

注: 与规范对称性的综合——Higgs 机制

当被破缺的是规范对称性 (SU(2) × U(1) → U(1)em), Goldstone玻色子不留在谱中,而
是成为有质量规范玻色子的纵分量 (Higgs 机制): 规范玻色子” 吃掉” 相应 Goldstone
模而获得质量. 群论计数 dimG/H 对两种情形给出相同数目的破缺生成元, 差异只在
于它们是否被规范场吸收. 这解释了标准模型中 W±, Z0 的质量, 是 SU(2) × U(1) 电
弱统一的理论基石, 也说明了为什么第 13.6 节的齐性空间 G/H 在粒子物理中反复出
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现.
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Part VIII

Lorentz群与 Poincaré代数
本部分把前七部分的框架用于相对论情形. 先刻画固有 Lorentz
群: 连通分支、boost与转动的分解定理. 然后证明 Lorentz代数
的复化同构于 su(2) ⊕ su(2), 由此理解相对论自旋 (Weyl, Dirac
旋量). 再引入 Poincaré 代数并求其两个 Casimir 不变量 (质量
与自旋), 给出单粒子态的群论分类. 最后以 Thomas 进动作选
读, 说明 boost 不构成子群的物理后果.

内容概要

• 掌握固有 Lorentz 群的定义, 连通分支与分解定理.

• 掌握 o(1, 3) 复化 ∼= su(2) ⊕ su(2) 及其物理意义.

• 掌握 Poincaré 代数的结构与两个 Casimir 不变量 (质量, 自旋).
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29
固有 Lorentz群

29.1 定义与连通分支
Lorentz 群 O(1, 3) = {Λ ∈ GL(4,R) | ΛTηΛ = η}, η = diag(−1, 1, 1, 1), 在第 18 节已建立:
它的四个连通分支由二分量 (det Λ,Λ0

0) 的符号分类, 如图 14 所示. 本部分研究含恒等元
的分支.

Def. 1 固有 Lorentz 群

记
L↑

+ := SO+(1, 3) :=
{
Λ ∈ O(1, 3) | det Λ = +1, Λ0

0 ≥ 1
}
, (29.1)

称为 (真) 固有 Lorentz 群 (proper orthochronous Lorentz group). 它是 O(1, 3) 中含
恒等元的连通分支, 也是所有物理 Lorentz 变换所构成的群.

det Λ

Λ0
0

L↑
+

det = +1, Λ0
0 ≥ 1

L↑
−

det = −1, Λ0
0 ≥ 1

L↓
+

det = +1, Λ0
0 ≤ −1

L↓
−

det = −1, Λ0
0 ≤ −1

含恒等元

图 14: O(1, 3) 的四个连通分支由 (det Λ, sgn Λ0
0) 分类; 仅 L↑

+ 含恒等元, 是连通分支 (固
有 Lorentz 群).

注: 各分支的物理解释与生成元

L↑
+ 含恒等元, 由转动与 boost 连续生成, 是物理上有意义的分支; 其余分支由对恒
等元的离散变换联系: 空间反射 rs = diag(1,−1,−1,−1) ∈ L↑

−, 时间反演 rt =
diag(−1, 1, 1, 1) ∈ L↓

+, 以及二者的复合 ist = rsrt ∈ L↓
−. 第 18 节的例子已给出各分支

非空与互不相交的证明. 量子力学中, 离散对称性 (空间反射, 时间反演) 由 O(1, 3) 的
其余分支实现, 通常不再由连续单参子群生成.
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29.2 Minkowski时空的几何
Lorentz 群是 Minkowski 时空 (R4, η) 的等度规群. 四矢量的几何分类是理解连通分支、
boost 与质量壳的统一语言.

Def. 2 类时, 类光, 类空与光锥

对 x ∈ R4, 由 η 定义 x · x = ηµνx
µxν = −x2

0 + x2:
• 类时 (timelike): x · x < 0; 类光 (lightlike): x · x = 0; 类空 (spacelike): x · x > 0;
• 类光矢量的全体称为光锥 (light cone); 其中 x0 > 0 与 x0 < 0 两支称为未来与过
去光锥.

t

x

类时 (未来)

类时 (过去)

类空
原点

图 15: Minkowski 光锥: 类时、类光与类空区域的划分. L↑
+ 保未来光锥, 空间反射交换

x → −x 而时间反演交换未来与过去.

t

x

t = ±x (光锥)

A = eφbx

B(φ)A

类空双曲线

类时双曲线

双曲线 t2 − x2 = ∓1 是 O(1, 1) 的轨道

图 16: 在 (1+1) 维时空, boost 是沿双曲线 t2 − x2 = −1 的” 伪转动” (快速度参数化
t = coshφ, x = sinhφ). 光锥是渐近线; 类时与类空双曲线分别是 L↑

+ 在不同不变超曲面
上的轨道, 双曲角 φ (快速度) 对应欧氏转动角.

注: 质量壳与齐性空间

对有质量粒子, 四动量满足 P 2 = P 2
0 − P 2 = m2 > 0, 故 P 落在未来类时超双曲面 (质

量壳) 上:
H+
m = {P | P 2 = m2, P0 > 0} ∼= R3. (29.2)
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由极分解定理 (下小节), 每个未来类时单位矢量 P/m 恰是某个 boost 对 e0 的像, 而
保持它的群元恰是 SO(3): 故 H+

m
∼= L↑

+/SO(3) 是齐性空间 (第 20 节). 无质量情形
P 2 = 0: 光锥 (去原点) 是 L↑

+ 的齐性空间 L↑
+/E(2), 其” 小群” E(2) 给出第 32 节

Wigner 分类的几何版.

29.3 boost与转动的分解
固有 Lorentz群的六个生成元中,三个是空间转动 (第 15节 so(3)),三个是伪转动 (boost).
关键结构事实是每个群元可唯一地分解为一个 boost 与一个转动的乘积.

Thm. 87 极分解定理

每个 Λ ∈ L↑
+ 可唯一地分解为

Λ = B(v)R, B(v) 是 boost, R ∈ SO(3), (29.3)

其中 boost 的 (相对) 速度由 u = Λe0 决定: 因 u0 = Λ0
0 ≥ 1 且 uµuµ = −1, u 是未来

类时单位矢量, 唯一对应一个 boost 参数 v = ui/u0.

Pf 记 u = Λe0. 构造性证明分三步. 第一步, 找把 e0 映到 u 的 boost: 对 v ∈ R3,

|v| < 1, 沿 v 的 boost B(v) (如沿 x 轴取 B(v) =

 γ −γv
−γv γ

⊕ I2, γ = (1 − v2)−1/2, 一

般方向由对空间块的正交化给出) 满足 B(v)e0 = (γ,−γv); 取 v = −ui/u0 使 B(v)e0 = u
(速度符号约定依赖 η 的签名, 不变量表述是 B(v)e0 = u). 第二步, 令 R := B(v)−1Λ. 则
Re0 = B(v)−1u = e0: R 固定时间轴. 由 R ∈ O(1, 3) 且保 e0, R 把与 e0 正交的空间超平
面 {0} ⊕R3 映到自身, 故 R 是空间转动; 又 detR = detB−1 det Λ = 1, 故 R ∈ SO(3). 第
三步, 唯一性: 若 Λ = B(v)R = B(v′)R′, 则 B(v)−1B(v′) = RR′−1, 左端是 boost (或恒
等), 右端是转动, 二者同属并只在恒等元相交 (转动保时间轴, 非平凡 boost 移动时间轴),
故均为恒等, v = v′, R = R′.

Cor. 1 拓扑结构

作为拓扑空间, L↑
+

∼= R3 × SO(3) ∼= R3 ×RP3 (速度空间 ∼= R3 与 SO(3) ∼= RP3). 因而
L↑

+ 非紧 (boost 无界), 且 π1(L↑
+) ∼= π1(SO(3)) ∼= Z/2: 固有 Lorentz 群不是单连通的,

其万有覆盖同构于 SL(2,C) (见下节), 这正是半整数自旋存在的群论根源.

Pf 由分解定理, Λ ↔ (v, R) 是一一对应且连续; R3 可缩, SO(3) ∼= RP3 (第 15, 16 节),
故 π1 由 SO(3) 决定.

29.4 Lie代数回顾
第 18 节已建立: o(1, 3) = {A ∈ gl(4,R) | AT = −ηAη}, 维数 6, 基 {ri, bi} 与结构常数

[ri, rj] = εij
krk, [bi, rj] = εij

kbk, [bi, bj] = −εij
krk.

其中 ri 张成 so(3), bi 是 boost 生成元. 下一节利用这组结构常数分解复化.
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30
Lorentz代数与相对论自旋

30.1 复化与 su(2) ⊕ su(2)分解

Thm. 88 o(1, 3) 的复化分解

令 R±
i := 1

2(ri ± ibi). 则

[R±
i , R

±
j ] = εij

kR±
k , [R+

i , R
−
j ] = 0. (30.1)

因而 {R+
i } 与 {R−

i } 各自生成一个 su(2) 型 Lie 代数 (与第 16 节 Pauli 生成元 Ei 同
构: [Ei, Ej] = εij

kEk), 且二者对易. 故作为复 Lie 代数

o(1, 3) ⊗R C ∼= su(2) ⊕ su(2), (30.2)

即每个因子同构于 sl(2,C) (因为 su(2) ⊗ C ∼= sl(2,C)).

Pf 直接代入结构常数:

[R±
i , R

±
j ] = 1

4
(
[ri, rj] ± i[bi, rj] ± i[ri, bj] − [bi, bj]

)
= 1

4
(
εij

krk ± iεijkbk ± iεijkbk + εij
krk
)

= εij
k 1

2
(rk ± ibk) = εij

kR±
k ,

其中 [ri, bj] = −[bj, ri] = εij
kbk. 又

[R+
i , R

−
j ] = 1

4
(
[ri, rj]− i[bi, rj]+ i[ri, bj]+ [bi, bj]

)
= 1

4
(
εij

krk− iεijkbk+iεijkbk−εij
krk
)

= 0.

同构的论断由第 16 节 su(2) 的结构常数完全一致得出.

注: 实代数的紧致性区别

作为实 Lie 代数, o(1, 3) ≇ su(2) ⊕ su(2): 前者非紧 (Killing 型不定, 第 22 节), 后者紧
(Killing 型负定). 复化抹平了这一区别, 故式(30.2) 只在复化意义下成立. 物理上, 分
解式(30.1) 是相对论表示分类的起点: 每个 Lorentz 表示由一个有序对 (j+, j−) 标号,
j± 分别是 R±

i 的角动量量子数 (第 27 节阶梯算符结论对每个因子适用).
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Table 2: o(1, 3) 复化的典型表示 (j+, j−) 与物理对象

表示 (j+, j−) 维数 物理对象

(0, 0) 1 标量 (如 |φ|2)
(1

2 , 0) 2 左手 Weyl 旋量
(0, 1

2) 2 右手 Weyl 旋量
(1

2 ,
1
2) 4 四矢量 V µ

(1, 0) ⊕ (0, 1) 3 ⊕ 3 反对称张量 F µν

(1
2 , 0) ⊕ (0, 1

2) 4 Dirac 旋量

30.2 表示标签与旋量

注: 手征性与空间反射

R+
i 与 R−

i 在空间反射 (第 30 节 rs) 下互换: rsR+
i = R−

i 的对应 (因 rsbir
−1
s = −bi

而 rsrir
−1
s = ri). 因而 (j+, j−) 与 (j−, j+) 由空间反射联系: 纯 Weyl 旋量 (1

2 , 0) 或
(0, 1

2) 只在一个手征性下非零, 空间反射把它映到另一手征性; Dirac 方程之所以需要
(1

2 , 0) ⊕ (0, 1
2) 两个手征分量, 正是为了使理论在空间反射下闭合并容纳有质量的费米

子. 无质量中微子对应纯 Weyl 旋量, 这是弱相互作用 (宇称不守恒) 的场论根源.

注: SL(2,C) 与半整数自旋

由第 30 节, π1(L↑
+) = Z/2; 其万有覆盖是 SL(2,C), 后者单连通且其 Lie 代数 (作为实

Lie 代数) 同构于 o(1, 3). 半整数的 (j+, j−) 表示 (如 Weyl 旋量, Dirac 旋量) 只在覆
盖群 SL(2,C) 上存在, 与第 16, 27 节 SU(2) 覆盖 SO(3) 的情形平行; 这是第 24 节射
影表示的相对论版本, 也是电子自旋 1

2 的群论根源.

30.2.1 SL(2,C)的显式构造: Pauli矩阵与四矢量

覆盖映射 SL(2,C) → L↑
+ 可以完全显式地写出. 它同时给出旋量表示与四矢量表示之间

的桥梁, 也是第 16 节 SU(2) → SO(3) 构造的相对论推广.

Def. 1 四矢量的 2 × 2 矩阵表示

记 σ0 = I, σi 为 Pauli 矩阵. 对 x = (x0, x1, x2, x3), 定义厄米矩阵

X(x) := xµσµ =

x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

 . (30.3)

映射 x 7→ X 是 R4 ∼= (厄米 2 × 2 矩阵空间) 的实线性同构, 且

detX = (x0)2 − |x|2 = −x · x, (30.4)

即行列式精确编码 Minkowski 范数 (负号来自 η 的签名约定).
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Thm. 89 SL(2,C) → L↑
+ 是 2:1 覆盖

对 S ∈ SL(2,C) (即 detS = 1), 规定 X ′ = SXS† 也是厄米矩阵, 故唯一对应一个 x′

满足 X ′ = X(x′). 这定义了同态 ρ : SL(2,C) → O(1, 3), S 7→ Λ; 且
• ker ρ = {±I}, 故 ρ 是 2:1 覆盖 SL(2,C) → L↑

+ (像落在恒等元连通分支);
• 绕 ẑ 轴转角 θ 的转动: S = ±e−iθσ3/2 (SU(2) 元);
• 沿 ẑ 轴快速度 φ 的 boost: S = ±e−φσ3/2 = ± diag(e−φ/2, eφ/2) (正定厄米元, 不是
酉元).

Pf 由式(30.4), detX ′ = det
(
SXS†

)
= detS detX detS† = |detS|2 detX = detX, 故

x′ · x′ = x · x: ρ(S) 保 Minkowski 范数, 是 Lorentz 变换. 连续性使 S = I 的像落在恒
等分支. 核: ρ(S) = id 当且仅当 SXS† = X 对一切厄米 X; 取 X = I 得 SS† = I (S
酉), 再用 Schur 引理 (酉矩阵 S 与每个 X 对易, 故为标量), S = λI; detS = λ2 = 1
给出 λ = ±1. 转动: 直接代入 S = e−iθσ3/2 于式(30.3) 得 X ′ = X 的 x0, x3 不变而
(x1 ± ix2)′ = e∓iθ(x1 ± ix2), 即绕 z 轴转 θ (与第 16 节 SU(2) 公式一致). boost: 上面已计
算 S diag(t+ z, t− z)S = diag(e−φ(t+ z), eφ(t− z)), 相加相减给出 t′ = t coshφ− z sinhφ,
z′ = z coshφ− t sinhφ, 正是快速度 φ 的 boost.

注: 旋量变换与 (j+, j−) 标签

由上述构造, xµσµ 在群作用下的变换律即四矢量表示 (1
2 ,

1
2): 第一个 1

2 (左旋指标) 由
S 作用, 第二个 (右旋指标) 由 S† (等价地 S∗ 与 S̄) 作用. 纯 Weyl 旋量 ψL (左手,
(1

2 , 0)) 在 S 下按 ψL → SψL 变换, ψR (右手, (0, 1
2)) 按 ψR → (S†)−1ψR 变换; 由 ρ 的

2:1 性, S → −S 下 ψ 变号, 这就是半整数自旋的 −1 相位. 质量项需要左右手分量配
对 (Dirac 双旋量 (1

2 , 0) ⊕ (0, 1
2)), 由质量项 m(ψ̄LψR + ψ̄RψL) 在 S 下的变换实现.
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31
Poincaré代数

31.1 生成元与对易关系
Poincaré 群 (非齐次 Lorentz 群) 是平直时空的全部等度规群: 第 17 节的半直积

P = T (4) ⋊O(1, 3), (31.1)

其恒等元连通分支是 T (4) ⋊ L↑
+. 物理上它是相对论粒子的对称群: 时空平移 (4 个生成

元 Pµ) 加上 Lorentz 变换 (6 个生成元 Mµν).

Thm. 90 Poincaré 代数的结构

令 η = diag(−1, 1, 1, 1), 记空间转动生成元 Ji 与 boost 生成元 Ki (满足第 31 节结构
常数) 及能量-动量 Pµ = (P0,P ). Poincaré 代数 p 由下列对易关系完全刻画:

[Pµ, Pν ] = 0, (31.2)
[Ji, Jj] = iℏ εijkJk, (31.3)

[Ji, Kj] = iℏ εijkKk, (31.4)
[Ki, Kj] = −iℏ εijkJk, (31.5)
[Ji, Pj] = iℏ εijkPk, [Ji, P0] = 0, (31.6)

[Ki, P0] = −iℏPi, [Ki, Pj] = −iℏ δijP0. (31.7)

等价地, 用协变记号 Mµν = −Mνµ (其中 Ji = 1
2εijkMjk, Ki = M0i):

[Mµν , Pρ] = iℏ
(
ηµρPν − ηνρPµ

)
, (31.8)

[Mµν ,Mρσ] = iℏ
(
ηµρMνσ + ηνσMµρ − ηνρMµσ − ηµσMνρ

)
. (31.9)

Pf 前四条正是第 31 节 Lorentz 代数的结构常数 (Ji = ri 的量子化, 乘 iℏ 后), 第 24–
29 节已见. 时空平移与转动的混合: [Ji, Pj] = iℏεijkPk 与 [Ji, P0] = 0 是 §27 矢量算符
结论对 (P , P0) 的应用 (空间转动只混合空间分量). boost 与动量混合: 由式(31.8) 取
(µ, ν) = (0, i), ρ = 0 得 [Ki, P0] = iℏ(η00Pi − ηi0P0) = −iℏPi; 取 ρ = j 得 [Ki, Pj] =
iℏ(0 − δijP0) = −iℏδijP0. 这是物理核心: boost 把能量与动量混合, 所以相对论粒子的能
量与动量不可分离, 必须由四动量 Pµ 统一描述. 其余分量关系由 ε 的循环性同理得出;
式(31.8), (31.9) 的直接验证是把 Ji, Ki 代入 (第 19 节结构张量的一般框架).

注: 与非相对论极限的衔接

在 c → ∞ (或低速) 极限, boost 退化为 Galilei 速度变换, [Ki, P0] 型混合项消失
(P0 → mc2 +Ĥ, Ki → mx̂i 时对易关系回到第 26–29节的非相对论代数). 因而 Galilei
代数是 Poincaré 代数的 β → 0 极限, 这一事实统一解释了为什么非相对论量子力学
中能量与动量是分开守恒的.
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31.2 两个 Casimir不变量:质量与自旋

Def. 1 Pauli–Lubanski 矢量

定义

Wµ := 1
2
εµνρσM

νρP σ, (31.10)

其中 εµνρσ 是四维 Levi–Civita 符号 (ε0123 = +1).

Thm. 91 Poincaré 代数的 Casimir

下列两个算符与 Poincaré 代数的每个生成元对易:

P 2 := −PµP µ = P 2
0 − P 2, (31.11)

W 2 := WµW
µ, (31.12)

且 WµP
µ = 0.

Pf P 2 与 Pµ 显然对易; 与 Lorentz 生成元的对易由式(31.8):

[Mµν , P
2] = ηρσ

(
[Mµν , Pρ]Pσ + Pρ[Mµν , Pσ]

)
= iℏ ηρσ

(
(ηµρPν − ηνρPµ)Pσ + Pρ(ηµσPν − ηνσPµ)

)
= 0,

因各项收缩后 ηρσηµρPνPσ = PνPµ 与对称化后的反称部分相消. 又 WµP
µ = 0:

WµP
µ = 1

2
εµνρσM

νρP σP µ = 0,

因 ε 对 µ, σ 反称而 P σP µ 对称. 由 Wµ 是矢量算符 ([Mµν ,Wρ] = iℏ(ηµρWν − ηνρWµ), 因
M 与 P 分别是张量与矢量), W 2 是标量, 与 Lorentz生成元对易; 与平移生成元的对易由
[Pµ,Wν ] = 0 (因 P 与 M 的对易只含 P , 代入 W 的定义收缩后为零).

Thm. 92 质量与自旋的谱

对有质量粒子 (类时四动量, P 2 = m2 > 0), 在其静止系 P = (m,0) 中 Wµ =
(0,−mJ), 故

P 2 = m2, W 2 = −m2 J2 = −m2s(s+ 1)ℏ2, (31.13)
其中 s 是第 27 节意义下的自旋量子数 (s = 0, 1

2 , 1, . . . ). 对无质量粒子 (P 2 = 0),
Wµ = λPµ, 由螺旋度 λ 标号.

Pf 在静止系 P = (m, 0, 0, 0), P 0 = m, P i = 0. 由定义Wi = 1
2εiνρσM

νρP σ = m
2 εiνρ0M

νρ.
计算: W1 = m

2 ε1230M
23 = m

2 (−1)M23 = −mM23 (因 ε1230 = −1, M32 = −M23). 而
M23 = M23 = ε23

kJk = J1, 故 W1 = −mJ1; 同理 Wi = −mJi, W0 = 0. 于是 W 2 =
WµW

µ = −W 2
0 + W 2 = m2J2, 即式(31.13) 的第一式已是 Casimir P 2 = P 2

0 − P 2 = m2;
第二式由 J2 = s(s+ 1)ℏ2 (第 27 节谱定理) 得负号 (因 η 的 00 分量为 −1 或由 ε 约定).
无质量情形: W 2 = 0 且 WµP

µ = 0, W 与 P 都类光且正交, 故平行, Wµ = λPµ; λ 即螺旋
度 (自旋在动量方向的投影).
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注: Wigner 分类与单粒子态

两个 Casimir 元给出相对论单粒子态的完整分类 (Wigner): 有质量粒子由 (m, s) 标
号, 具有 2s+ 1 个自旋态 |p, s, σ〉 (第 23 节表示论: Pµ 与 J 的好量子数); 无质量粒子
由螺旋度 λ 标号, 只有两个螺旋度态 (如光子 λ = ±1, 中微子 λ = −1

2 单螺旋). 群论
分类的推论: 自旋 s 的粒子必然有 2s+ 1 个极化, 质量 m 由 P 2 不变决定. 这在量子
场论中成为粒子物理的标准框架.

31.3 Wigner小群与单粒子态的构造
上节的分类还可由群论最标准的方法独立导出, 即固定参考四动量、分析其稳定子 (第 3
节群作用的轨道-稳定子定理在 Poincaré 群上的应用). 这是 Wigner 1939 年分类单粒子
态的原方法.

Def. 2 Wigner 小群

设 p̂ 为一条类时或类光四动量的代表元. 它在固有 Lorentz 群 L↑
+ 中的稳定子

W(p̂) := {Λ ∈ L↑
+ : Λp̂ = p̂} (31.14)

称为 Wigner 小群 (little group). 物理意义: W(p̂) 是保持参考四动量不动的一切
Lorentz 变换, 它们是粒子静止系 (或光锥参考动量系) 中真正的” 内部” 转动.

Thm. 93 小群分类

按四动量的类型, 小群分别为:
• 有质量 (类时) 情形, 取 p̂ = (m,0): W = SO(3), 即静止系的空间转动;
• 无质量 (类光) 情形, 取 p̂ = (κ, 0, 0, κ): W = E(2), 即二维欧氏群 T (2) ⋊ SO(2);
• 类空情形, 取 p̂ = (0, 0, 0,m): W = SO(1, 2), 即 (1+2) 维 Lorentz 群.
物理上实现无质量粒子要求 (正则) 表示中平移部分平凡, 剩 SO(2) 螺旋度; 类空情形
无因果粒子, 只在 Tachyons 假设中出现.

Pf 有质量情形取静止系, 任何保持 p̂ 的 Lorentz 变换必须保持空间部分, 故为正交群
SO(3). 无质量情形: 取 p̂ = κ(1, 0, 0, 1) (沿 z 轴的光子), 条件 Λp̂ = p̂ 是三个约束, 解空
间是 3 参数群: SO(2) (绕 z 轴的转动) 与两个” 零转动” (null rotation, 兼有转动与 boost
的组合) 生成 E(2) 的平移子群 T (2); 物理上这两个平移自由度是规范自由度 (对应电磁
场的横渡规范), 在不可约表示中必须取平凡值, 剩余 SO(2) 给出螺旋度 λ. 类空情形由 η
号差互换类似地得出 SO(1, 2). 完整推导即 Wigner 原论文方法, 此处陈述其结构.

物理注记: 从轨道到粒子

这一小节是第 3 节” 轨道-稳定子定理” 的直接物理应用: 四动量 Pµ 的取值域 (质
量壳) 是 Poincaré 群作用的一个轨道, 稳定子 SO(3) (或 E(2)) 就是小群; 单粒子态
|p, s, σ〉 正对应这个齐性空间 L↑

+/SO(3) 上的函数与一个小群表示 s (旋量诱导表示,
Mackey 理论). 由此, ” 自旋” 被纯群论地定义为小群表示的量子数, 而非经验的内禀
角动量——这是第 27 节角动量代数与相对论结合的必然结果.
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31.4 Minkowski时空的 Killing矢量场
Poincaré 代数还可以完全从几何导出: 它是平直时空度规 η 的 Killing 矢量场代数 (第 20
节). 这一视角把 p 与第 5–8 节的微分几何直接衔接.

Thm. 94 平直时空的 Killing 方程的解

在 (R4, η) 中, 满足 Killing 方程

∂µξν + ∂νξµ = 0 (31.15)

的光滑矢量场 ξ = ξµ∂µ 的一般解是

ξµ = ωµνx
ν + aµ, (31.16)

其中 aµ 是任意常数 (平移), ωµν := ηµρω
ρ
ν 反称 (ωµν = −ωνµ, Lorentz 生成元). 因而

Killing 场空间维数为 4 + 6 = 10, 与 dim p 一致.

Pf Killing 方程对 µ, ν 对称, 对 (∂ρ) 作用得 ∂ρ∂µξν + ∂ρ∂νξµ = 0. 轮换 (ρ, µ, ν) 三次并
相减 (标准的张量组合), 利用平直时空 ∂ρ∂µ = ∂µ∂ρ 消去混合二阶项, 得 2∂ρ∂µξν = 0, 即
二阶导数全为零: ξµ 是 xν 的仿射函数. 代入式(31.15) 立得 ωµν = −ωνµ. 逆方向: 对任意
反称 ω 与 a, 代入式(31.15) 直接验证.

Thm. 95 Poincaré 代数作为 Killing 场代数

记平移与 Lorentz 生成元为矢量场

Pµ := ∂µ, Mµν := xµ∂ν − xν∂µ, (31.17)

其中 xµ = ηµνx
ν . 则它们构成 p 的一组基, 且矢量场括号满足

[Pµ, Pν ] = 0, (31.18)
[Pρ,Mµν ] = ηρµPν − ηρνPµ, (31.19)

[Mµν ,Mρσ] = ηνρMµσ + ηµσMνρ − ηµρMνσ − ηνσMµρ, (31.20)

即式(31.2)–(31.9) 的经典 (无 iℏ) 版本.

Pf 式(31.18) 是常数场括号为零. 式(31.19): 用 Mµν 的分量 Mµν
ρ = xµδ

ρ
ν − xνδ

ρ
µ, 计算

[Pρ,Mµν ]σ = ∂ρ(xµδσν − xνδ
σ
µ) −Mµν

τ∂τδ
σ
ρ = ηρµδ

σ
ν − ηρνδ

σ
µ, 故 [Pρ,Mµν ] = ηρµPν − ηρνPµ.

式(31.20)同理 (把Mρσ 视为二次多项式场,代入矢量场括号,二次项相消,余下结构常数);
也可直接验证其 Lie 括号与式(31.9) 仅差相位约定 M̂µν = −iℏMµν (量子化对应).

注: 几何结论与量子化

这一小节说明: 时空几何 (度规 η 的等度规群) 直接给出动力学对称代数, 无需先设哈
密顿量. 量子化 P̂µ = −iℏ∂µ, M̂µν = −iℏ(xµ∂ν − xν∂µ) 给出第 32.1 节的自伴生成元
(在合适的函数空间上), 而式(31.19)–(31.20) 的括号自动携带 iℏ 因子成为对易子. 这
统一了第 26–29 节的非相对论生成元 (P0 = Ĥ/c 附近, Ĵ , P̂ ) 与第 31 节的 Lorentz
代数: 两者都是同一个 Killing 场代数的表示. 用场论的语言, 这正是” 时空对称性 ⇒
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能动张量的守恒律” (第 29 节 Noether 定理在相对论中的几何表述).
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32
Thomas进动 (选读)

32.1 boost不构成子群
第 18 节已指出: 结构常数 [bi, bj] = −εij

krk 说明两个 boost 生成元的 Lie 括号落在转动
部分, 因而 {B(v)} 不是 L↑

+ 的子群 – 两个不同方向的 boost 之积不再是纯 boost, 而是
boost与转动的复合. 由 BCH公式 (第 12节),对两个小快度 boost B1 = eλ1·b, B2 = eλ2·b,

B2B1 = exp
(

(λ1 + λ2) · b− 1
2

(λ2 × λ1) · r +O(3)
)
, (32.1)

即二阶项是一个转动 (Wigner 转动). 这是第 31 节复化分解式 [R+
i , R

−
j ] = 0 中 bi 的贡献

消去、rk 的贡献残留的直接体现.

32.1.1 Wigner转动的显式计算

把式(32.1) 的第一个具体例子算到底, 得到进动角速度. 取两段 boost: 速度 v1 = v x̂ (沿
x轴)与 v2 = v x̂ + dv ŷ (速度大小不变、方向转过小角 dv/v). 记 c = 1, γ = (1 − v2)−1/2;
沿任意方向 β 的纯 boost 矩阵为

B(β) =

 γβ γββ>

γββ I + γβ − 1
β2 ββ>

 .
相对变换 Λ = B(v2)B(v1)−1 = B(v2)B(−v1) 把 v1 系直接变到 v2 系. 看它作用在静止系
的空间轴 ey 上: B(−v1)ey = ey (沿 x 的 boost 不动 y 轴), 再作用 B(v2), 取列向量得

Λey =
(
γ dv, (γ − 1)dv

v
, 1, 0

)>
, (32.2)

即空间 y轴在变换后获得 x分量 (γ−1)dv/v: 这正是绕 x̂×ŷ轴的转动. 由 Λ = B(w)R(θ)
的极分解 (第 30 节), 扣除纯 boost 部分后, 空间轴转过的 Wigner 角为一阶小量

dθ = γ − 1
v

dv, (32.3)

方向为 v × dv (这里 dv ⊥ v; 沿 v 的分量不产生转动, 只改变 boost). 以速度的形式记为
矢量

dθW = −γ − 1
v2 v × dv, (32.4)

并在非相对论极限核对: v → 0 时 γ − 1 ≈ v2/2, 得 dθW ≈ −1
2 v × dv, 与式(32.5) 的低速

近似一致.
Pf 式(32.2) 直接把 B(v2) 的第 3 列与式(32.1) 的矩阵块读出: B(v2) 的第 3 列 (对应
ey) 为 (γβy, (γ − 1)βxβy/β2, 1, 0) 取 βx = v, βy = dv 到一阶. 因 Λ 同时含 boost, 其空间
部分并非纯转动; 但 (γ − 1)dv/v 的 x-分量在变换中不受 boost 的纵效应污染 (boost 只
沿 v1 方向拉长空间分量, 而 ey 的横向地位保证了该分量即转动角), 于是式(32.3) 成立.
把 dv 分解为平行与垂直分量: 平行分量只把 γ 换为 γ′ (再归一化), 不产生转动; 垂直分
量 dv⊥ 产生式(32.4).
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32.2 物理图像与 Thomas频率

注: 轨道电子的 Thomas 进动

物理背景: 电子绕原子核 (或在外场中) 做加速运动. 每一瞬时取随动参考系, 电子静
止; 相邻两时刻的随动系由不同方向的 boost联系. 由于两个 boost之积含Wigner转
动, 电子自旋相对于实验室参考系持续进动. 记 v 为电子速度, a 为加速度, 则进动角
速度 (Thomas 频率) 为

ωT = − γ2

γ + 1
v × a

c2 ≈ −1
2

v × a

c2 (γ → 1), (32.5)

其中 γ = (1 − v2/c2)−1/2. 推导要点: 由上一小节式(32.3) 的每步转角 dθ = γ−1
v

dv
除以时间得进动率 ωT = dθW/dt = −γ−1

v2 v × a; 用恒等式 γ2 − 1 = γ2v2/c2 化为
γ−1
v2 = γ2

γ+1 · 1
c2 , 即得式(32.5) 的精确形式. 物理上可把进动理解为: 在随动系中看, 核

的 Coulomb 场经 Lorentz 变换出现磁场 B′ = −v × E/c, 电子自旋在此磁场中进动;
再转回实验室系,总进动速率是 ωT 与 Larmor进动的合成. 这里群论给出的是运动学
部分 ωT , 而 B′ 部分由电磁场的变换性质 (同样来自 Lorentz 代数) 给出; 两者都与动
力学无关.

注: 自旋轨道耦合中的 Thomas 因子 1
2

Thomas 进动最著名的物理后果是自旋轨道耦合中的因子 1
2 (Thomas 因子). 若忽略

Thomas 进动, 由 Larmor 进动估算的自旋轨道劈裂比实验值大一倍; 计入 Thomas 进
动后, 有效自旋轨道哈密顿量为

Ĥso = 1
2m2c2

1
r

dV
dr

L̂ · Ŝ, (32.6)

其中 V 是中心势, L̂, Ŝ 为轨道与自旋角动量. 因子 1
2 恰好抵消纯 Larmor 进动的两

倍偏差, 给出与实验一致的精细结构. 这一历史案例说明: 相对论运动学的群论结构
(boost 不闭合) 会以具体系数的形式进入量子力学, 而群论分析 ([bi, bj] = −εrk) 直接
指出其存在, 无需完整求解动力学.
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综合例题

本部分给出若干跨部分的完整例题,演示如何把本讲的工具组合起来解决具体问题. 每题
给出完整解答.

Eg. 1 氢原子能级的群论结构

问题. 氢原子束缚态能级 En = −13.6 eV/n2 是 n2 重简并的. 用对称性解释这个 n2.
解答. 转动对称性 (第 27节)只给出每个 (n, l)能级 2l+1重简并,总量∑n−1

l=0 (2l+1) =
n2中的 l简并 (同一 n下不同 l同能量)必然来自更大的隐藏对称性. 经典与量子力学
中, Coulomb势 V = −e2/r 额外守恒 Runge–Lenz矢量 M̂ = 1

2µ

(
p̂× L̂− L̂× p̂

)
− e2x̂

r
,

满足 [
M̂i, L̂j

]
= iℏεijkM̂k,

[
M̂i, M̂j

]
= −2iℏ

µ
Ĥ εijkL̂k.

在束缚态上 Ĥ = En < 0, 故定义无量纲 Â := 1
2

(
L̂ +

√
−µ/2En M̂

)
, B̂ := 1

2

(
L̂ −√

−µ/2En M̂
)
, 则

[
Âi, Âj

]
= iℏεijkÂk,

[
B̂i, B̂j

]
= iℏεijkB̂k,

[
Âi, B̂j

]
= 0: 束缚态按

so(4) ∼= su(2) ⊕ su(2) 变换 (第 31 节的复化分解, 但这里 Â, B̂ 是实算符, 直接给出紧
致实形式). 由 Casimir 匹配, 能级由 (j, j) 表示标号 (j = n−1

2 ), 维数 (2j + 1)2 = n2 –
这正是观察到的简并度. 结论: n2 简并的群论根源是 so(4) ∼= su(2) ⊕ su(2) 隐藏对称
性, 而非纯转动.

Eg. 2 微扰破缺与能级分裂

问题. 设中心势系统的能级 E(n, l) 是 2l + 1 重简并的; 加入微扰 Ĥ ′ = λL̂z (如沿 z
方向的均匀磁场中的顺磁项). 求能级如何分裂.
解答. 未微扰系统有 SO(3) 对称性, 好量子数 (n, l,m); Ĥ ′ 只保留绕 z 轴的转动不变

性 (
[
Ĥ ′, L̂z

]
= 0), 对称群破缺到 SO(2) ⊂ SO(3). 由简并微扰论, 一级修正是对角元

∆E = 〈n, l,m|λL̂z|n, l,m〉 = λmℏ.

原 2l + 1 重简并能级分裂为 2l + 1 个间距 λℏ 的能级, 每个 m 能级二重简并 (m 与
−m 对称). 若再微扰破坏 m ↔ −m 对称性 (如 Ĥ ′′ = µL̂x), 则 m 简并也消除. 一般
原理: 对称群 G → G′ 的破缺把 G 的表示 D 按 G′ 的表示分解 D = ⊕

j D
′
j, 每个子空

间对应一个能级, 简并度即 dimD′
j.

Eg. 3 1 ⊗ 1 = 2 ⊕ 1 ⊕ 0 的显式分解

问题. 两个 j = 1 角动量相加, 显式写出总角动量 J = 2, 1, 0 的态.
解答. 维数 3×3 = 9 = 5+3+1匹配. 最高权态 |2, 2〉 = |1, 1〉 |1, 1〉. 用 Ĵ− = Ĵ1− + Ĵ2−
逐级下降, 得

|2, 1〉 = 1√
2

(
|1, 1〉 |1, 0〉 + |1, 0〉 |1, 1〉

)
,
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|2, 0〉 = 1√
6

(
|1, 1〉 |1,−1〉 + 2 |1, 0〉 |1, 0〉 + |1,−1〉 |1, 1〉

)
,

等等;与 |2, 2〉正交且在 Ĵz = 1空间中的组合给出 |1, 1〉 = 1√
2

(
|1, 1〉 |1, 0〉−|1, 0〉 |1, 1〉

)
;

类似取 |0, 0〉. 特征标核对: χ1(θ)2 = (1 + 2 cos θ)2 = (1 + 2 cos 2θ) + (1 + 2 cos θ) + 1 =
χ2 + χ1 + χ0, 与式(23.6) 一致. 这是 SU(3) 味分解 8 ⊗ 8 = 27 ⊕ 10 ⊕ 10 ⊕ 8 ⊕ 8 ⊕ 1
的 su(2) 类比 (第 23.6 节).

Eg. 4 由对称性判定守恒量

问题. 对下列一维/三维哈密顿量, 判定全部连续对称群及守恒量: (a) Ĥ = p̂2/2m;
(b) Ĥ = p̂2/2m + V̂ (r); (c) Ĥ = p̂2/2m + V̂ (r) + λẑ; (d) 周期势 Ĥ = p̂2/2m + V̂ (x),
V̂ (x+ L) = V̂ (x).
解答. (a) 全部空间等度规群: 平移群 T (3) 与转动群 SO(3), 生成元 p̂, Ĵ 均守恒; 另
时间平移给能量. (b)仅转动: SO(3), Ĵ 守恒; 平移被中心势破坏, p̂不守恒. (c) λẑ 项
破坏绕 x, y 轴的转动, 保留绕 z 轴: 对称群 SO(2), 仅 Ĵz 守恒. (d) 连续平移被周期
势破坏, 保留离散平移 nL: 守恒量子数为准动量 k (第 26 节例). 方法: 找保 V̂ 的等
度规子群 G, 守恒量即 g 的生成元 (Noether 定理); 对称群越小, 守恒量越少, 简并越
低. 这统一了本讲所有守恒律.

Eg. 5 o(1, 3) 复化分解的显式验证

问题. 用第 18 节的矩阵基 {ri, bi} 验证 R±
i = 1

2(ri ± ibi) 满足 [R±
i , R

±
j ] = εij

kR±
k ,

[R+
i , R

−
j ] = 0, 并写出 (1, 0) 与 (0, 1) 表示的矩阵.

解答. 由 [ri, rj] = εrk, [bi, rj] = εbk, [bi, bj] = −εrk 直接代入 (第 31 节定理证明), 得
R±
i 满足 su(2) 结构. 伴随表示 (3 = D1) 对两个因子分别作用: 对 (1, 0), R+

i = Li
(第 15 节 so(3) 基) 而 R−

i = 0; 对 (0, 1) 相反. 四维矢量表示 (1
2 ,

1
2) 由 4 × 4 矩阵

Mµν 的 (1, 0) ⊕ (0, 1) 张量部分之外的部分给出 – 具体矩阵见第 18 节 {ri, bi} 本身即
6 ∼= (1, 0) ⊕ (0, 1) 在 o(1, 3) 伴随表示中的实现. 验证完毕: 复化分解在显式矩阵层面
成立, 与第 31 节抽象结论一致.

Eg. 6 各向同性谐振子的壳层结构

问题. 三维各向同性谐振子 Ĥ = ∑
i ℏω(â†

i âi + 1
2) 的第 N 壳层 (N = ∑

i â
†
i âi) 简并度

是多少? 用 u(3) 对称性解释.
解答. 湮灭/产生算符满足

[
âi, â

†
j

]
= δij, 故 Ĉij = â†

i âj (i, j = 1, 2, 3) 满足 u(3) 的对易
关系

[
Ĉij, Ĉkl

]
= δjkĈil − δilĈkj (第 29 节例). 第 N 壳层由 N̂ = ∑

i Ĉii 的本征值 N

标号, 它是 u(3) 的最高权表示 [N, 0, 0] (对称张量 SymNC3), 维数即把 N 个无差别球
分到 3 个盒子的方式数:

dim[N, 0, 0] =
(
N + 2

2

)
= (N + 1)(N + 2)

2
.

例: N = 0: 1 (基态), N = 1: 3 (l = 1 三重态), N = 2: 6 (l = 0 与 l = 2), 与单粒子态
计数

∑
l(2l + 1) 一致. 结论: 壳层简并度恰是 u(3) 对称张量表示的维数; 超越 SO(3)

的简并来自 u(3) 隐藏对称性, 与氢原子 so(4) 的情形平行.
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Eg. 7 时间反演与 Kramers 简并

问题. 设 Ĥ 时间反演不变: [Θ̂, Ĥ] = 0, 且 Θ̂2 = −Î (半整数自旋, 第 24.3 节). 证明:
每个能量本征态至少二重简并 (Kramers 定理).
解答. 设 Ĥ |ψ〉 = E |ψ〉. 由 [Θ̂, Ĥ] = 0 与 Θ̂ 反幺正 (共轭线性) 得

Ĥ (Θ̂ |ψ〉) = Θ̂Ĥ |ψ〉 = E∗Θ̂ |ψ〉 = E Θ̂ |ψ〉 ,

故 Θ̂ |ψ〉 与 |ψ〉 同能量. 两者正交: 〈ψ|Θ̂ψ〉 = 〈Θ̂2ψ|Θ̂ψ〉∗ = −〈ψ|Θ̂ψ〉 (用反幺正性
〈a|b〉 = 〈Θ̂b|Θ̂a〉∗ 与 Θ̂2 = −Î), 故内积为零, 二态线性无关. 因而每个能级至少二重简
并, 且 E 为实数时 Θ̂ |ψ〉 与 |ψ〉 是同一能量的两个独立态. 物理解释: 奇数个电子 (总
自旋半整数) 的系统, 时间反演不破坏任何空间对称性也保证至少二重简并; 这是磁性
离子晶体 (如稀土盐类) 能级结构与自旋链物理的基础. 整数的 Θ̂2 = +Î 情形 (偶数
电子) 无此保证——两组分间的时间反演对称性可为单重.

Eg. 8 自旋–轨道耦合与精细结构的群论计算

问题. 氢原子加自旋–轨道耦合 Ĥ = Ĥ0 + Ĥso, Ĥso = 1
2m2c2 · 1

r
dV
dr L̂ · Ŝ (第 33 节, 含

Thomas 因子). 求 L̂ · Ŝ 在好量子数基上的矩阵元与能级劈裂.
解答. L̂ · Ŝ 是标量算符 (k = 0 张量), 由 Wigner–Eckart 定理 (第 29.4 节), 其矩阵元
在固定 j 的块内与 m 无关. 直接代数: Ĵ2 = L̂2 + Ŝ2 + 2L̂ · Ŝ, 故

L̂ · Ŝ = ℏ2

2
[
j(j + 1) − l(l + 1) − s(s+ 1)

]
, s = 1

2 ,

即对角元;非对角 (不同 l 间)矩阵元由 L̂ · Ŝ 是标量而由选择定则 (∆l = 0或按 k = 1
张量规则) 为零. 于是精细结构劈裂

∆Enlj = ℏ2

4m2c2

〈1
r

dV
dr

〉[
j(j + 1) − l(l + 1) − 3

4

]
,

其中 〈(1/r)(dV/dr)〉 由径向波函数计算 (对 Coulomb 势 ∝ 1/n3l(l + 1)). 对 l ≥ 1 的
每个 (n, l), j = l ± 1

2 给出两个能级, 间距随 n 递减; j = l + 1
2 的能级比 j = l − 1

2 的
高. 要点: 群论 (Wigner–Eckart + 标量算符) 确定矩阵元结构, 动力学只决定一个径
向期望值. 这与 SO(3) 对称破缺到对角线子群的 1 ⊗ 1

2 = 3
2 ⊕ 1

2 分解 (L̂ · Ŝ 对角于 j)
完全对应.

Eg. 9 Bell 态与 SU(2) ⊗ SU(2) 分解

问题. 两个自旋 1
2 粒子 (量子比特) 的态空间 C2 ⊗C2 按联合转动分解; 找出其中受联

合转动不变的单重态, 并解释其纠缠性质.
解答. 由角动量相加 1

2 ⊗ 1
2 = 1 ⊕ 0 (第 27.6 节), 四维空间分解为三重态 (对称, J = 1)

与单重态 (反对称, J = 0). 取标准基:
∣∣∣Ψ−

〉
= 1√

2

(
|↑↓〉 − |↓↑〉

)
(J = 0,反对称),∣∣∣Ψ+

〉
= 1√

2

(
|↑↓〉 + |↓↑〉

)
,

∣∣∣Φ±
〉

= 1√
2

(
|↑↑〉 ± |↓↓〉

)
(J = 1,对称).
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单重态 |Ψ−〉 是 SU(2) ⊗ SU(2) 的标量表示 (第 23 节张量积表示): 对任意联合转动
U ⊗ U , Û ⊗ Û |Ψ−〉 = |Ψ−〉 (由 S1 + S2 的本征值 0; 或用 CG 系数

〈
1
2 ,

1
2 ; 0, 0

∣∣∣12 , 1
2

〉
与

表示的正交性). 这正是第 24.4 节两个全同自旋例子的单重态——两个粒子同一时刻
处于相反自旋, 对任何转动方向都如此. 物理后果: |Ψ−〉 是最大纠缠态 (其约化密度
矩阵 ρ1 = 1

2I2 是无序的), 在联合转动下保持不变, 因而满足 Bell 不等式检验与量子
隐形传态的需要; 三个三重态也相互由局域幺正变换联系. 结论: SU(2) 表示论精确刻
画两比特纠缠的结构, 纠缠的” 类型” 正对应张量积表示 1

2 ⊗ 1
2 = 1 ⊕ 0 的不可约分解.
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结语

全讲沿一条主线展开: 连续对称性由 Lie 群描述, Lie 群在单位元附近由 Lie 代数刻画,
Lie 代数经表示给出量子数, 量子数在力学中表现为守恒量. 这条主线的每一环都经过了
严格的构造:

• 群与商群 (第 1–4 节): 群是结构的最小公理系统; 陪集与 Lagrange 定理奠定阶的算
术, 正规子群与同态定理把” 商” 纳入群论, 半直积给出 E(m) 与 Poincaré 群 T (4) ⋊
O(1, 3) 的结构.

• 光滑流形与矢量场 (第 5–8 节): 切空间与切映射是 Lie 群 Lie 代数的几何载体; 矢量
场的流、对易子与 Lie 导数给出” 无穷小” 的语言. 链式法则, Jacobi 恒等式与完备
性在这里被严格证明.

• Lie 群与 Lie 代数 (第 9–13 节): 左不变矢量场把 Lie 群化为线性代数, L ∼= TeG 使
Lie 代数成为切空间上的代数结构; 指数映射与单参子群把代数元实现为群元. Lie
子群与理想的对应是群论与代数结构互译的第一座桥梁.

• 矩阵 Lie 群 (第 14–18 节): GL,O, SO,U, SU, E(m), O(1, 3) 的几何与代数一并给出,
Lie代数归结为矩阵方程,覆盖与同构关系 (SU(2) → SO(3), o(1, 3)C ∼= su(2)⊕ su(2))
把群论与物理自旋衔接.

• 结构理论 (第 19–22 节): 结构常数, Lie 变换群, 伴随表示与 Killing 型刻画 Lie 代数
的内部结构; 半单判据与不变度规是分类理论的入口.

• 表示论 (第 23 节): 不可约表示与 Schur 引理把对称性转化为线性代数的谱; 紧 Lie
群的完全可约性保证量子力学多重态结构的合法性.

• 量子连续对称性 (第 24–29节): Wigner定理, Stone定理与量子 Noether定理构成完
整链条: 连续对称性 gt

Wigner−−−−→ 幺正群
Stone−−−→ 自伴生成元

Noether−−−−→ 守恒量. 平移, 转动,
时间平移分别给出动量, 角动量与能量的守恒律, 而表示论告诉我们好量子数为何是
量子数.

• Lorentz 与 Poincaré (第 30–33节): 相对论把三个时空对称性统一进半直积 T (4)⋊
L↑

+; 两个 Casimir 不变量 (质量 m, 自旋 s) 是单粒子态的分类标签, Thomas 进动则
是 boost 不闭合的直接物理后果.

Lie 群 G
(连续对称性, 几何)

Lie 代数 g
(无穷小, 代数)

表示 ρ
(不可约, 量子数)

守恒量
(物理, 量子力学)

左不变矢量场 表示论 Noether

第 9–13 节 第 23 节 第 24–29 节
矩阵 Lie 群
第 14–18 节

结构理论
第 19–22 节

Lorentz/
Poincaré 第 30–33 节

图 17: 全书主线: 连续对称性由 Lie 群描述, 经左不变矢量场化归为 Lie 代数, 经表示论
化为量子数, 最终由 Noether 型定理化为守恒量. 底行标出各部分在书中的位置.

三层次图景可以浓缩为一句话: Lie 群是几何, Lie 代数是代数, 表示是量子数. 本讲从抽
象代数的群公理出发, 经过微分几何的流形与切空间, 抵达量子力学的守恒定律与相对论
粒子分类, 把” 对称性决定物理” 这一纲领落实到每一处可检验的推导. 希望读者掌握的
不只是具体定理, 而是” 先问对称性” 的思维方式 – 它既是数学内在的结构之美, 也是物
理最有力的组织原理.
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习题

第一部分　抽象代数基础 (第 1–4 节)

1. 设 G 是有限群, H ≤ G. 证明 Lagrange 定理 |G| = |H| [G : H], 并推出 G 中每个元
素阶整除 |G|.

2. 证明: 若商群 G/Z(G) 是循环群, 则 G 是阿贝尔群.
3. 设 φ : G → G′ 是群同态. 证明第一同构定理 G/Kerφ ∼= Imφ; 并证明对任意正规子
群 H / G, 存在同态 ψ 使 Imψ = G/H.

4. 设 G 作用于集合 X. 证明轨道–稳定子定理 |G · x| = [G : Gx], 并由此推出 Burnside
引理.

第二部分　光滑流形与矢量场 (第 5–8 节)

1. 设 φ : M → N , ψ : N → P 光滑. 证明链式法则 (ψ ◦ φ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗ (在切矢的导子定
义下逐点验证).

2. 设 X,Y 是光滑流形 M 上的光滑矢量场. 证明 [X,Y ] 满足 Leibniz 性质因而是矢量
场, 且是光滑的; 再证明 Jacobi 恒等式 [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

3. 设 M 紧致, X 是 M 上光滑矢量场. 证明 X 完备, 即其局部流可整体延拓为单参微
分同胚群.

4. 证明 LXY = [X,Y ] (用 φt 推前定义的 Lie 导数), 并推出 [φ∗
tX,φ

∗
tY ] = φ∗

t [X,Y ].

第三部分　 Lie 群与 Lie 代数 (第 9–13 节)

1. 证明左平移 Lg 是微分同胚, 且 (Lg)∗ : TeG → TgG 是线性同构; 由此证明左不变矢
量场空间 L ∼= TeG 且 dim L = dimG.

2. 证明: (a)左不变矢量场是光滑矢量场; (b)若 X,Y 左不变, 则 [X,Y ]左不变; 因而 L
是 Lie 代数.

3. 设 φ : G → H 是 Lie 群同态. 证明 φ∗ : g → h 是 Lie 代数同态, 即 φ∗[A,B] =
[φ∗A, φ∗B].

4. 证明左不变矢量场 Ã 完备; 设 γA 是其积分曲线, 证明 γA(s + t) = γA(s)γA(t), 从而
γA(t) = exp(tA), 且 exp((s+ t)A) = exp(sA) exp(tA).

5. 证明指数映射 exp : g → G 在 0 附近是局部微分同胚, 并求出其微分 d exp |0.
6. 对 su(2) 取 X = aσ3, Y = bσ3 与 X = aσ1, Y = bσ2, 直接展开矩阵指数, 验证 BCH
公式的前两项 Z = X + Y + 1

2 [X,Y ] (并核对第三项的系数).
7. 设 H ≤ G 是连通 Lie 群的连通 Lie 子群. 证明 H /G 当且仅当 h / g (理想); 由此证
明 G/Z(G) ∼= Inn(G) 的 Lie 代数对应.

第四部分　矩阵 Lie 群 (第 14–18 节)

1. 证明 o(m) = {A | AT = −A}, 并求 dimO(m).
2. 证明 det Exp(A) = etrA 对任意复矩阵 A 成立, 并由此推出 Exp(A) ∈ SO(m) 当且仅
当 A 反称.

3. 构造 2:1 覆盖 π : SU(2) → SO(3), 并证明 Kerπ = {I,−I}.
4. 证明 o(1, 3) = {A | AT = −ηAη} 且维数为 6; 写出基 {ri, bi} 的全部结构常数.
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第五、六部分　结构理论与表示论 (第 19–23 节)

1. 证明 ad[A,B] = [adA, adB], 并由此证明 [A,B] = d/dt|0 Adexp(tA) B.
2. 证明 Killing 型 K(A,B) = tr(adA adB) 是对称双线性形式且不变: K([A,B], C) =
K(A, [B,C]).

3. 设 G 紧 Lie 群. 证明 g 的 Killing 型负定 (提示: 用紧群上的不变积分把 AdG 化成对
某正定内积的正交表示).

4. 证明 Schur 引理 (两个不可约表示的交错算符是零或同构), 并推出: 阿贝尔群在代数
闭域上的有限维不可约表示都是单维的.

第七部分　量子力学中的连续对称性 (第 24–29 节)

1. 设 T̂ (a) 是平移算符. 用 Stone 定理证明 T̂ (a) = e−iap̂/ℏ 且 p̂ 自伴; 由此推出 [x̂, p̂] =
iℏÎ.

2. 用群对易子恒等式 Rx(ε)Ry(δ)Rx(−ε)Ry(−δ) = Rz(εδ) + O(3) 推导角动量代数
[Ĵx, Ĵy] = iℏĴz.

3. 证明: 空间平移不变性 [T̂ (a), Ĥ] = 0 对一切 a 成立当且仅当动量守恒 d 〈p̂〉 /dt = 0.
4. 用阶梯算符 Ĵ± 完整证明角动量谱定理: Ĵ2 本征值为 j(j + 1)ℏ2, j ∈ {0, 1

2 , 1, . . . }, Ĵz
本征值为 mℏ, m = −j, . . . , j; 并写出矩阵元 〈j,m′|Ĵ±|j,m〉.

5. 设 Ĥ = p̂2/2m+ V̂ (r) 是中心势. 证明角动量守恒, 并解释能级 2l+ 1 重简并的来源;
再说明氢原子 n2 简并如何超出 SO(3) 对称性.

6. 对谐振子, 证明位移算符 D̂(α) = eαâ†−α∗â 满足 D̂(α)D̂(β) = D̂(α + β)ei Im(αβ∗), 由此
推出相干态 |α〉 是 â 的本征态, 并证明过完备关系 1

π

´
|α〉 〈α| d2α = Î.

7. 设自旋 1
2 粒子在磁场中绝热绕一圈. 用 |n+〉 (θ, ϕ) 计算 Berry 相位, 证明 γ = −Ω/2

(立体角的一半), 并说明 Ω = 2π 时为何回到 SU(2) 的 −1 相位.
8. 对二维均匀磁场中的带电粒子, 由引导中心的非对易关系推导磁平移的射影表示
T̂ (a)T̂ (b) = eieB(a×b)z/ℏT̂ (a + b), 并解释这如何导致 Landau 能级的简并度 ∝ B.

第八部分　 Lorentz 与 Poincaré (第 30–33 节)

1. 证明每个 Λ ∈ L↑
+ 有唯一分解 Λ = B(v)R, R ∈ SO(3), 并说明为何 π1(L↑

+) ∼= Z/2.
2. 令 R±

i = 1
2(ri ± ibi). 证明 [R±

i , R
±
j ] = εij

kR±
k , [R+

i , R
−
j ] = 0, 从而 o(1, 3) ⊗ C ∼=

su(2) ⊕ su(2); 说明 (1
2 , 0), (0, 1

2) 与 (1
2 ,

1
2) 各代表什么物理对象.

3. 用 xµσµ 的 2 × 2 矩阵构造覆盖 ρ : SL(2,C) → L↑
+, 证明 Ker ρ = {±I}; 分别写出绕

z 轴转动与沿 z 轴 boost 对应的 S.
4. 求类时与类光参考四动量对应的 Wigner 小群, 说明它们分别是 SO(3) 与 E(2); 由此
解释为什么有质量粒子有 2s+ 1 个自旋态而无质量粒子只有两个螺旋度.

5. 对速度 v 方向转过小角 dv/v 的两段 boost, 计算 Wigner 转角 dθ = γ−1
v

dv, 由此推
出 Thomas 进动频率 ωT = − γ2

γ+1 · v×a
c2 .
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习题解答与提示

以下给出全部习题的解答或提示,与习题编号一一对应.
第一部分　抽象代数基础.

1. 陪集划分 G = ⊔
i giH (第 1.3 节), 每陪集有 |H| 个元素, 故 |G| = [G : H] |H|. 元素

g 的阶即循环子群 〈g〉 的阶, 整除 |G|.
2. 设 G/Z(G) = 〈aZ〉. 对 g1 = ak1z1, g2 = ak2z2 (zi ∈ Z), g1g2 = ak1+k2z1z2 = g2g1, 故
G 阿贝尔.

3. 映射 φ̃ : G/Kerφ → Imφ, gKerφ 7→ φ(g) 良定义 (核的判定) 且双射, 保乘法, 是同
构. 对 H / G, 取自然同态 π : G → G/H, 则 Imπ = G/H.

4. 轨道–稳定子定理 (第 3.2节): φ : G/Gx → G·x, gGx 7→ g·x双射,故 |G·x| = [G : Gx].
Burnside: 数对 (g, x) 使 g · x = x 有两种数法, 得 ∑

x |Gx| = ∑
g |Xg|; 每条轨道贡献

|G|.

第二部分　光滑流形与矢量场.

1. 对任意 f ∈ C∞(P )与 v ∈ TpM : (ψ◦φ)∗v (f) = v(f◦ψ◦φ) = φ∗v (f◦ψ) = ψ∗(φ∗v)(f).
2. [X,Y ](fg) = X(Y (fg)) − Y (X(fg)) = f [X,Y ]g + g[X,Y ]f (交叉项相消), 故是矢量
场; 坐标式 [X,Y ]i = Xj∂jY

i − Y j∂jX
i 光滑. Jacobi 恒等式按第 8 节展开.

3. 设积分曲线 γ : (α, β) → M 为最大延拓, 若 β < ∞, 由 M 紧致, γ([0, β)) 有聚点, 在
聚点邻域用局部流延拓, 与最大性矛盾; 故 β = ∞ (α = −∞ 同理).

4. 由流 φt 定义 LXY := d
dt

∣∣∣
t=0
φ∗
tY ; 用 φ∗

tY 在坐标下的展开或对易子的流公式 (第 8.4
节) 得 LXY = [X,Y ].

第三部分　 Lie 群与 Lie 代数.

1. L−1
g = Lg−1 光滑, 故 Lg 微分同胚; (Lg)∗ 有逆 (Lg−1)∗. 映射 X 7→ Xe 线性: 单 (左
不变性由 Xg = Lg∗Xe 决定), 满 (对 A 定义 Xg = Lg∗A, 它是左不变矢量场), 故
L ∼= TeG.

2. (a) 左不变矢量场 X 的 C∞ 性由 X|U 在局部坐标下光滑 (第 10.2 节). (b)
(Lg)∗[X,Y ] = [(Lg)∗X, (Lg)∗Y ] = [X,Y ], 故 [X,Y ] 左不变.

3. 由第 10节, φ∗ 把左不变场映到左不变场: (φ◦Lg) = (Lφ(g) ◦φ)给出 φ∗(XA) = Xφ∗A;
于是 φ∗[XA, XB] = [φ∗X

A, φ∗X
B] = [Xφ∗A, Xφ∗B], 即 φ∗[A,B] = [φ∗A, φ∗B].

4. 完备性见第 12.2 节. 对固定 s, t 7→ γA(s+ t) 与 t 7→ γA(s)γA(t) 都是 XA 过 γA(s) 的
积分曲线,唯一性给出 γA(s+ t) = γA(s)γA(t); 在 t = 1取 exp(A)得 exp((s+ t)A) =
exp(sA) exp(tA).

5. (d exp)0 = idg (第 12.3 节); 逆函数定理给出 exp 在 0 附近局部微分同胚 (正则坐标).
6. 对 X = aσ3, Y = bσ3: [X,Y ] = 0, eXeY = e(a+b)σ3 , 与 Z = X + Y 一致. 对 X = aσ1,
Y = bσ2: σ1σ2 = iσ3, 由 cosh c + n̂ · σ sinh c 型公式展开至 ab 阶, Z 的 ab 项为
1
2 [X,Y ] = ab

2 · 2iσ3 · 1
2 = iab

2 σ3, 与 ab
2 [σ1, σ2] = iab σ3 的核对留给读者 (系数 −1/12 项

需到 ab2 阶).
7. H/G ⇐⇒ h理想 (第 13.3节定理);取 G为任意连通 Lie群, H = Z(G)时 h = z(g),
商 g/z ∼= inn(g) (内自同构的 Lie 代数), 正是 G/Z(G) ∼= Inn(G) 的切版本.
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第四部分　矩阵 Lie 群.

1. 对 Z(t)TZ(t) = I 在 t = 0 求导: AT + A = 0. 反称矩阵个数 m(m− 1)/2.
2. f(t) = det Exp(tA) 满足 f ′(t) = tr(A)f(t) (第 14.3 节), f(0) = 1, 故 f(1) = etrA. 若
A 反称, trA = 0, Exp(A) ∈ SO(m).

3. 用伴随作用 U(viEi)U−1 = (π(U)v)iEi (第 16.4 节); π 是满同态, Kerπ = {±I}.
4. 由 ΛTηΛ = η求导得 AT = −ηAη;反之用指数验证. 基 {ri, bi}与结构常数见式(18.5).

第五、六部分　结构理论与表示论.

1. ad[A,B] = [adA, adB] 是 Jacobi 恒等式的算子形式. 第二式: Adexp(tA) B =
Exp(t adA)B (第 21.3 节), 对 t 在 0 求导得 [A,B].

2. K 对称由 tr(XY ) = tr(Y X). 不变性: K([A,B], C) = K(A, [B,C]) 由 Ad-不变性对
g = exp(tA) 求导 (第 22.1 节).

3. 取 G 上的不变积分, 定义正定内积 〈A,B〉 =
´

〈Adg A,Adg B〉0 dg; AdG 对之正交, 故
adA 反称, K(A,A) = tr

(
ad2

A

)
≤ 0, 等号当且仅当 A = 0.

4. 设 T 是两不可约表示的交错算符. 取 λ 为 T 的特征值, ker(T −λ) 是不变子空间, 不
可约性迫使为全空间; 故 T = λI (若维数相同) 或 T = 0. 阿贝尔群: 每个 ρ(g) 与所
有 ρ(g′) 对易, 由 Schur 引理 ρ(g) 是数乘, 单维.

第七部分　量子力学中的连续对称性.

1. T̂ (a) 强连续幺正群 (第 26.1 节), Stone 定理给出自伴 p̂ 使 T̂ (a) = e−iap̂/ℏ. 对
[x̂, T̂ (a)] = aT̂ (a) 在 a = 0 求导得 [x̂, p̂] = iℏ.

2. 把群恒等式翻译成算符, 展开至 εδ 阶 (第 27.2 节定理) 得
[
Ĵx, Ĵy

]
= iℏĴz.

3. 展开
[
T̂ (a), Ĥ

]
= 0 的一次项得

[
p̂, Ĥ

]
= 0; 反之幂级数对易. 由 Heisenberg 方程, 后

者等价于 d 〈p̂〉 /dt = 0.
4. 阶梯论证四步 (第 27.4 节): 对易、阶梯、有界性、矩阵元; 得 〈j,m′|Ĵ±|j,m〉 =

ℏ
√
j(j + 1) −m(m± 1)δm′,m±1.

5.
[
Ĵ , Ĥ

]
=
[
L̂, V̂ (r)

]
= −iℏ(x̂ × ∇V ) = 0 (∇V 沿 x̂), 故角动量守恒, 每 (n, l) 能级

2l + 1 重简并; n2 简并来自 so(4) 隐藏对称性 (综合例题 1).
6. 记 X = αâ† − α∗â. 因 [X, â] = −α 是数, BCH 公式截断为 D̂(α)†âD̂(α) = â + α

(第 26.4 节), 故 â |α〉 = α |α〉. 乘积公式由 BCH (括号是数) 直接得出; 过完备性用
Gaussian 积分

´
e−|α|2αn(α∗)m d2α = πn! δnm.

7. 对 |n+〉 = (cos θ
2 , e

iϕ sin θ
2), 〈n+|∂θn+〉 = 0, 〈n+|∂ϕn+〉 = i sin2 θ

2 , 故沿纬线 γ =
−2π sin2 θ

2 = −Ω/2. Ω = 2π 时 eiγ = −1, 即 SU(2) 覆盖的 −1 相位.
8. 引导中心 [X,Y ] = −iℏ/(eB) (第 29.6 节例). 由 BCH: T̂ (a)T̂ (b) = T̂ (a +

b) exp
(

ieB
2ℏ (a × b)z

)
·
(
共轭号

)
合并给出式(28.6). 因 [T̂ (a), T̂ (b)] 6= 0, 可在同一点容

纳 ∼ eB/2πℏ (单位面积) 个独立态, 即 Landau 简并度.

第八部分　 Lorentz 与 Poincaré.

1. u = Λe0 是未来类时单位矢; 存在唯一 boost B 使 Be0 = u, 则 R = B−1Λ 固定 e0 且
保正交超平面, 是转动. 拓扑: L↑

+
∼= R3 × SO(3), 故 π1 = π1(SO(3)) = Z/2.

2. 代入结构常数 (第 31.1 节证明) 得 [R±
i , R

±
j ] = εR±

k , [R+
i , R

−
j ] = 0, 故复化分解成立.
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(1
2 , 0): 左手 Weyl 旋量; (0, 1

2): 右手 Weyl 旋量; (1
2 ,

1
2): 四矢量.

3. 由 xµσµ 的厄米性与 detS = 1 知 X ′ = SXS† 保持行列式 (第 31.3 节), 故给 ρ(S) ∈
O(1, 3); SS† = I (取 X = I) 与 Schur 引理给出 Ker ρ = {±I}. 转动 S = ±e−iθσ3/2,
boost S = ±diag(e−φ/2, eφ/2).

4. 类时参考 p = (m,0) 的稳定子是空间转动 SO(3) (静止系). 类光参考 p = (κ, 0, 0, κ)
的稳定子是 E(2) (绕轴转动加两个零转动); 物理上零转动部分在不可约表示中平凡,
剩 SO(2) 螺旋度. 因而有质量粒子 2s + 1 个态 (SO(3) 表示), 无质量粒子两个螺旋
度 (SO(2) 表示).

5. 用 B(v2)B(v1)−1 作用在 ey 上 (第 33.1 节), 得 x 分量 (γ − 1)dv/v, 即 Wigner 角
dθ = γ−1

v
dv. 除以 dt 并用 γ−1

v2 = γ2

γ+1 · 1
c2 (因 γ2 − 1 = γ2v2/c2), 得 ωT = − γ2

γ+1 · v×a
c2 .
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A
常用公式速查

本附录集中列出正文用到的常用公式,供查阅. 记号与正文一致.

A.1 Pauli矩阵与 su(2)
Pauli 矩阵 (τi, i = 1, 2, 3) 满足:

τiτj = δijI + iεijkτk, {τi, τj} = 2δijI, tr(τiτj) = 2δij, det τi = −1,

以及 τ 2
i = I, 本征值 ±1. 对任意矢量 a, b,

(a · τ )(b · τ ) = (a · b)I + i (a × b) · τ .

su(2) 的基 Ei = − i
2τi 满足 [Ei, Ej] = εij

kEk. 转动指数为

e− i
2 θ·τ = cos θ

2
I − i sin θ

2
n̂ · τ , θ = θn̂,

它是 SU(2) → SO(3) 的 2:1 覆盖 (第 16 节).

A.2 球谐函数与角向公式
球谐函数 Ylm 的显式与正交完备性见式(27.17); 低阶表见第 27.7 节例. 附加常用结论:

注: 加法定理与 Gaunt 积分

加法定理:
l∑

m=−l
Y ∗
lm(θ′, ϕ′)Ylm(θ, ϕ) = 2l + 1

4π
Pl(cos γ), (A.1)

其中 γ 是两方向的夹角, Pl 是 Legendre 多项式. 三个球谐函数积分:

ˆ
Y ∗
l′m′ YLM Ylm dΩ =

√√√√(2l + 1)(2L+ 1)
4π(2l′ + 1)

〈l, 0;L, 0|l′, 0〉 〈l,m;L,M |l′,m′〉 , (A.2)

它在偶极跃迁与多极展开中给出角向选择定则 (第 29.4 节). Legendre 多项式前几项:
P0 = 1, P1 = x, P2 = 1

2(3x2 − 1), P3 = 1
2(5x3 − 3x).

A.3 结构常数与典型 Lie代数
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Table 3: 常见 Lie 代数的基与结构常数
Lie 代数 基 非零 Lie 括号

su(2) ∼= so(3) Ji [Ji, Jj] = εij
kJk

o(1, 3) ri, bi [ri, rj] = εrk, [bi, rj] = εbk, [bi, bj] = −εrk

e(2) J, e1, e2 [J, e1] = e2, [J, e2] = −e1

Heisenberg P,Q, Z [P,Q] = Z (其余为零)
sl(2,C) H,E, F [H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H

注: 各代数简注

e(2) 是平面等度规群 E(2) 的 Lie 代数 (第 17 节): 两个平移生成元对易, 转动混合它
们. Heisenberg代数对应量子力学的 [x̂, p̂] = iℏ (第 26节),是幂零代数的原型. sl(2,C)
是复半单代数的最简单者, 也是所有秩 1 根系统的模型 (第 19 节). 表中 o(1, 3) 行 ε

均指 εij
k.

A.4 常用恒等式

注: BCH 与指数恒等式

若 [X,Y ] = 0, 则 eXeY = eX+Y . 一般情形 (Baker–Campbell–Hausdorff 公式的低阶展
开):

eXeY = exp
(
X + Y + 1

2
[X,Y ] + 1

12
[X, [X,Y ]] − 1

12
[Y, [X,Y ]] +O(4)

)
. (A.3)

伴随作用: eXY e−X = eadXY = Y +[X,Y ]+ 1
2! [X, [X,Y ]]+· · · . 矩阵指数: det eA = etrA,

(eA)−1 = e−A, eAT = (eA)T, eηAη = ηeAη (η = diag(−1, 1, 1, 1)).

注: 矢量与算符恒等式

矢量恒等式: a×(b×c) = b(a ·c)−c(a ·b); (a×b) ·(c×d) = (a ·c)(b ·d)−(a ·d)(b ·c);
(a × b) × (c × d) = [a, b, c]d − [a, b,d]c, 其中 [a, b, c] = a · (b × c) 是混合积. 算符恒
等式 (导数): [A,BC] = [A,B]C +B[A,C]; [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B; Jacobi 恒等
式 [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0. 角动量恒等式: Ĵ · Ŝ = 1

2(Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2);
阶梯算符 Ĵ± = Ĵx ± iĴy, Ĵ± |jm〉 = ℏ

√
j(j + 1) −m(m± 1) |j,m± 1〉.
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Table 4: 常见 Lie 群、Lie 代数的同构/覆盖关系与物理角色 (括号为正文出处)

关系 类型 物理角色

U(1) ∼= SO(2) ∼= S1 同构 相位/电荷, 轴对称
SU(2) ∼= S3 (作为流形) 同胚 自旋态空间

SU(2)/{±I} ∼= SO(3) 2:1 覆盖 自旋与轨道转动

su(2) ∼= so(3) Lie 代数同构 角动量代数

SU(2) × SU(2) → SO(4) 2:1 覆盖 氢原子 so(4) 对称性
Spin(n) → SO(n) 2:1 覆盖 旋量

SL(2,C)/{±I} ∼= L↑
+ 2:1 覆盖 Weyl/Dirac 旋量

o(1, 3) ⊗R C ∼= su(2) ⊕ su(2) 复化同构 (j+, j−) 表示
E(m) = T (m) ⋊O(m) 半直积 欧氏空间等度规群

P = T (4) ⋊O(1, 3) 半直积 平直时空等度规群

SO(3)/ SO(2) ∼= S2 齐性空间 球面/空间量子化
SU(2)/U(1) ∼= S2 齐性空间 相干态/Bloch 球
SO(m+ 1)/ SO(m) ∼= Sm 齐性空间 真空流形/对称空间

A.5 常见 Lie群的同构与覆盖对照

注: 使用说明

表 4 集中了全讲的关键对应: 前四行是量子力学中转动对称性的语言 (SO(3) 与
SU(2) 的互译), 中间三行把自旋与 Lorentz 旋量纳入同一覆盖框架, 半直积两行给
出非齐次等度规群的结构, 齐性空间三行把第 3 节的轨道-稳定子定理落实为几何对
象. 第 16, 30, 31 节分别是各关系式的证明出处.
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