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引言

这一章我们介绍多重线性代数,其主要工具是张量积的概念. 线性空间的张量积是从小的
线性空间构造大的线性空间的又一种方法 (在 8.3 节我们曾介绍了线性空间的外直和, 它
也是从小的线性空间构造大的线性空间的一种方法). 多重线性代数在微分几何, 群表示
论和量子力学等领域有重要的应用.
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1
多重线性映射

1.1 内容精华
在第 9 章我们研究了一个线性空间 V 到另一个线性空间 V ′ (V ′ 可以等于 V ) 的线性映
射. 很自然地可以把它推广到多个线性空间的笛卡儿积到一个线性空间的多重线性映射.

Def. 1 多重线性映射

设 V1, V2, · · · , Vr 与 W 都是域 F 上的线性空间, A 是 V1 × V2 × · · · × Vr 到 W 的一个
映射. 如果对任意的 αi, βi ∈ Vi, i = 1, 2, · · · , r, 任意的 k ∈ F , 有

1◦ A(α1, · · · , αi + βi, · · · , αr) = A(α1, · · · , αi, · · · , αr) + A(α1, · · · , βi, · · · , αr),
2◦ A(α1, · · · , kαi, · · · , αr) = kA(α1, · · · , αi, · · · , αr),
其中 i = 1, 2, · · · , r, 那么称 A 是从 V1 × V2 × · · · × Vr 到 W 的一个多重线性映射.

在定义 1中,若W 取成 F (把 F 看成域 F 上的 1维线性空间),则 A称为 V1×V2×· · ·×Vr

上的一个多重线性函数. 当 r = 2 时, A 称为 V1 × V2 上的一个双线性函数.
在定义 1 中, 当 r = 2 时, A 称为从 V1 × V2 到 W 的一个双线性映射.
从定义 1 看到, 从 V1 × V2 × · · · × Vr 到 W 的一个多重线性映射 A 对每一个变元都是线
性的, 当其他变元固定时.
例如, n 阶行列式函数 det 是从 F n × F n × · · · × F n︸ ︷︷ ︸

n 个

到 F 的一个多重线性函数, 这是由

行列式的性质 3 和性质 2 (对于列来用) 得出的.
与线性映射类似, 多重线性映射被它在 V1, V2, · · · , Vr 的取定基下的作用所唯一决定, 即
设 V1, V2, · · · , Vr 都是域 F 上的有限维线性空间, W 是域 F 上的一个线性空间, A 是
V1 × V2 × · · · × Vr 到 W 的一个多重线性映射, 在 Vi 中取一个基 αi1, αi2, · · · , αini

(i =
1, 2, · · · , r), 则 A 完全被它在取定的基向量的组合处的作用所决定, 其中 1 ⩽ j1 ⩽ n1,
1 ⩽ j2 ⩽ n2, · · · , 1 ⩽ jr ⩽ nr.

A(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr) = βj1j2···jr ∈ W

换句话说, 如果 A 和 B 都是 V1 × V2 × · · · × Vr 到 W 的多重线性映射, 且满足

A(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr) = B(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr),

其中 1 ⩽ j1 ⩽ n1, 1 ⩽ j2 ⩽ n2, · · · , 1 ⩽ jr ⩽ nr, 那么 A = B.
多重线性映射是否存在? 看下面的定理:
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Thm. 1 多重线性映射的存在性与唯一性

设 V1, V2, · · · , Vr 都是域 F 上的有限维线性空间, 在 Vi 中取一个基 αi1, αi2, · · · , αini

(i = 1, 2, · · · , r); W 是域 F 上的一个线性空间, 在 W 中任取 n1n2 · · ·nr 个向量
βj1j2···jr , 1 ⩽ jk ⩽ nk (k = 1, 2, · · · , r), 则存在 V1 × V2 × · · · × Vr 到 W 的唯一的一个
多重线性映射 A, 使得

A(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr) = βj1j2···jr , (1.1)

其中 1 ⩽ jk ⩽ nk (k = 1, 2, · · · , r).

Pf 令
A : V1 × V2 × · · · × Vr −→ W( n1∑

j1=1
a1j1α1j1 , · · · ,

nr∑
jr=1

arjrαrjr

)
7−→

n1∑
j1=1

· · ·
nr∑

jr=1
a1j1 · · · arjrβj1j2···jr ,

显然 A 是映射. 对于 i ∈ {1, 2, · · · , r}, 有

A
( n1∑

j1=1
a1j1α1j1 , · · · ,

ni∑
ji=1

aiji
αiji

+
ni∑

ji=1
ciji
αiji

, · · · ,
nr∑

jr=1
arjrαrjr

)

=
n1∑

j1=1
· · ·

ni∑
ji=1

· · ·
nr∑

jr=1
a1j1 · · · (aiji

+ ciji
) · · · arjrβj1j2···jr

=
n1∑

j1=1
· · ·

ni∑
ji=1

· · ·
nr∑

jr=1
a1j1 · · · aiji

· · · arjrβj1j2···jr

+
n1∑

j1=1
· · ·

ni∑
ji=1

· · ·
nr∑

jr=1
a1j1 · · · ciji

· · · arjrβj1j2···jr

= A
( n1∑

j1=1
a1j1α1j1 , · · · ,

ni∑
ji=1

aiji
αiji

,

· · · ,
nr∑

jr=1
arjrαrjr

)

+ A
( n1∑

j1=1
a1j1α1j1 , · · · ,

ni∑
ji=1

ciji
αiji

,

· · · ,
nr∑

jr=1
arjrαrjr

)
.

同理可证, A 对每一个变元保持纯量乘法, 因此 A 是从 V1 × V2 × · · · × Vr 到 W 的一个多
重线性映射. 显然 A 满足(1.1) 式.
如果 B 也是从 V1 × V2 × · · · × Vr 到 W 的一个线性映射, 且 B 使得

B(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr) = βj1j2···jr ,

其中 1 ⩽ jk ⩽ nk (k = 1, 2, · · · , r), 则据定理 1 前面指出的多重线性映射的性质得,
A = B.
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Cor. 1 多重线性函数的存在性

设 V1, V2, · · · , Vr 都是域 F 上的有限维线性空间, 在 Vi 中取一个基 αi1, αi2, · · · , αini

(i = 1, 2, · · · , r),在 F 中任取 n1n2 · · ·nr 个元素 bj1j2···jr , 1 ⩽ jk ⩽ nk (k = 1, 2, · · · , r),
则存在 V1 × V2 × · · · × Vr 上的唯一的一个多重线性函数 f , 使得

f(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr) = bj1j2···jr , (1.2)

其中 1 ⩽ jk ⩽ nk (k = 1, 2, · · · , r).

设 V1, V2, · · · , Vr,W 都是域 F 上的线性空间, 我们用 P(V1, V2, · · · , Vr;W ) 表示从 V1 ×
V2 × · · · × Vr 到 W 的所有多重线性映射组成的集合. 在这个集合中可以定义加法如下:
对于 A,B ∈ P(V1, V2, · · · , Vr;W ), 规定

(A+B)(α1, α2, · · · , αr) = A(α1, α2, · · · , αr) +B(α1, α2, · · · , αr).

还可以定义域 F 与 P(V1, V2, · · · , Vr;W ) 的纯量乘法如下: 对于 k ∈ F , A ∈
P(V1, V2, · · · , Vr;W ), 规定

(kA)(α1, α2, · · · , αr) = kA(α1, α2, · · · , αr).

容易验证, P(V1, V2, · · · , Vr;W ) 成为域 F 上的一个线性空间, 当 W = F 时, 把这个线性
空间简记成P(V1, V2, · · · , Vr), 它是 V1 ×V2 × · · · ×Vr 上的所有多重线性函数组成的线性
空间.
设 V1, V2, · · · , Vr 都是域 F 上的有限维线性空间, Vi 的维数为 ni (i = 1, 2, · · · , r). 试问:
P(V1, V2, · · · , Vr) 的维数是多少? 为了回答这个问题, 先找出一个基.
对于任意给定的一组下标 k1, k2, · · · , kr, 在推论 1 中取

bj1j2···jr = δj1k1δj2k2 · · · δjrkr , (1.3)

其中 1 ⩽ ji ⩽ ni (i = 1, 2, · · · , r). 据推论 1 的结论得, 存在 V1 × V2 × · · · × Vr 上的唯一
的一个多重线性函数 fk1k2···kr , 使得

fk1k2···kr(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr) = δj1k1δj2k2 · · · δjrkr , (1.4)

其中 1 ⩽ ji ⩽ ni (i = 1, 2, · · · , r). 于是

fk1k2···kr(α1k1 , α2k2 , · · · , αrkr) = 1,

而 fk1k2···kr 在基向量的其他组合处取值全为零. 容易证明 P(V1, V2, · · · , Vr) 的子集

{fk1k2···kr | 1 ⩽ ki ⩽ ni, i = 1, 2, · · · , r}

线性无关 (设 ∑n1
k1=1 · · · ∑nr

kr=1 ck1k2···krfk1k2···kr = 0, 考虑左右两边的多重线性函数在基向
量的各种组合处的函数值, 去证所有系数 ck1k2···kr 全为 0). 任取一个多重线性函数 g, 设

g(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr) = aj1j2···jr , 1 ⩽ ji ⩽ ni (i = 1, 2, · · · , r),

由于

n1∑
k1=1

· · ·
nr∑

kr=1
ak1k2···krfk1k2···kr(α1j1 , α2j2 , · · · , αrjr) =

n1∑
k1=1

· · ·
nr∑

kr=1
ak1k2···krδj1k1δj2k2 · · · δjrkr
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= aj1j2···jr ,

因此

g =
n1∑

k1=1
· · ·

nr∑
kr=1

ak1k2···krfk1k2···kr .

综上所述, {fk1k2···kr | 1 ⩽ ki ⩽ ni, i = 1, 2, · · · , r} 是线性空间 P(V1, V2, · · · , Vr) 的一个
基. 于是我们证明了:

Thm. 2 多重线性函数空间的基与维数

设 V1, V2, · · · , Vr 都是域 F 上有限维线性空间, Vi 的维数为 ni, 在 Vi 中取一个基
αi1, αi2, · · · , αini

(i = 1, 2, · · · , r); 利用(1.4) 式定义的多重线性函数 fk1k2···kr , 当 1 ⩽
ki ⩽ ni (i = 1, 2, · · · , r) 时, 它们形成 P(V1, V2, · · · , Vr) 的一个基, 从而

dim P(V1, V2, · · · , Vr) = n1n2 · · ·nr. (1.5)

对于 V × U 上的所有双线性函数组成的线性空间 P(V, U), 我们可以用另一种方法求出
P(V, U) 的一个基. 这是从 10.1 节内容精华的第七部分受到启发. 在那里我们对于域 F
上的 n 维线性空间 V , 找出了 V 上所有双线性函数组成的线性空间 T2(V ) 的一个基, 其
关键想法是给了 V 上的两个线性函数 g, h, 令

f(α, β) = g(α)h(β), ∀α, β ∈ V,

容易验证 f(α, β) 是 V 上的一个双线性函数, 把它记成 g ⊗ h, 即

g ⊗ h(α, β) def= g(α)h(β), ∀α, β ∈ V.

类似地, 设 V, U 分别是域 F 上 n 维, m 维线性空间, 对于 g ∈ V ∗, h ∈ U∗, 我们定义

g ⊗ h(α, β) = g(α)h(β), α ∈ V, β ∈ U. (1.6)

容易验证, g ⊗ h 是 V × U 上的一个双线性函数, 于是存在一个映射 σ:

σ : V ∗ × U∗ −→ P(V, U), (g, h) 7−→ g ⊗ h,

在 V 中取一个基 α1, α2, · · · , αn, 它在 V ∗ 中的对偶基为 g1, g2, · · · , gn; 在 U 中取一个基
β1, β2, · · · , βm, 它在 U∗ 中的对偶基为 h1, h2, · · · , hm. 考虑 nm 个双线性函数

gi ⊗ hj, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m, (1.7)

容易证明它们线性无关. 由于从定理 2 得

dim P(V, U) = nm, (1.8)

因此(1.7) 式给出的 nm 个双线性函数是 P(V, U) 的一个基, 于是我们证明了:

Thm. 3 双线性函数空间的张量积基

设 V, U 分别是域 F 上 n 维, m 维线性空间, V 的一个基 α1, α2, · · · , αn 在 V ∗ 中的对
偶基为 g1, g2, · · · , gn; U 的一个基 β1, β2, · · · , βm 在 U∗ 中的对偶基为 h1, h2, · · · , hm,
则 gi ⊗ hj (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m) 是 P(V, U) 的一个基.
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现在我们对 V ∗, U∗ 运用上述结论. 从 9.10 节知道, V ∗ 的对偶空间记作 V ∗∗, V 到 V ∗ 有
一个同构映射, V ∗ 到 V ∗∗ 也有一个同构映射. α ∈ V 在这相继的两个同构映射下的象记
作 α∗∗ ∈ V ∗∗. 对于任意 f ∈ V ∗, 有

α∗∗(f) = f(α). (1.9)

V 到 V ∗∗ 的同构映射 α 7−→ α∗∗ 不依赖于基的选择, 因此可以把 α 与 α∗∗ 等同起来. 从
而可以把 V 与 V ∗∗ 等同, 于是对 V ∗ 和 U∗ 运用(1.6) 式得, 对于 α ∈ V , β ∈ U , 有

α⊗ β(g, h) = α∗∗(g)β∗∗(h) = g(α)h(β), g ∈ V ∗, h ∈ U∗. (1.10)

α⊗ β 是 V ∗ × U∗ 上的一个双线性函数, 于是存在一个映射 τ :

τ : V × U −→ P(V ∗, U∗), (α, β) 7−→ α⊗ β.

设 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基, 它在 V ∗ 中的对偶基为 g1, g2, · · · , gn, 而 g1, g2, · · · , gn

在 V ∗∗ 中的对偶基为 α∗∗
1 , α

∗∗
2 , · · · , α∗∗

n ; 设 β1, β2, · · · , βm 是 U 的一个基, 它在 U∗ 中的
对偶基为 h1, h2, · · · , hm, 而 h1, h2, · · · , hm 在 U∗∗ 中的对偶基为 β∗∗

1 , β
∗∗
2 , · · · , β∗∗

m . 对于
V ∗, U∗ 运用定理 3 得

α∗∗
i ⊗ β∗∗

j , i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m

是 P(V ∗, U∗) 的一个基, 把 α∗∗
i 与 αi 等同, β∗∗

j 与 βj 等同, 则

αi ⊗ βj, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m (1.11)

是 P(V ∗, U∗) 的一个基, dim P(V ∗, U∗) = nm.
与 V 上的双线性函数有表达式类似, V × U 上的双线性函数也有表达式.
设 V, U 分别是域 F 上的 n 维, m 维线性空间, f 是 V × U 上的一个双线性函数, 在
V 中取一个基 α1, α2, · · · , αn, 在 U 中取一基 β1, β2, · · · , βm. 任取 α ∈ V , β ∈ U ,
设 α = (α1, α2, · · · , αn)X, β = (β1, β2, · · · , βm)Y , 其中 X = (x1, x2, · · · , xn)′, Y =
(y1, y2, · · · , ym)′, 则

f(α, β) = f
( n∑

i=1
xiαi,

m∑
j=1

yjβj

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjf(αi, βj). (1.12)

令

A =


f(α1, β1) f(α1, β2) · · · f(α1, βm)
f(α2, β1) f(α2, β2) · · · f(α2, βm)

... ... ...
f(αn, β1) f(αn, β2) · · · f(αn, βm)

 , (1.13)

称 A 是 f 在 V 的基 α1, α2, · · · , αn 和 U 的基 β1, β2, · · · , βm 下的度量矩阵, 则(1.12) 式
可写成

f(α, β) = X ′AY. (1.14)
(1.14) 式就是 V × U 上的双线性函数 f 的表达式.

1.2 典型例题
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Eg. 1 迹双线性函数

设 F 是一个域, 令

f(A,B) = tr(AB), ∀A ∈ Ms×n(F ), B ∈ Mn×s(F ).

证明: f 是 Ms×n(F ) ×Mn×s(F ) 上的一个双线性函数.

Pf 由于对任意 A,C ∈ Ms×n(F ), B ∈ Mn×s(F ) 有

f(A+ C,B) = tr[(A+ C)B] = tr(AB + CB) = tr(AB) + tr(CB)
= f(A,B) + f(C,B),

f(kA,B) = tr[(kA)B] = k tr(AB) = kf(A,B),

因此 f 对第一个变元是线性的, 同理可证, f 对第二个变元也是线性的, 因此 f 是
Ms×n(F ) ×Mn×s(F ) 上的双线性函数.

8
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2
线性空间的张量积

2.1 内容精华

2.1.1 张量积的概念

从上节定理 3 及其后的讨论知道, 设 V, U 分别是域 F 上的 n 维, m 维线性空间, 则存在
V × U 到 P(V ∗, U∗) 的双线性映射:

τ : V × U −→ P(V ∗, U∗), (α, β) 7−→ α⊗ β.

由于 dim P(V ∗, U∗) = nm, 因此从 V, U 得到了一个大的线性空间 P(V ∗, U∗), 它们的维
数之间的关系为

dim P(V ∗, U∗) = (dim V )(dimU). (2.1)
任取 α ∈ V , β ∈ U , 可得到 P(V ∗, U∗) 的唯一确定的元素 α⊗ β, 它是 V ∗ ×U∗ 上的一个
双线性函数, 满足

α⊗ β(g, h) = g(α)h(β), g ∈ V ∗, h ∈ U∗, (2.2)
由此看到, (α, β) 与 α ⊗ β 之间的联系不太直观. 因此我们的注意力应放在挖掘 α ⊗ β 有
关运算的信息, 以及从 V × U 到 P(V ∗, U∗) 的这个双线性映射 τ 的性质. 由于

τ(α + γ, β) = τ(α, β) + τ(γ, β), α, γ ∈ V, β ∈ U,

τ(α, β + η) = τ(α, β) + τ(α, η), α ∈ V, β, η ∈ U,

τ(kα, β) = kτ(α, β), τ(α, kβ) = kτ(α, β), α ∈ V, β ∈ U, k ∈ F,

因此
(α + γ) ⊗ β = α⊗ β + γ ⊗ β, α, γ ∈ V, β ∈ U, (2.3)
α⊗ (β + η) = α⊗ β + α⊗ η, α ∈ V, β, η ∈ U, (2.4)

(kα) ⊗ β = k(α⊗ β) = α⊗ kβ, α ∈ V, β ∈ U, k ∈ F. (2.5)

设 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基, β1, β2, · · · , βm 是 U 的一个基, 从定理 3 后面一段话
的(1.11) 式知道,

αi ⊗ βj, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m (2.6)
是 P(V ∗, U∗) 的一个基, 于是

P(V ∗, U∗) = 〈αi ⊗ βj | i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m〉.

设 W 是域 F 上任意一个线性空间, A 是 V × U 到 W 的任意一个双线性映射. 设

A(αi, βj) = γij, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m. (2.7)

9
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由于 P(V ∗, U∗) 和 W 都是域 F 上的线性空间, 且(2.6) 式中的 nm 个向量是 P(V ∗, U∗)
的一个基, 因此对于 W 中的 nm 个向量 γij (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m), 存在
P(V ∗, U∗) 到 W 的唯一的线性映射 φ, 使得

φ(αi ⊗ βj) = γij, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m, (2.8)

从而对于 i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m, 有

A(αi, βj) = γij = φ(αi ⊗ βj) = φτ(αi, βj), (2.9)

由于 A 和 φτ 都是从 V × U 到 W 的双线性映射, 因此从(2.9) 式可进一步得到

A(α, β) = φτ(α, β), ∀α ∈ V, β ∈ U, (2.10)

于是
A = φτ. (2.11)

这表明从 V × U 到 P(V ∗, U∗) 的双线性映射 τ 具有这样的性质: 对于从 V × U 到域 F
上任意线性空间 W 的任一双线性映射 A, 存在 P(V ∗, U∗) 到 W 的一个线性映射 φ, 使
得 A = φτ .

V × U P(V ∗, U∗)

W

τ

A φ

图 1: P(V ∗, U∗) 与 τ 满足张量积特征性质的交换图.

如果还有一个从 P(V ∗, U∗) 到 W 的线性映射 φ1 也适合 A = φ1τ , 那么对于 i =
1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m, 有

φτ(αi, βj) = A(αi, βj) = φ1τ(αi, βj), (2.12)

即
φ(αi ⊗ βj) = φ1(αi ⊗ βj). (2.13)

于是 φ 和 φ1 在 P(V ∗, U∗) 的一个基上的作用相同, 从而 φ = φ1, 因此对于从 V × U 到
W 的任一双线性映射 A, 存在 P(V ∗, U∗) 到 W 的唯一的线性映射 φ, 使得 A = φτ . 于
是我们证明了:

Prop. 1 P(V ∗, U∗) 的张量积特征性质

设 V, U 分别是域 F 上的 n 维, m 维线性空间, 则有 V ×U 到P(V ∗, U∗) 的双线性映
射 τ : (α, β) 7−→ α ⊗ β, 且 P(V ∗, U∗) 和 τ 具有下述性质: 设 W 是域 F 上任意线性
空间, 对于 V × U 到 W 的任一双线性映射 A, 存在 P(V ∗, U∗) 到 W 的唯一的线性
映射 φ, 使得 A = φτ .

读者自然要问: 具有上述性质的线性空间和从 V × U 到这个线性空间的双线性映射除了
P(V ∗, U∗) 和 τ 外, 还有没有其他的? 如果有, 它们之间的关系是什么?

10
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设 M 是域 F 上的一个线性空间, τ1 是 V ×U 到 M 的一个双线性映射, 它具有上述性质.
我们来探讨 M 与 P(V ∗, U∗) 之间的关系.
由于 P(V ∗, U∗) 和 τ 具有上述性质, 因此对于 V × U 到 M 的双线性映射 τ1, 存在
P(V ∗, U∗) 到 M 的唯一的线性映射 ψ1, 使得 τ1 = ψ1τ .

V × U P(V ∗, U∗)

M

τ

τ1
ψ1

图 2: τ1 = ψ1τ 的交换图.

由于 M 和 τ1 具有上述性质, 因此对于 V ×U 到 P(V ∗, U∗) 的双线性映射 τ , 存在 M 到
P(V ∗, U∗) 的唯一的线性映射 ψ2, 使得 τ = ψ2τ1. 从而

τ = ψ2ψ1τ. (2.14)

V × U M

P(V ∗, U∗)

τ1

τ
ψ2

图 3: τ = ψ2τ1 的交换图.

显然, P(V ∗, U∗) 上的恒等变换 I 使得

τ = Iτ. (2.15)

由于 P(V ∗, U∗) 和 τ 具有上述性质, 因此对于从 V × U 到 P(V ∗, U∗) 的双线性映射 τ ,
存在 P(V ∗, U∗) 到自身的唯一的线性映射, 使得 τ 等于这个线性映射与 τ 的乘积. 于是
从(2.14) 式和(2.15) 式得

ψ2ψ1 = I, (2.16)
同理可得

ψ1ψ2 = IM . (2.17)
从(2.16) 式和(2.17) 式得, ψ1 是可逆映射, 从而 ψ1 是双射. 又由于 ψ1 是 P(V ∗, U∗) 到
M 的线性映射, 因此 ψ1 是 P(V ∗, U∗) 到 M 的一个同构映射, 从而

P(V ∗, U∗) ∼= M, (2.18)

且
τ1 = ψ1τ. (2.19)

这表明: 如果还有域 F 上的线性空间 M 和从 V × U 到 M 的双线性映射 τ1 具有上述性
质, 那么 M 与 P(V ∗, U∗) 同构. 由此受到启发, 我们引进下述重要概念:

11
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Def. 1 张量积

设 V, U 是域 F 上的线性空间, 如果存在域 F 上的线性空间 T 和从 V ×U 到 T 的双
线性映射 σ, 且 T 和 σ 具有下述性质: 对于域 F 上任意线性空间 W , 从 V ×U 到 W
的任一双线性映射 A, 都存在 T 到 W 的唯一的线性映射 ψ, 使得

A = ψσ, (2.20)

即图 4 可交换, 那么称二元组 (T, σ) 是 V 与 U 的一个张量积. 为简单起见, 也说 T
是 V 与 U 的一个张量积.

V × U T

W

σ

A ψ

图 4: 张量积 (T, σ) 的特征性质交换图.

从定义 1 看到, V 与 U 的张量积是指域 F 上的线性空间 T 和从 V × U 到 T 的双线性
映射 σ, 且 T 和 σ 要满足定义 1 中所说的性质, 这性质称为张量积的特征性质.
设 V, U 是域 F 上的有限维线性空间,从命题 1得出, P(V ∗, U∗)就是 V 与 U 的一个张量
积. 从定义 1前面的讨论知道,如果M 也是 V 与 U 的一个张量积,那么M 与P(V ∗, U∗)
同构, 于是我们证明了下述定理:

Thm. 1 张量积的存在性与唯一性

设 V, U 是域 F 上有限维线性空间, 则 V 与 U 的张量积存在, 且在同构的意义下是唯
一的.

对于域 F 上有限维线性空间 V, U , 由于它们的张量积在同构的意义下是唯一的, 因此我
们用 V ⊗ U 表示 V 与 U 的张量积. 对于任意 α ∈ V , β ∈ U , 把 σ(α, β) 记作 α ⊗ β, 由
于 σ 是双线性映射, 因此有

(α + γ) ⊗ β = α⊗ β + γ ⊗ β, α, γ ∈ V, β ∈ U ; (2.21)

α⊗ (β + η) = α⊗ β + α⊗ η, α ∈ V, β, η ∈ U ; (2.22)
(kα) ⊗ β = k(α⊗ β) = α⊗ kβ, α ∈ V, β ∈ U, k ∈ F. (2.23)

在本节一开始, 我们曾经对于 P(V ∗, U∗) 的元素证明了这三个恒等式.

Thm. 2 张量积的基与维数公式

设 V, U 分别是域 F 上的 n 维, m 维线性空间, V 中取一个基 α1, α2, · · · , αn, U 中取
一个基 β1, β2, · · · , βm, 则

αi ⊗ βj, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m (2.24)

12
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是 V ⊗ U 的一个基, 且

dim V ⊗ U = nm = (dim V )(dimU). (2.25)

Pf 由于 V 的一个基是 α1, α2, · · · , αn, U 的一个基是 β1, β2, · · · , βm, 因此 αi ⊗ βj (i =
1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m) 是 P(V ∗, U∗) 的一个基, 且 dim P(V ∗, U∗) = nm. 由于 V
与 U 的任意一个张量积都与 P(V ∗, U∗) 同构, 设 P(V ∗, U∗) 到 V ⊗ U 的一个同构映射
为 φ, 则 {φ(αi ⊗ βj) | i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m} 是 V ⊗ U 的一个基, 把 φ(αi ⊗ βj)
与 αi ⊗ βj 等同, 因此 V ⊗ U 的一个基是 αi ⊗ βj (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m), 且
dim V ⊗ U = nm.
从定理 2 和(2.21)、(2.22)、(2.23) 式得, V ⊗ U 的任一元素可表示成

r∑
l=1

kl(γl ⊗ ηl) (2.26)

的形式, 其中 γl ∈ V , ηl ∈ U , kl ∈ F , l = 1, 2, · · · , r.
在本节典型例题的例 2 及其点评中指出: 当 V 与 U 不必是有限维时, V ⊗ U 也存在, 且
它的任一元素也可表示成(2.26) 式的形式.
由于 σ 是 V × U 到 V ⊗ U 的双线性映射, 因此

σ(0, β) = σ(0 · 0, β) = 0 σ(0, β) = 0, σ(α, 0) = 0,

从而 0 ⊗ β = 0, α ⊗ 0 = 0, ∀α ∈ V , β ∈ U . 这表明 V ⊗ U 中零元的表法不唯一, 从而
V ⊗ U 的任一元素表示成(2.26) 式的形式时表法不唯一.
当 U = V 时, 对于 α, β ∈ V , 一般地, α ⊗ β 6= β ⊗ α. 这是因为 V × V 到 V ⊗ V 的双线
性映射 σ 不具有对称性, 即

α⊗ β = σ(α, β) 6= σ(β, α) = β ⊗ α.

可以证明, 对于域 F 上任意两个线性空间 V, U (不必都是有限维的), V 与 U 的张量积都
存在, 且在同构的意义下是唯一的. 关于唯一性的证明与前面证明 M 与 P(V ∗, U∗) 同构
的方法一样. 关于存在性的证明见本节典型例题的例 2.
域 F 上线性空间 V 与 U 的张量积的概念是比较抽象的, 我们不要把关注点放在 V ⊗ U
的元素的具体含义是什么,而应当关注 V ⊗U 的元素的有关运算的性质 (即(2.21)、(2.22)、
(2.23) 式), V ⊗ U 的结构 (它是域 F 上的一个线性空间, 当 V 与 U 分别是 n 维, m 维
时, dim V ⊗ U = nm, 设 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基, β1, β2, · · · , βm 是 U 的一个基, 则
αi ⊗ βj (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m) 是 V ⊗ U 的一个基, V ⊗ U 的元素可表示成有
限和(2.26) 式的形式), 以及 V ⊗ U 和从 V × U 到 V ⊗ U 的双线性映射 σ 所具有的特征
性质: 对于从 V ×U 到域 F 上任意线性空间 W 的任一双线性映射 A, 存在 V ⊗U 到 W
的唯一的线性映射 ψ, 使得 A = ψσ.

2.1.2 张量积满足的运算法则

设 V, U 是域 F 上的有限维线性空间, 则有域 F 上的一个有限维线性空间 V ⊗U , 因此张
量积是域 F 上有限维线性空间组成的集合上的一种运算. 它满足什么运算法则呢?
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Thm. 3 张量积的交换律与结合律

设 V1, V2, V3 是域 F 上有限维线性空间, 则存在 V1 ⊗ V2 到 V2 ⊗ V1 的一个同构映射
ψ1, 使得

ψ1(α⊗ β) = β ⊗ α, α ∈ V1, β ∈ V2; (2.27)
还存在 (V1 ⊗ V2) ⊗ V3 到 V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) 的一个同构映射 ψ2, 使得

ψ2((α⊗ β) ⊗ γ) = α⊗ (β ⊗ γ), α ∈ V1, β ∈ V2, γ ∈ V3. (2.28)

Pf 在 V1, V2, V3 中分别取一个基:

α1, α2, · · · , αn1 ; β1, β2, · · · , βn2 ; γ1, γ2, · · · , γn3 ,

则 αi ⊗ βj (i = 1, 2, · · · , n1; j = 1, 2, · · · , n2) 是 V1 ⊗ V2 的一个基; βj ⊗ αi (j =
1, 2, · · · , n2; i = 1, 2, · · · , n1) 是 V2 ⊗ V1 的一个基. 我们知道, dim V1 ⊗ V2 = n1n2 =
dim V2 ⊗ V1. 任取 α = ∑n1

i=1 aiαi, β = ∑n2
j=1 bjβj, 则

α⊗ β =
( n1∑

i=1
aiαi

)
⊗

( n2∑
j=1

bjβj

)
=

n1∑
i=1

n2∑
j=1

aibj(αi ⊗ βj).

令

ψ1 : V1 ⊗ V2 −→ V2 ⊗ V1, α ⊗ β =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

aibj(αi ⊗ βj) 7−→
n1∑
i=1

n2∑
j=1

aibj(βj ⊗ αi),

则据 8.3 节定理 1 的充分性证明得, ψ1 是 V1 ⊗ V2 到 V2 ⊗ V1 的一个同构映射. 由于
n1∑
i=1

n2∑
j=1

aibj(βj ⊗ αi) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

(bjβj ⊗ aiαi)

=
n2∑

j=1

n1∑
i=1

(bjβj ⊗ aiαi)

=
( n2∑

j=1
bjβj

)
⊗

( n1∑
i=1

aiαi

)
= β ⊗ α,

因此
ψ1(α⊗ β) = β ⊗ α.

易知, (αi ⊗βj)⊗γk (i = 1, 2, · · · , n1; j = 1, 2, · · · , n2; k = 1, 2, · · · , n3)是 (V1 ⊗V2)⊗V3 的
一个基; αi ⊗ (βj ⊗γk) (i = 1, 2, · · · , n1; j = 1, 2, · · · , n2; k = 1, 2, · · · , n3)是 V1 ⊗ (V2 ⊗V3)
的一个基, 且

dim(V1 ⊗ V2) ⊗ V3 = n1n2n3 = dim V1 ⊗ (V2 ⊗ V3).

任取 α = ∑n1
i=1 aiαi, β = ∑n2

j=1 bjβj, γ = ∑n3
k=1 ckγk, 则

(α⊗ β) ⊗ γ =
(( n1∑

i=1
aiαi

)
⊗

( n2∑
j=1

bjβj

))
⊗

( n3∑
k=1

ckγk

)

=
( n1∑

i=1

n2∑
j=1

aibjαi ⊗ βj

)
⊗

( n3∑
k=1

ckγk

)
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=
n1∑
i=1

n2∑
j=1

n3∑
k=1

aibjck(αi ⊗ βj) ⊗ γk.

令

ψ2 : (V1 ⊗ V2) ⊗ V3 −→ V1 ⊗ (V2 ⊗ V3), (α⊗ β) ⊗ γ 7−→
n1∑
i=1

n2∑
j=1

n3∑
k=1

aibjckαi ⊗ (βj ⊗ γk),

则 ψ2 是 (V1 ⊗ V2) ⊗ V3 到 V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) 的一个同构映射, 且

ψ2((α⊗ β) ⊗ γ) = α⊗ (β ⊗ γ).

从定理 3 知道, V1 ⊗ V2 到 V2 ⊗ V1 有一个同构映射 ψ1, 使得 ψ1(α ⊗ β) = β ⊗ α. 在这样
理解下, 我们可以记

V1 ⊗ V2 = V2 ⊗ V1, (2.29)
这表明张量积满足交换律. 同理, 在类似的理解下, 我们可记

(V1 ⊗ V2) ⊗ V3 = V1 ⊗ (V2 ⊗ V3), (2.30)

这表明张量积满足结合律.
由于张量积满足结合律, 因此对于多个有限维线性空间 V1, V2, · · · , Vs, 有张量积 V1 ⊗V2 ⊗
· · · ⊗ Vs. 它的任意元素可以表示成形如

γ1 ⊗ γ2 ⊗ · · · ⊗ γs, γi ∈ Vi, i = 1, 2, · · · , s

的元素的线性组合, 但是它的表法不唯一.

2.1.3 线性变换的张量积

设 V, U 是域 F 上的线性空间, A,B 分别是 V, U 上的线性变换. 考虑 V ×U 到 V ⊗U 的
映射 C:

C : (α, β) 7−→ Aα⊗Bβ, α ∈ V, β ∈ U,

容易验证 C 对每一个变元都是线性的,因此 C 是 V ×U 到 V ⊗U 的一个双线性映射. 据
张量积的定义得, 存在 V ⊗ U 到 V ⊗ U 的唯一的线性映射, 记作 A⊗B, 使得

C = (A⊗B)σ. (2.31)

从而对于任意 α ∈ V , β ∈ U , 有

C(α, β) = (A⊗B)σ(α, β),

即
(A⊗B)(α⊗ β) = Aα⊗Bβ.

于是我们证明了下述定理:
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Thm. 4 线性变换的张量积

设 V, U 是域 F 上线性空间, A,B 分别是 V, U 上的线性变换, 则存在 V ⊗ U 上的唯
一的线性变换, 记作 A⊗B, 使得

(A⊗B)(α⊗ β) = Aα⊗Bβ, α ∈ V, β ∈ U, (2.32)

把 A⊗B 称为 A 与 B 的张量积.

与定理 4 完全一样的证法可证得下述命题:

Prop. 2 线性映射的张量积

设 V, U, V ′, U ′ 都是域 F 上的线性空间, A ∈ Hom(V, V ′), B ∈ Hom(U,U ′), 则存在
V ⊗ U 到 V ′ ⊗ U ′ 的唯一的线性映射, 记作 A⊗B, 使得

A⊗B(α⊗ β) = Aα⊗Bβ, α ∈ V, β ∈ U,

把 A⊗B 称为 A 与 B 的张量积.

我们来讨论线性变换的张量积的基本性质.

Thm. 5 张量积运算的基本性质

设 V, U 是域 F 上的线性空间, A,A1, A2 是 V 上的线性变换, B,B1, B2 是 U 上的线
性变换, IV , IU , IV ⊗U 分别表示 V, U, V ⊗ U 上的恒等变换, 则
(1) (A1 + A2) ⊗B = A1 ⊗B + A2 ⊗B;
(2) A⊗ (B1 +B2) = A⊗B1 + A⊗B2;
(3) (A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) = A1A2 ⊗B1B2;
(4) (kA) ⊗B = A⊗ (kB) = k(A⊗B), k ∈ F ;
(5) IV ⊗ IU = IV ⊗U ;
(6) 从 A,B 可逆可以推出 A⊗B 也可逆, 且 (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

Pf 由于 V ⊗ U 中任一向量都可以表示成形如 α ⊗ β 的有限多个向量的线性组合, 因此
只要证明 V ⊗ U 上的两个线性变换在 α ⊗ β 上的作用相同, 就可以得出这两个线性变换
相等.
(1) 计算

[(A1 + A2) ⊗B](α⊗ β) = (A1 + A2)α⊗Bβ

= (A1α + A2α) ⊗Bβ = A1α⊗Bβ + A2α⊗Bβ

= A1 ⊗B(α⊗ β) + A2 ⊗B(α⊗ β)
= (A1 ⊗B + A2 ⊗B)(α⊗ β),

因此 (A1 + A2) ⊗B = A1 ⊗B + A2 ⊗B.
(2) 与第 (1) 个公式的证法类似.
(3) 计算

[(A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2)](α⊗ β) = (A1 ⊗B1)(A2α⊗B2β)
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= A1(A2α) ⊗B1(B2β) = (A1A2)α⊗ (B1B2)β
= (A1A2 ⊗B1B2)(α⊗ β),

因此 (A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) = A1A2 ⊗B1B2.
(4) 计算

[(kA) ⊗B](α⊗ β) = (kA)α⊗Bβ = kAα ⊗Bβ

= k(Aα⊗Bβ) = k(A⊗B)(α⊗ β),

因此 (kA) ⊗B = k(A⊗B). 同理可证 A⊗ kB = k(A⊗B).
(5) (IV ⊗ IU)(α⊗ β) = IV α⊗ IUβ = α⊗ β = IV ⊗U(α⊗ β), 因此 IV ⊗ IU = IV ⊗U .
(6) 设 A,B 可逆, 则存在 A−1, B−1, 于是有

(A⊗B)(A−1 ⊗B−1) = AA−1 ⊗BB−1 = IV ⊗ IU = IV ⊗U .

类似可证, (A−1 ⊗B−1)(A⊗B) = IV ⊗U . 因此 A⊗B 可逆, 且

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

现在我们来讨论线性变换的张量积的矩阵表示.
设 V, U 分别是域 F 上的 n 维, m 维线性空间, A,B 分别是 V, U 上的线性变换, 在 V 中
取一个基 α1, α2, · · · , αn, 在 U 中取一个基 β1, β2, · · · , βm, 设

A(α1, α2, · · · , αn) = (α1, α2, · · · , αn)A, (2.33)

B(β1, β2, · · · , βm) = (β1, β2, · · · , βm)B, (2.34)
其中 A = (aij), B = (bij). 我们知道,

α1 ⊗ β1, · · · , α1 ⊗ βm, · · · , αn ⊗ β1, · · · , αn ⊗ βm

是 V ⊗ U 的一个基, 考虑 A⊗B 在这个基下的矩阵 C 是什么样子.

(A⊗B)(αi ⊗ βj) = Aαi ⊗Bβj =
( n∑

l=1
aliαl

)
⊗

( m∑
k=1

bkjβk

)

=
n∑

l=1

m∑
k=1

alibkjαl ⊗ βk. (2.35)

把矩阵 C 分块: C 的行分成 n 组, 每组有 m 行; C 的列分成 n 组, 每组有 m 列, 从(2.35)
式得, C 的 (p, q) 块为下述 m 级矩阵:

apqb11 apqb12 · · · apqb1m

apqb21 apqb22 · · · apqb2m

... ... ...
apqbm1 apqbm2 · · · apqbmm

 = apqB, (2.36)

17



丘维声多重线性代数讲义-原文 线性空间的张量积

因此 A⊗B 在上述基下的矩阵 C 为下述分块矩阵:

C =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
... ... ...

an1B an2B · · · annB

 . (2.37)

(2.37) 式右端的矩阵称为 A 与 B 的 Kronecker 积, 记作 A⊗B.
我们在《高等代数学习指导书 (上册)》补充题四的第 26 题证明了矩阵 A 与 B 的 Kro-
necker 积 A⊗ B 的一些性质. 这些性质也可以从线性变换的张量积的性质 (即定理 5) 立
即得出.

2.1.4 张量积与直和的关系

Thm. 6 张量积与直和的关系

设 V, U 是域 F 上的线性空间, U1 和 U2 是 U 的子空间, 且 U = U1 ⊕ U2, 则有线性空
间的同构:

V ⊗ U ∼= V ⊗ U1 ∔ V ⊗ U2. (2.38)

Pf 由于 U = U1 ⊕ U2, 因此有平行于 U2 在 U1 上的投影 P1 和平行于 U1 在 U2 上的投
影 P2, 且

P1 + P2 = IU , P 2
1 = P1, P 2

2 = P2, P1P2 = P2P1 = 0. (2.39)
令 θi = IV ⊗ Pi, i = 1, 2. θi 是 V ⊗ U 上的线性变换, 且

θ1 + θ2 = IV ⊗ P1 + IV ⊗ P2 = IV ⊗ (P1 + P2) = IV ⊗ IU = IV ⊗U ,

θ2
i = (IV ⊗ Pi)(IV ⊗ Pi) = IV IV ⊗ PiPi = IV ⊗ Pi = θi,

θ1θ2 = (IV ⊗ P1)(IV ⊗ P2) = IV IV ⊗ P1P2 = IV ⊗ 0 = 0,

同理, θ2θ1 = 0.
令 Ti = θi(V ⊗ U), i = 1, 2. 我们来证

V ⊗ U = T1 ⊕ T2. (2.40)

由于 V ⊗ U 的任一元素可以表示成形如 α ⊗ β 的有限多个元素的线性组合, 因此只要考
虑形如 α⊗ β 的元素. 由于

α⊗ β = IV ⊗U(α⊗ β) = (θ1 + θ2)(α⊗ β)
= θ1(α⊗ β) + θ2(α⊗ β),

因此 V ⊗ U = T1 + T2.
任取 x ∈ T1 ∩ T2, 由于 x ∈ T1, 因此存在 y ∈ V ⊗ U , 使得 x = θ1(y). 由于 x ∈ T2, 因此存
在 z ∈ V ⊗ U , 使得 x = θ2(z). 从而 θ1(x) = θ1θ2(z) = 0(z) = 0. 于是

x = θ1(y) = θ2
1(y) = θ1(x) = 0,

因此 T1 ∩ T2 = 0. 从而 V ⊗ U = T1 ⊕ T2.
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现在来证 T1 ∼= V ⊗ U1, 为此只要证 T1 也是 V 与 U1 的张量积. 这需要找出 V × U1 到
T1 的一个双线性映射, 且证明它具有定义 1 中所说的特征性质. 令 σ1 = σ|V ×U1 , 由于 σ
是 V × U 到 V ⊗ U 的双线性映射, 因此 σ1 是 V × U1 到 V ⊗ U 的双线性映射. 任取
(α, β1) ∈ V × U1, 由于

σ1(α, β1) = α⊗ β1 = IV ⊗U(α⊗ β1) = (θ1 + θ2)(α⊗ β1)
= θ1(α⊗ β1) + θ2(α⊗ β1)
= θ1(α⊗ β1) + (IV ⊗ P2)(α⊗ β1)
= θ1(α⊗ β1) + IV α⊗ P2β1

= θ1(α⊗ β1) + α⊗ 0
= θ1(α⊗ β1) ∈ T1,

因此 σ1 是 V × U1 到 T1 的双线性映射.
任取域 F 上的一个线性空间 W , 任取 V × U1 到 W 的一个双线性映射 A. 对于 (α, β) ∈
V × U , 定义

(IV × P1)(α, β) = (α, P1β), (2.41)
则 A(IV ×P1) 是 V ×U 到 W 的一个映射, 易验证它是一个双线性映射, 于是存在 V ⊗U
到 W 的唯一的一个线性映射 ψ, 使得 A(IV × P1) = ψσ. 令 ψ1 = ψ|T1 , 于是 ψ1 是 T1 到
W 的一个线性映射, 下面来证 A = ψ1σ1. 任取 (α, β1) ∈ V × U1, 由于

ψ1σ1(α, β1) = ψ1(α⊗ β1) = ψ(α⊗ β1) = ψσ(α, β1)
= A(IV × P1)(α, β1) = A(α, P1β1)
= A(α, β1),

因此 ψ1σ1 = A. 从而 (T1, σ1) 是 V 与 U1 的张量积. 于是 T1 ∼= V ⊗ U1. 同理可证,
T2 ∼= V ⊗ U2. 于是结合(2.40) 式得

V ⊗ U ∼= V ⊗ U1 ∔ V ⊗ U2.

定理 6 中, 若 V = V1 ⊕ V2, 则

V ⊗ U ∼= V1 ⊗ U ∔ V2 ⊗ U. (2.42)

定理 6 可推广到 U (或者 V ) 是有限多个子空间的直和的情形. 下面一个结果是经常要用
的.

Thm. 7 与基域的张量积

设 V 是域 F 上的线性空间, 则
V ⊗ F ∼= V. (2.43)

Pf 任取 α ∈ V , k ∈ F , 令
A(α, k) = kα, (2.44)

易验证 A 是 V × F 到 V 的一个双线性映射. 于是存在 V ⊗ F 到 V 的唯一的线性映射
ψ, 使得 A = ψσ. 于是

ψ(α⊗ k) = ψσ(α, k) = A(α, k) = kα. (2.45)
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另一方面,令 φ : α 7−→ α⊗1,易验证 φ是 V 到 V ⊗F 的一个线性映射. 对于任意 α ∈ V ,
k ∈ F , 有

φψ(α⊗ k) = φ(kα) = kα ⊗ 1 = α⊗ k,

ψφ(α) = ψ(α⊗ 1) = 1α = α,

由此可推出, φψ = IV ⊗F , ψφ = IV . 因此 ψ 是可逆映射, 从而 ψ 是双射, 于是 ψ 是 V ⊗ F
到 V 的一个同构映射. 因此 V ⊗ F ∼= V .

2.1.5 基域的扩张

Thm. 8 基域的扩张

设 V 是域 K 上线性空间, 域 F 包含域 K, 则 F ⊗ V 是域 F 上的线性空间.

Pf 由于 F, V 都是域 K 上的线性空间, 因此 F ⊗ V 是域 K 上的一个线性空间. 于是
F ⊗V 有加法运算, 且满足线性空间的定义中关于加法运算的 4 条法则. 下面来给出域 F
与 F ⊗ V 的纯量乘法运算. 对于 a ∈ F , 令 A : (b, α) 7−→ ab ⊗ α, 容易验证 A 是 F × V
到 F ⊗ V 的一个双线性映射. 于是存在 F ⊗ V 到 F ⊗ V 的唯一的线性映射 ψa, 使得
A = ψaσ. 从而

ψa(b⊗ α) = ψaσ(b, α) = A(b, α) = ab⊗ α. (2.46)
现在规定

a
( r∑

i=1
bi ⊗ αi

)
def= ψa

( r∑
i=1

bi ⊗ αi

)
. (2.47)

由于 ψa 是线性映射, 因此从(2.47) 和(2.46) 式得

a
( r∑

i=1
bi ⊗ αi

)
=

r∑
i=1

abi ⊗ αi, (2.48)

于是(2.48) 式给出了域 F 与 F ⊗ V 的纯量乘法. 容易验证, 它满足线性空间的定义中关
于纯量乘法的 4 条法则, 因此 F ⊗ V 成为域 F 上的一个线性空间.
注意: 不能直接用(2.48) 式定义 F 与 F ⊗ V 的纯量乘法, 这是因为 F ⊗ V 的任一元素表
示成

∑r
i=1 bi ⊗ αi 时表法不唯一. 我们通过 ψa 来定义纯量乘法 (即(2.47) 式), 这样虽然

F ⊗ V 的同一个元素表示成
∑r

i=1 bi ⊗ αi 时表法不唯一, 但是既然它们表示同一个元素,
因此它们在 ψa 下的象是相同的, 这样用(2.47) 式定义的纯量乘法就不依赖于元素的表法
的选取. 如果直接用(2.48) 式定义纯量乘法, 那么很难证明它不依赖于元素表法的选取.

Thm. 9 基域扩张下的基与维数

设 V 是域 K 上的 n 维线性空间, 域 F 包含域 K, 在 V 中取一个基 α1, α2, · · · , αn,
则 1 ⊗ α1, 1 ⊗ α2, · · · , 1 ⊗ αn 是域 F 上线性空间 F ⊗ V 的一个基, 且

dimF (F ⊗ V ) = n = dimK V. (2.49)

Pf 由于 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基, 因此

V = 〈α1〉 ⊕ 〈α2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈αn〉.

据定理 6 和定理 7 得, 有域 K 上的线性空间的同构:

F ⊗ V ∼= F ⊗ 〈α1〉 ∔ F ⊗ 〈α2〉 ∔ · · · ∔ F ⊗ 〈αn〉
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∼= F ⊗K ∔ F ⊗K ∔ · · · ∔ F ⊗K
∼= F ∔ F ∔ · · · ∔ F,

因此
dimK(F ⊗ V ) = n dimK F.

又由于 dimK(F ⊗ V ) = [dimF (F ⊗ V )][dimK F ],因此 dimF (F ⊗ V ) = n.
任取 b ∈ F , α ∈ V , 设 α = ∑n

i=1 kiαi, ki ∈ K, i = 1, 2, · · · , n, 则

b⊗ α = b⊗
( n∑

i=1
kiαi

)
=

n∑
i=1

(b⊗ kiαi)

=
n∑

i=1
bki ⊗ αi =

n∑
i=1

bki(1 ⊗ αi). (2.50)

由于 F ⊗ V 中任一元素可表示成
∑r

j=1 bj ⊗ γj, 因此从(2.50) 式可得出, F ⊗ V 中任一
元素可表示成 1 ⊗ α1, 1 ⊗ α2, · · · , 1 ⊗ αn 的线性组合, 又由于 dimF (F ⊗ V ) = n, 因此
1 ⊗ α1, 1 ⊗ α2, · · · , 1 ⊗ αn 是域 F 上线性空间 F ⊗ V 的一个基.
由定理 9 立即得到:

Cor. 1 复化

设 V 是实数域 R 上的 n 维线性空间, α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基, 则 1 ⊗ α1, 1 ⊗
α2, · · · , 1 ⊗ αn 是复数域 C 上的线性空间 C ⊗ V 的一个基, 且

dimC(C ⊗ V ) = n = dimR V.

在定理 9 中, 考虑 F ⊗ V 的子集

S =
{ n∑

i=1
ki(1 ⊗ αi)

∣∣∣∣ ki ∈ K, i = 1, 2, · · · , n
}
, (2.51)

易看出 S 是域 K 上向量空间 F ⊗ V 的一个子空间. 令

Φ : V −→ S, α =
n∑

i=1
kiαi 7−→

n∑
i=1

ki(1 ⊗ αi),

则 Φ 是 V 到 S 的一个映射. 显然 Φ 是满射, 易证 Φ 是单射, 并且 Φ 保持加法和纯量乘
法. 因此 Φ 是 V 到 S 的一个同构映射, 从而域 K 上的线性空间 V 与 S 同构. 把 V 看
成 F ⊗ V 的一个子集, 此时可以把 αi 与 1 ⊗ αi 等同, i = 1, 2, · · · , n. 由于 F ⊗ V 的任一
元素可唯一地表示成

∑n
i=1 fi(1 ⊗ αi), 因此 F ⊗ V 的任一元素可唯一地表示成

∑n
i=1 fiαi,

其中 fi ∈ F , i = 1, 2, · · · , n.
在推论 1 中, C ⊗ V 的任一元素可唯一地表示成

∑n
i=1 ciαi, 其中 ci ∈ C, i = 1, 2, · · · , n.

V 可看成 C ⊗ V 的一个子集, V 的任一元素可唯一地表示成 ∑n
i=1 kiαi, 其中 ki ∈ R,

i = 1, 2, · · · , n. C ⊗ V 称为复化, 即把实数域上的线性空间 V 扩充成一个复数域上的线
性空间 C ⊗ V .
在定理 9 中, 设 A 是域 K 上线性空间 V 上的一个线性变换, 它在 V 的一个基
α1, α2, · · · , αn 下的矩阵为 A = (aij). 对于域 F 上线性空间 F ⊗ V 的任一元素

∑n
i=1 fiαi,

规定

AF
( n∑

i=1
fiαi

)
=

n∑
i=1

fiAαi. (2.52)
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易验证 AF 是 F⊗V 上的一个线性变换,并且易看出 AF 在 F⊗V 的一个基 α1, α2, · · · , αn

(已把 1 ⊗ αi 与 αi 等同) 下的矩阵是 A, 此时把 A 看成域 F 上的矩阵.

2.2 典型例题

Eg. 1 张量积的零元素

设 V, U 是域 F 上的有限维线性空间. 证明: 在 V ⊗ U 中若 α ⊗ β = 0, 则 α = 0 或
β = 0.

Pf 假如 α 6= 0 且 β 6= 0, 则 α 可扩充成 V 的一个基 α, α2, · · · , αn; β 可扩充成 U 的一
个基 β, β2, · · · , βm. 从而 α⊗β 是 V ⊗U 的一个基向量,于是 α⊗β 6= 0. 因此若 α⊗β = 0,
则 α = 0 或 β = 0.

Eg. 2 张量积的存在性: 一般构造

设 V, U 是域 F 上的线性空间 (不必是有限维的). 证明: V 与 U 的张量积存在.

Pf 令

M =
{ ∑

(α,β)∈V ×U

k(α,β)(α, β)
∣∣∣∣ k(α,β) ∈ F, 且只有有限多个k(α,β) 6= 0

}
,

规定 M 中两个元素相等当且仅当它们的对应系数相等, 并且规定 M 中两个元素相加为
对应的系数相加, 且规定

s
(∑

k(α,β)(α, β)
)

def=
∑

sk(α,β)(α, β), s ∈ F,

易验证 M 满足线性空间定义中的 8 条法则, 从而 M 成为域 F 上的线性空间.
设 M0 是由下述形式的向量生成的子空间:

(α1 + α2, β) − (α1, β) − (α2, β), (2.53)
(α, β1 + β2) − (α, β1) − (α, β2), (2.54)
(α, kβ) − k(α, β), (kα, β) − k(α, β), (2.55)

其中 α1, α2, α ∈ V , β1, β2, β ∈ U , k ∈ F .
设 T 是商空间 M/M0, 定义从 V × U 到 T 的一个映射 σ : (α, β) 7−→ (α, β) + M0. 因
为(2.53)、(2.54) 和(2.55) 式列出的和都在 M0 里, 所以在 T 中有

σ(α1 + α2, β) − σ(α1, β) − σ(α2, β)
= [(α1 + α2, β) +M0] − [(α1, β) +M0] − [(α2, β) +M0]
= [(α1 + α2, β) − (α1, β) − (α2, β)] +M0

= M0,

σ(α, β1 + β2) − σ(α, β1) − σ(α, β2) = M0,

σ(α, kβ) − kσ(α, β) = [(α, kβ) +M0] − k[(α, β) +M0]
= [(α, kβ) +M0] − [k(α, β) +M0]
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= [(α, kβ) − k(α, β)] +M0 = M0,

σ(kα, β) − kσ(α, β) = M0,

其中 M0 是商空间 M/M0 的零向量, 因此

σ(α1 + α2, β) = σ(α1, β) + σ(α2, β),

σ(α, β1 + β2) = σ(α, β1) + σ(α, β2),
σ(α, kβ) = kσ(α, β) = σ(kα, β),

从而 σ 是 V × U 到 T 的一个双线性映射.
设 W 是域 F 上任意线性空间, A 是 V × U 到 W 的任一双线性映射. 令

B : M −→ W,
∑

i

ki(αi, βi) 7−→
∑

i

kiA(αi, βi),

容易验证 B 是 M 到 W 的一个线性映射, 由于

B[(α1 + α2, β) − (α1, β) − (α2, β)] = B(α1 + α2, β) −B(α1, β) −B(α2, β)
= A(α1 + α2, β) − A(α1, β) − A(α2, β)
= A(α1, β) + A(α2, β) − A(α1, β) − A(α2, β) = 0,

B[(α, β1 + β2) − (α, β1) − (α, β2)] = 0,
B[(α, kβ) − k(α, β)] = B(α, kβ) −B[k(α, β)]

= A(α, kβ) − kB(α, β) = kA(α, β) − kA(α, β) = 0,
B[(kα, β) − k(α, β)] = 0,

因此对于 M0 的任一向量 γ0, 有 B(γ0) = 0. 从而有

(α, β) +M0 = (γ, η) +M0 ⇐⇒ (α, β) − (γ, η) ∈ M0,

=⇒ B[(α, β) − (γ, η)] = 0 ⇐⇒ B(α, β) = B(γ, η).
令

ψ : M/M0 −→ W,
∑

i

ki(αi, βi) +M0 7−→ B
(∑

i

ki(αi, βi)
)
,

则 ψ 是M/M0 到W 的一个映射,且容易验证 ψ 是线性映射. 由于对任意 (α, β) ∈ V ×U ,
有

ψσ(α, β) = ψ((α, β) +M0) = B(α, β) = A(α, β),
因此 ψσ = A.
假如还有一个从 T = M/M0 到 W 的线性映射 ψ1, 使得 ψ1σ = A, 则 ψσ = ψ1σ. 从而对
任意 (α, β) ∈ V × U , 有

ψσ(α, β) = ψ1σ(α, β),
于是

ψ[(α, β) +M0] = ψ1[(α, β) +M0],
由此得出

ψ
[∑

i

ki(αi, βi) +M0

]
= ψ1

[∑
i

ki(αi, βi) +M0

]
,

因此 ψ = ψ1.
据张量积的定义得, (T, σ) 是 V 与 U 的一个张量积.

23



丘维声多重线性代数讲义-原文 线性空间的张量积

点评

例 2 的证明的关键是要找一个域 F 上的线性空间 T , 且 V × U 到 T 有一个双线性映
射 σ 具有定义 1 中所说的特征性质. 想法是先构造域 F 上的一个线性空间 M , 然后
根据双线性映射 σ 的性质, 巧妙地构造一个子空间 M0, 最后商空间 M/M0 就是我们
要找的线性空间 T . 在证明 (T, σ) 具有定义 1 中所说的特征性质时, 先构造一个从 M
到 W 的线性映射 B, 证明对任意 γ0 ∈ M0 有 B(γ0) = 0, 从而由 B 可诱导出商空间
M/M0 到 W 的线性映射 ψ, 进而证明 A = ψσ. 最后证明假如还有一个从 M/M0 到
W 的线性映射 ψ1, 使得 A = ψ1σ, 则 ψ1 = ψ. 于是据定义 1 得, (T, σ) 是 V 与 U 的
一个张量积, T = M/M0 中任一元素可表示为∑

i

ki(αi, βi) +M0 =
∑

i

ki[(αi, βi) +M0] =
∑

i

kiσ(αi, βi).

把 σ(αi, βi) 简记成 αi ⊗ βi, 则 T 中任一元素可表示为∑
i

ki(αi ⊗ βi), (2.56)

(2.56) 式中的和是有限和. 由于 αi ⊗ βi = (αi, βi) + M0, 因此 αi ⊗ βi 的表法不唯一.
从而 T 中任一元素表示成(2.56) 式的形式时表法不唯一.
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3
张量代数

3.1 内容精华

3.1.1 张量的概念

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间, q 个 V 的张量积

T q(V ) = V ⊗ · · · ⊗ V (3.1)

中任一元素称为 V 上的一个 q 秩反变张量 (q-contravariant tensor); p 个 V ∗ 的张量积

Tp(V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗ (3.2)

中任一元素称为 V 上的一个 p 秩协变张量 (p-covariant tensor); p 个 V ∗ 与 q 个 V 的张
量积

T q
p (V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗ ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V (3.3)

中任一元素称为 V 上的一个 (p, q) 型张量, 也称为 V 上的一个 p 秩协变且 q 秩反变的混
合张量 (p-covariant and q-contravariant mixed tensor).
V 中取定一个基 α1, α2, · · · , αn; V ∗ 中的对偶基记作 α1, α2, · · · , αn (注意这里的上指标不
是指数). T q(V ) (或 Tp(V ), 或 T q

p (V )) 中的张量表示成一个基的线性组合如何简洁地记?
当基变换时, 坐标变换如何简洁紧凑地描述? 先看 T 1(V ) = V , 以及 T1(V ) = V ∗ 的情形.
任给 α ∈ V , 设 α = ∑n

i=1 aiαi. 由于基向量 αi 用的是下指标, 因此系数 ai 改用上指
标 ai (注意 i 不是指数). 于是写成 α = ∑n

i=1 a
iαi. 为了紧凑起见, 把连加号省略不

写出, 即写成 α = aiαi. α 在基 α1, α2, · · · , αn 下的坐标为 (a1, a2, · · · , an)′, 也可写成
{ai | i = 1, 2, · · · , n}.
在 V 中取另一个基 η1, η2, · · · , ηn. 采用上述写法, 则

ηj = ai
jαi, j = 1, 2, · · · , n. (3.4)

于是基 α1, α2, · · · , αn 到基 η1, η2, · · · , ηn 的过渡矩阵 A 为

A =


a1

1 a1
2 · · · a1

n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

... ... ...
an

1 an
2 · · · an

n

 . (3.5)

任给 f ∈ V ∗, 设 f = ∑n
i=1 biα

i (由于基向量 αi 用的是上指标, 因此系数 bi 用下指
标), 把连加号省略不写出, 记成 f = biα

i. V 的基 η1, η2, · · · , ηn 在 V ∗ 中的对偶基记成
η1, η2, · · · , ηn, V ∗ 中基 α1, α2, · · · , αn 到基 η1, η2, · · · , ηn 的过渡矩阵记作 B. 设

ηj = bj
iα

i, j = 1, 2, · · · , n, (3.6)
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则

B =


b1

1 b2
1 · · · bn

1

b1
2 b2

2 · · · bn
2

... ... ...
b1

n b2
n · · · bn

n

 . (3.7)

据 9.10 节定理 1, B = (A−1)′. 由于

(α1, α2, · · · , αn) = (η1, η2, · · · , ηn)A−1 = (η1, η2, · · · , ηn)B′,

(α1, α2, · · · , αn) = (η1, η2, · · · , ηn)B−1 = (η1, η2, · · · , ηn)A′,

因此 V 中的基变换公式和 V ∗ 中的基变换公式分别为

αj = bi
jηi, j = 1, 2, · · · , n; (3.8)

αj = aj
iη

i, j = 1, 2, · · · , n. (3.9)

现在来看 V 中的向量 α 在上述基变换(3.8) 下的坐标变换公式如何简洁紧凑地描述?

α = xiαi, α = yiηi.

据坐标变换公式 X = AY , 以及 Y = A−1X, 分别得

xi = ai
jy

j, i = 1, 2, · · · , n; (3.10)

yi = bi
jx

j, i = 1, 2, · · · , n. (3.11)
上述两式右端都省略未写出连加号

∑n
l=1, 这样就简洁紧凑地表示了 V 中向量 α 在不同

基下的坐标之间的关系.
现在考虑一般情形, 先看 T q(V ), 它的两个基分别为

αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq , 1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , q;

ηj1 ⊗ ηj2 ⊗ · · · ⊗ ηjq , 1 ⩽ jt ⩽ n, t = 1, 2, · · · , q.

T q(V ) 中任一张量 α 分别由上述两个基线性表出, 紧凑地写成

α = ai1i2···iqαi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq , (3.12)

α = ãj1j2···jqηj1 ⊗ ηj2 ⊗ · · · ⊗ ηjq , (3.13)
把 V 中基变换的公式(3.8) 代入(3.12) 式, 得

α = ai1i2···iq(bj1
i1ηj1) ⊗ (bj2

i2ηj2) ⊗ · · · ⊗ (bjq

iq
ηjq)

= bj1
i1 b

j2
i2 · · · bjq

iq
ai1i2···iqηj1 ⊗ ηj2 ⊗ · · · ⊗ ηjq . (3.14)

从(3.13)、(3.14) 式得
ãj1j2···jq = bj1

i1 b
j2
i2 · · · bjq

iq
ai1i2···iq . (3.15)

(3.15) 式刻画了 T q(V ) 中任一张量 α 在不同基下的坐标之间的关系 (注意(3.15) 式是一
个简洁紧凑的写法, 实际上其右端有 q 个连加号: ∑n

i1=1
∑n

i2=1 · · · ∑n
iq=1).
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T q(V ) 中一个张量 α 在取定的一个基 αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq (1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , q) 下
的坐标

{ai1i2···iq | 1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , q}

也称为 V 上的一个 q秩反变张量,它的分量随着 V 中的基变换 αj = bi
jηi (j = 1, 2, · · · , n),

按照(3.15) 式变换.
类似地, 考虑 p 个 V ∗ 的张量积:

Tp(V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗, (3.16)

它的两个基分别为

αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αip , 1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , p;

ηj1 ⊗ ηj2 ⊗ · · · ⊗ ηjp , 1 ⩽ jt ⩽ n, t = 1, 2, · · · , p.

任取 f ∈ Tp(V ),设
f = bi1i2···ipα

i1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αip , (3.17)

f = b̃j1j2···jpη
j1 ⊗ ηj2 ⊗ · · · ⊗ ηjp , (3.18)

把 V ∗ 基变换的公式(3.9) 代入(3.17) 式, 得

f = bi1i2···ip(ai1
j1η

j1) ⊗ (ai2
j2η

j2) ⊗ · · · ⊗ (aip

jp
ηjp)

= ai1
j1a

i2
j2 · · · aip

jp
bi1i2···ipη

j1 ⊗ ηj2 ⊗ · · · ⊗ ηjp . (3.19)

从(3.18) 和(3.19) 式得
b̃j1j2···jp = ai1

j1a
i2
j2 · · · aip

jp
bi1i2···ip . (3.20)

(3.20) 式刻画了 Tp(V ) 中任一张量 f 在不同基下的坐标之间的关系 (注意(3.20) 式右端
省略了 p 个连加号未写出).
Tp(V ) 中一个张量 f 在取定的一个基 (由上述基给出) 下的坐标

{bi1i2···ip | 1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , p}

也称为 V 上的一个 p 秩协变张量, 它的分量随着 V ∗ 中由(3.9) 式给出的基变换, 按
照(3.20) 式变换.
最后, 考虑 p 个 V ∗ 与 q 个 V 的张量积:

T q
p (V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗ ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V, (3.21)

它的两个基分别为

αj1 ⊗ αj2 ⊗ · · · ⊗ αjp ⊗ αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq ,

其中 1 ⩽ jt ⩽ n, t = 1, 2, · · · , p; 1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , q;

ηk1 ⊗ ηk2 ⊗ · · · ⊗ ηkp ⊗ ηr1 ⊗ ηr2 ⊗ · · · ⊗ ηrq ,

其中 1 ⩽ kt ⩽ n, t = 1, 2, · · · , p; 1 ⩽ rl ⩽ n, l = 1, 2, · · · , q; T q
p (V ) 中任一张量表示成

c
i1i2···iq

j1j2···jp
αj1 ⊗ αj2 ⊗ · · · ⊗ αjp ⊗ αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq , (3.22)
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又可表示成
c̃

r1r2···rq

k1k2···kp
ηk1 ⊗ ηk2 ⊗ · · · ⊗ ηkp ⊗ ηr1 ⊗ ηr2 ⊗ · · · ⊗ ηrq . (3.23)

分别把 V 中基变换的公式(3.8) 和 V ∗ 中基变换的公式(3.9) 代入(3.22) 式, 得

c
i1i2···iq

j1j2···jp
(aj1

k1
ηk1) ⊗ · · · ⊗ (ajp

kp
ηkp) ⊗ (br1

i1 ηr1) ⊗ · · · ⊗ (brq

iq
ηrq)

= aj1
k1

· · · ajp

kp
br1

i1 · · · brq

iq
c

i1i2···iq

j1j2···jp
ηk1 ⊗ · · · ⊗ ηkp ⊗ ηr1 ⊗ · · · ⊗ ηrq . (3.24)

从(3.23) 和(3.24) 式得

c̃
r1r2···rq

k1k2···kp
= aj1

k1
· · · ajp

kp
br1

i1 · · · brq

iq
c

i1i2···iq

j1j2···jp
. (3.25)

(3.25) 式刻画了 T q
p (V ) 中任一张量在不同基下的坐标之间的关系 (注意在(3.25) 式右端

省略了 p+ q 个连加号).
T q

p (V ) 中一个张量在取定的一个基 (由上述基给出) 下的坐标

{ci1i2···iq

j1j2···jp
| 1 ⩽ jt ⩽ n, t = 1, 2, · · · , p; 1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , q}

也称为 V 上的一个 p 秩协变、q 秩反变的混合张量, 或简称为 (p, q) 型张量, 它的分量随
着 V ∗ 中由(3.9) 式给出的基变换和 V 中由(3.8) 式给出的基变换, 按照(3.25) 式变换.

3.1.2 张量代数

现在来研究张量的运算.
为统一起见, T q(V ) 可记成 T q

0 (V ); Tp(V ) 可记成 T 0
p (V ), 此外, 规定

T 0
0 (V ) = F. (3.26)

由于 T q
p (V )是域 F 上的线性空间,因此它有加法和纯量乘法运算. 在取定一个基下,用坐

标表示的张量的加法是把对应分量相加, 因此可以用下式来表示 (p, q) 型张量的加法:

(c+ d)i1i2···iq

j1j2···jp
= c

i1i2···iq

j1j2···jp
+ d

i1i2···iq

j1j2···jp
; (3.27)

类似地, 可以用下式表示 (p, q) 型张量的纯量乘法:

(kc)i1i2···iq

j1j2···jp
= kc

i1i2···iq

j1j2···jp
. (3.28)

张量能不能做乘法? 由于线性空间的张量积满足交换律和结合律 (在同构的意义下), 因
此

T q
p (V ) ⊗ T s

r (V ) ∼= T q+s
p+r (V ). (3.29)

设同构映射为 ψ, 任给 f ∈ T q
p (V ), g ∈ T s

r (V ), 规定 f 与 g 的乘积为

ψ(f ⊗ g) ∈ T q+s
p+r (V ),

把 f 与 g 的乘积仍记成 f ⊗ g. 于是有了张量的乘积, 即 T q
p (V ) 中的张量与 T s

r (V ) 中的
张量的乘积为 T q+s

p+r (V ) 中的张量. 在 V 中取一个基, 分别得到 T q
p (V ), T s

r (V ), T q+s
p+r (V ) 的

一个基, 在相应的这些基下, 用坐标表示的张量的乘法, 乘积的分量为

(c⊗ d)i1i2···iql1l2···ls
j1j2···jpk1k2···kr

= c
i1i2···iq

j1j2···jp
dl1l2···ls

k1k2···kr
, (3.30)
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张量的乘法显然满足结合律, 即对于 f ∈ T q
p (V ), g ∈ T s

r (V ), h ∈ Tw
u (V ), 有

(f ⊗ g) ⊗ h = f ⊗ (g ⊗ h); (3.31)

张量的乘法不满足交换律, 这是因为一般说来,

ψ(f ⊗ g) 6= φ(g ⊗ f),

其中 φ 是 T s
r (V ) ⊗ T q

p (V ) 到 T s+q
r+p (V ) 的一个同构映射. 事实上, 我们在上节中指出, 在

V ⊗ V 中, α⊗ β 6= β ⊗ α.
张量的乘法显然满足分配律, 即对于 f, f1, f2 ∈ T q

p (V ), g, g1, g2 ∈ T s
r (V ), 有

(f1 + f2) ⊗ g = f1 ⊗ g + f2 ⊗ g, (3.32)

f ⊗ (g1 + g2) = f ⊗ g1 + f ⊗ g2. (3.33)

由于 (p, q) 型张量与 (r, s) 型张量的乘积是 (p + r, q + s) 型张量, 因此在考虑由张量组成
的代数系统时, 自然而然应当考虑所有形如 T q

p (V ) 的线性空间的外直和. 即令

T (V ) =
∞⊕

p,q=0
T q

p (V ). (3.34)

据外直和的定义, T (V ) 是域 F 上的一个线性空间, T (V ) 中任一元素 f 可唯一表示成

f = fi1 + fi2 + · · · + fit , (3.35)

其中 fil
属于某一个 T q

p (V ), l = 1, 2, · · · , t. 由于张量的乘法满足分配律,因此可以在 T (V )
中定义乘法: 对于 T (V ) 中任意两个元素,

f = fi1 + fi2 + · · · + fit , g = gj1 + gj2 + · · · + gju ,

规定

f ⊗ g = fi1 ⊗ gj1 + fi1 ⊗ gj2 + · · · + fit ⊗ gju =
t∑

a=1

u∑
b=1

fia ⊗ gjb
. (3.36)

显然 T (V ) 中的乘法满足结合律, 但不满足交换律. T (V ) 还满足乘法对于加法的分配律.
用 1表示域 F 的单位元, 从定理 7得, 1 ⊗ gj = gj, fi ⊗ 1 = fi, 其中 gj, fi 都是某个 T q

p (V )
中的元素. 于是从上式得, (1, 0, 0, · · · ) 是 T (V ) 的单位元, 简记成 1. 因此 T (V ) 对于加法
和乘法成为一个有单位元的环. 显然, 对于 f, g ∈ T (V ), 有

(kf) ⊗ g = k(f ⊗ g) = f ⊗ (kg), k ∈ F, (3.37)

因此 T (V ) 成为域 F 上的一个代数, 称它为线性空间 V 的张量代数.

3.2 典型例题

29



丘维声多重线性代数讲义-原文 张量代数

Eg. 1 度量张量

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间, α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基, 说明 V 上的一个 2
秩协变张量

{bij | i, j = 1, 2, · · · , n}

是 V 上一个双线性函数 f 在基 α1, α2, · · · , αn 下的度量矩阵 M 的元素. 于是把 V 上
的 2 秩协变张量称为度量张量.

解 T2(V ) = V ∗ ⊗ V ∗,任给 f ∈ T2(V ), 据 10.1 节的定理 9 得, f 是 V 上的一个双线性函
数. 设 f 在 T2(V ) 的基 {αi ⊗ αj | i, j = 1, 2, · · · , n} 下的坐标为

{bij | i, j = 1, 2, · · · , n},

则 f = ∑n
i,j=1 bijα

i ⊗ αj. 从而 f 在 V 的基 α1, α2, · · · , αn 下的度量矩阵 M 的 (k, l) 元为

f(αk, αl) =
n∑

i,j=1
bijα

i ⊗ αj(αk, αl)

=
n∑

i,j=1
bijα

i(αk)αj(αl) = bkl,

因此 f 在 V 的基 α1, α2, · · · , αn 下的度量矩阵 M = (bij).

Eg. 2 矩阵张量

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间, α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基. 说明 V 上的一个
(1, 1) 型张量是 V 上的一个线性变换 A 在基 α1, α2, · · · , αn 下的矩阵的元素. 于是把
(1, 1) 型张量称为矩阵张量.

解 T 1
1 (V ) = V ∗ ⊗ V , 任给 f ∈ V ∗, α ∈ V . 设 α = ∑n

i=1 a
iαi, 据 9.10 节的 (16) 式得,

f = ∑n
j=1 f(αj)αj. 于是

f ⊗ α =
( n∑

j=1
f(αj)αj

)
⊗

( n∑
i=1

aiαi

)

=
n∑

j=1

n∑
i=1

f(αj)aiαj ⊗ αi, (3.38)

因此一个 (1, 1) 型张量是
{f(αj)ai | i, j = 1, 2, · · · , n}. (3.39)

由上面的坐标对应,存在 V ∗ ⊗V 到 Hom(V, V )的一个同构映射 ψ,使得 ψ(f⊗α) = A(f,α),
且 A(f,α) 在 V 的基 α1, α2, · · · , αn 下的矩阵 A 的 (i, j) 元为 f(αj)ai.

Eg. 3 Kronecker 张量

与例 2 的条件相同, 令

δi
j =

1, 当j = i;
0, 当j 6= i.

(3.40)

说明: {δi
j | i, j = 1, 2, · · · , n} 是 (1, 1) 型张量, 称它是 Kronecker 张量.

30



丘维声多重线性代数讲义-原文 张量代数

解 V 上的恒等变换 I 在基 α1, α2, · · · , αn 下的矩阵是单位矩阵 I, 其 (i, j) 元为 δi
j. 由

于 ψ 是同构映射, 因此 ψ−1(I) ∈ V ∗ ⊗ V = T 1
1 (V ). 据例 2 得, ψ−1(I) 在 T 1

1 (V ) 的基
{αj ⊗ αi | i, j = 1, 2, · · · , n} 下的坐标为

{δi
j | i, j = 1, 2, · · · , n}, (3.41)

因此上式是 (1, 1) 型张量 (注: ψ−1(I) = ∑n
i=1 α

i ⊗ αi).

Eg. 4 张量代数没有零因子

设 V 是域 F 上的有限维线性空间. 证明: V 的张量代数 T (V ) 没有非零的零因子.

Pf 由于 V 是域 F 上的有限维线性空间, 因此 T q
p (V ) 也是域 F 上的有限维线性空间,

p, q = 0, 1, 2, · · · . 任取 f, g ∈ T (V ), 若 f 6= 0, g 6= 0, 则 f 至少有一个分量 fil
6= 0, g 至少

有一个分量 gjk
6= 0. 由于 fil

, gjk
分别属于 T q

p (V ), T s
r (V ), 因此 fil

⊗ gjk
∈ T q

p (V ) ⊗T s
r (V ).

据上节例 1 得, fil
⊗ gjk

6= 0. 从而 f ⊗ g 6= 0. 因此 T (V ) 中没有非零的零因子.

31



丘维声多重线性代数讲义-原文 外代数

4
外代数

本节假定域 F 的特征为 0.

4.1 内容精华

4.1.1 交错化变换及其象集

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间, T q(V ) = V ⊗ · · · ⊗ V , q ⩾ 1.
先看一般情形, 设 V1, V2, · · · , Vq 都是域 F 上的有限维线性空间 (它们中可能有相同的),
用 Sq 表示 q 元对称群, 任给 τ ∈ Sq, 令

Aτ : V1 × · · · × Vq −→ Vτ(1) ⊗ · · · ⊗ Vτ(q),

(γ1, · · · , γq) 7−→ γτ(1) ⊗ · · · ⊗ γτ(q),

容易验证 Aτ 是一个 q 重线性映射. 于是据张量积的特征性质得, 存在 V1 ⊗ · · · ⊗ Vq 到
Vτ(1) ⊗ · · · ⊗ Vτ(q) 的唯一的线性映射 ψτ , 使得 Aτ = ψτσ, 其中 σ 是 V1 × · · · × Vq 到
V1 ⊗ · · · ⊗ Vq 的 q 重线性映射. 于是对任意 γi ∈ Vi, i = 1, · · · , q, 有

ψτ (γ1 ⊗ · · · ⊗ γq) = ψτσ(γ1, · · · , γq) = Aτ (γ1, · · · , γq) = γτ(1) ⊗ · · · ⊗ γτ(q), (4.1)

显然 ψτ 把 V1 ⊗ · · · ⊗ Vq 的一个基映成一个基, 因此 ψτ 是一个同构映射. 任给 τ1, τ2 ∈ Sq,
显然有

ψτ2ψτ1 = ψτ2τ1 . (4.2)

现在考虑 V1 = V2 = · · · = Vq = V 的特殊情形. 按照上一段的讨论知道, 任给 τ ∈ Sq, 存
在 T q(V ) 上的一个线性变换 ψτ , 使得对任意 γi ∈ V , i = 1, · · · , q, 有

ψτ (γ1 ⊗ · · · ⊗ γq) = γτ(1) ⊗ · · · ⊗ γτ(q). (4.3)

用 sgn(τ) 表示置换 τ 的符号即

sgn(τ) =

1, 当τ 为偶置换;
−1, 当τ 为奇置换.

Def. 1 斜对称张量

设 V 是域 F 上的有限维线性空间, T q(V ) (q ⩾ 1)中的张量 f 如果满足对一切 τ ∈ Sq,
都有

ψτ (f) = sgn(τ)f, (4.4)
那么称 f 是斜对称 (或反对称) 张量.
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显然, T q(V ) 中所有斜对称张量组成的集合成为 T q(V ) 的一个子空间, 记作 ∧q(V ).
我们来构造 T q(V ) 上的一个线性变换, 使得它的象集为 ∧q(V ). 令

Altq = 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ)ψτ . (4.5)

由于 ψτ 是 T q(V ) 上的线性变换, 且线性变换有加法和纯量乘法运算, 因此 Altq 也是
T q(V ) 上的一个线性变换, 称它为交错化变换.

Thm. 1 交错化变换的性质

设 V 是域 F 上的有限维线性空间, 则
(1) 对任意 σ ∈ Sq, Altq 与 ψσ 可交换;
(2) Altq 是幂等变换;
(3) Im(Altq) = ∧q(V ).

Pf (1) 任取 f ∈ T q(V ), 对于任意 σ ∈ Sq, 由(4.2) 式得

(ψσ Altq)(f) = ψσ

[ 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ)ψτ (f)
]

= 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ)ψσψτ (f)

= sgn(σ) 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(σ) sgn(τ)ψστ (f)

= sgn(σ) 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(στ)ψστ (f)

= sgn(σ) Altq(f),

因此
ψσ Altq = sgn(σ) Altq . (4.6)

同理可证,
Altq ψσ = sgn(σ) Altq . (4.7)

因此 Altq 与 ψσ 可交换.
(2) 计算

(Altq)2 = 1
(q!)2

( ∑
τ∈Sq

sgn(τ)ψτ

)( ∑
σ∈Sq

sgn(σ)ψσ

)

= 1
(q!)2

∑
τ∈Sq

∑
σ∈Sq

sgn(τ) sgn(σ)ψτσ

= 1
(q!)2

∑
τ∈Sq

∑
ρ∈Sq

sgn(ρ)ψρ

= 1
q!

∑
τ∈Sq

1
q!

∑
ρ∈Sq

sgn(ρ)ψρ

= 1
q!

∑
τ∈Sq

Altq
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= Altq,

因此 Altq 是幂等变换.
(3) 任取 f ∈ T q(V ), 对任意 σ ∈ Sq, 据(4.6) 式得

ψσ[Altq(f)] = sgn(σ) Altq(f),

因此 Altq(f) ∈ ∧q(V ). 于是 Im(Altq) ⊆ ∧q(V ).
任取 g ∈ ∧q(V ), 由(4.4)、(4.5) 式得

Altq(g) = 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ)ψτ (g)

= 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ) sgn(τ)g

= 1
q!

∑
τ∈Sq

g = 1
q!
g · q! = g,

因此 g ∈ Im(Altq). 从而 ∧q(V ) ⊆ Im(Altq). 所以

Im(Altq) = ∧q(V ). (4.8)

从定理 1 立即得到, Altq 是平行于 Ker(Altq) 在 ∧q(V ) 上的投影; f ∈ T q(V ) 是斜对称张
量当且仅当 Altq(f) = f .
设 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基, 则

{αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq | 1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , q}

是 T q(V ) 的一个基, 由于 Altq 是 T q(V ) 上的一个线性变换, 并且 Im(Altq) = ∧q(V ), 因
此 ∧q(V ) 由下述张量集生成:

{Altq(αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq) | 1 ⩽ il ⩽ n, l = 1, 2, · · · , q}.

我们引进一个记号:

αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq

def= Altq(αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq), (4.9)

符号 ∧ 表示” 外乘” (exterior multiplication). 把(4.9) 式中任意两个向量 αia 与 αib
对换,

由于对换 (a b) 是奇置换, 因此它的符号为 −1. 由于 Altq 与 ψ(ab) 可交换, 因此从(4.1)、
(4.8)、(4.4) 式得

αi1 ∧ · · · ∧ αib
∧ · · · ∧ αia ∧ · · · ∧ αiq = Altq(αi1 ⊗ · · · ⊗ αib

⊗ · · · ⊗ αia ⊗ · · · ⊗ αiq)
= Altq[ψ(ab)(αi1 ⊗ · · · ⊗ αia ⊗ · · · ⊗ αib

⊗ · · · ⊗ αiq)]
= ψ(ab)[Altq(αi1 ⊗ · · · ⊗ αia ⊗ · · · ⊗ αib

⊗ · · · ⊗ αiq)]
= − Altq(αi1 ⊗ · · · ⊗ αia ⊗ · · · ⊗ αib

⊗ · · · ⊗ αiq)
= −αi1 ∧ · · · ∧ αia ∧ · · · ∧ αib

∧ · · · ∧ αiq ,
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于是当 αia = αib
时, 由于 charF 6= 2, 因此有

αi1 ∧ · · · ∧ αia ∧ · · · ∧ αia ∧ · · · ∧ αiq = 0.

又由于对任意 q 元置换 τ , 从(4.1)、(4.4) 式得

αiτ(1) ∧ αiτ(2) ∧ · · · ∧ αiτ(q) = Altq(αiτ(1) ⊗ αiτ(2) ⊗ · · · ⊗ αiτ(q))
= Altq[ψτ (αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq)]
= ψτ [Altq(αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq)]
= sgn(τ) Altq(αi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq)
= sgn(τ)(αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq),

因此 ∧q(V ) 由下述张量集生成:

{αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq | 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < iq ⩽ n},

于是当 q > n时, αi1 ∧αi2 ∧· · ·∧αiq 中无论下标怎样取,从 {α1, α2, · · · , αn}中取出 q(> n)
个向量, 总有两个向量 αia 与 αib

是相同的, 从而 αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq = 0. 因此

∧q(V ) = 0, 当q > n. (4.10)

Thm. 2 外幂的基与维数

设 α1, α2, · · · , αn 是域 F 上线性空间 V 的一个基, 则当 1 ⩽ q ⩽ n 时,

{αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq | 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < iq ⩽ n}

是 ∧q(V ) 的一个基, 从而 dim ∧q(V ) = Cq
n.

Pf 由于上述集合生成 ∧q(V ), 因此只要证明它是线性无关的就可以了.
假设 ∑

1⩽i1<···<iq⩽n

ai1i2···iqαi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq = 0, (4.11)

则

Altq

( ∑
1⩽i1<···<iq⩽n

ai1i2···iqαi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq

)
= 0,

即
1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ)ψτ

( ∑
1⩽i1<···<iq⩽n

ai1i2···iqαi1 ⊗ αi2 ⊗ · · · ⊗ αiq

)
= 0,

于是 ∑
τ∈Sq

sgn(τ)
∑

1⩽i1<···<iq⩽n

ai1i2···iqαiτ(1) ⊗ αiτ(2) ⊗ · · · ⊗ αiτ(q) = 0,

即 ∑
1⩽i1<···<iq⩽n

ai1i2···iq
∑

τ∈Sq

sgn(τ)(αiτ(1) ⊗ αiτ(2) ⊗ · · · ⊗ αiτ(q)) = 0. (4.12)

由于 1 ⩽ i1 < · · · < iq ⩽ n, 因此 iτ(1), iτ(2), · · · , iτ(q) 两两不同. 从而 ∑
τ∈Sq

sgn(τ)(αiτ(1) ⊗
αiτ(2) ⊗ · · · ⊗ αiτ(q)) 是 T q(V ) 的一个基中两两不同的基向量的代数和. 于是(4.12) 式左端
是 T q(V ) 的两两不同的基向量的线性组合, 其系数形如 ±ai1i2···iq . 因此从(4.12) 式得

±ai1i2···iq = 0, 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < iq ⩽ n. (4.13)
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这证明了上述集合是线性无关的, 从而它是 ∧q(V ) 的一个基. 于是 dim ∧q(V ) = Cq
n.

∧q(V ) 是域 F 上的线性空间, 它有加法运算和纯量乘法运算, ∧q(V ) 中的元素称为 q-向
量. 由于 ∧q(V ) 是 T q(V ) 的一个子空间, 并且据小节 3.1.2, T q(V ) 的张量与 T s(V ) 的张
量可以做乘法运算,其乘积是 T q+s(V )的张量,因此 ∧q(V )的张量与 ∧s(V )的张量的乘积
是 T q+s(V ) 中的张量. 一般来说, ∧q(V ) 的张量与 ∧s(V ) 的张量的乘积不一定是 T q+s(V )
中的斜对称张量. 这促使我们思考应该如何来定义 ∧q(V ) 的张量与 ∧s(V ) 的张量的乘法,
使得其乘积是 T q+s(V ) 中的斜对称张量, 即使得乘积属于 ∧q+s(V )? 本节的第二部分内容
来讨论这个问题, 由此将引出一个重要的代数系统.

4.1.2 外代数

设 V 是域 F 上的 n维线性空间, 1 ⩽ q, s ⩽ n. 我们现在来定义 ∧q(V )的张量 f 与 ∧s(V )
的张量 g 的乘法运算, 使得其乘积是 T q+s(V ) 中的斜对称张量, 由于按照张量的乘法运
算, 有 f ⊗ g ∈ T q+s(V ), 且 Altq+s 的象集是 ∧q+s(V ), 因此自然而然地应当规定 f 与 g 的
乘法 (其乘积记作 f ∧ g) 为

f ∧ g
def= Altq+s(f ⊗ g), (4.14)

这个运算称为外乘.

Thm. 3 外乘的运算律

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间, 1 ⩽ q, s, r ⩽ n. 则对于任意 f, f1, f2 ∈ ∧q(V ),
g, g1, g2 ∈ ∧s(V ), h ∈ ∧r(V ), 有

1◦ f ∧ g = (−1)qsg ∧ f (斜交换律);
2◦ (f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h) (结合律);
3◦ (f1 + f2) ∧ g = f1 ∧ g + f2 ∧ g (右分配律), f ∧ (g1 + g2) = f ∧ g1 + f ∧ g2 (左分配
律).

Pf 我们首先证明对于任意 T1 ∈ T q(V ), T2 ∈ T s(V ), 有

Altq+s[Altq(T1) ⊗ T2] = Altq+s(T1 ⊗ T2) = Altq+s(T1 ⊗ Alts T2). (4.15)

由于

Altq(T1) ⊗ T2 =
[ 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ)ψτ (T1)
]

⊗ T2 = 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ)(ψτ (T1) ⊗ T2), (4.16)

因此

Altq+s[Altq(T1) ⊗ T2] = 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ) Altq+s(ψτ (T1) ⊗ T2). (4.17)

考虑 Sq 到 Sq+s 的嵌入映射: τ 7−→ τ̃ , 其中

τ̃(i) =

τ(i), 当1 ⩽ i ⩽ q;
i, 当q < i ⩽ q + s,

(4.18)

于是 ψτ (T1) ⊗ T2 = ψτ̃ (T1 ⊗ T2). 由于 Altq+s 与 ψτ̃ 可交换, 因此

Altq+s(ψτ (T1) ⊗ T2) = Altq+s[ψτ̃ (T1 ⊗ T2)]
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= ψτ̃ [Altq+s(T1 ⊗ T2)]
= sgn(τ̃) Altq+s(T1 ⊗ T2). (4.19)

显然, sgn(τ̃) = sgn(τ), 因此从(4.17) 和(4.19) 式得

Altq+s[Altq(T1) ⊗ T2] = 1
q!

∑
τ∈Sq

sgn(τ) sgn(τ) Altq+s(T1 ⊗ T2)

= 1
q!

Altq+s(T1 ⊗ T2) · q!

= Altq+s(T1 ⊗ T2). (4.20)

同理可证
Altq+s[T1 ⊗ Alts(T2)] = Altq+s(T1 ⊗ T2). (4.21)

现在来分别证 1◦, 2◦, 3◦ 的结论, 设 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基.
1◦ 对于 f ∈ ∧q(V ), g ∈ ∧s(V ), 由于 f, g 分别可表示成 ∧q(V ), ∧s(V ) 的基向量的线性
组合, 且 Altq+s, Altq, Alts 分别是 T q+s(V ), T q(V ), T s(V ) 上的线性变换, 因此只要对于
∧q(V ) 中任一基向量 αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq (1 ⩽ i1 < i2 < · · · < iq ⩽ n), ∧s(V ) 中任一基向
量 αj1 ∧ αj2 ∧ · · · ∧ αjs 来证明斜交换律.

(αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq) ∧ (αj1 ∧ αj2 ∧ · · · ∧ αjs)
= Altq+s[(αi1 ∧ · · · ∧ αiq) ⊗ (αj1 ∧ · · · ∧ αjs)]
= Altq+s[Altq(αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq) ⊗ (αj1 ∧ · · · ∧ αjs)]
= Altq+s[(αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq) ⊗ Alts(αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs)]
= Altq+s[(αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq) ⊗ (αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs)]. (4.22)

若 q + s > n, 则 ∧q+s(V ) = 0. 于是(4.22) 式等于 0. 从而斜交换律成立. 下设 q + s ⩽ n.
若 {αi1 , · · · , αiq} ∩ {αj1 , · · · , αjs} 6= ∅, 则

Altq+s[(αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq) ⊗ (αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs)] = αi1 ∧ · · · ∧ αiq ∧ αj1 ∧ · · · ∧ αjs = 0,

从而斜交换律成立. 下设 {αi1 , · · · , αiq} ∩ {αj1 , · · · , αjs} = ∅. 此时 αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq ⊗ αj1 ⊗
· · · ⊗ αjs 经过一系列相邻两个向量的对换, 可变成 αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs ⊗ αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq , 这一
共需要作 qs 次对换, 把下标的这 qs 个对换的乘积记作 σ, 则

ψσ(αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq ⊗ αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs) = αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs ⊗ αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq . (4.23)

类似于(4.22) 式, 并且利用(4.23)、(4.22) 式得

(αj1 ∧ αj2 ∧ · · · ∧ αjs) ∧ (αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αiq)
= Altq+s(αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs ⊗ αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq)
= Altq+s[ψσ(αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq ⊗ αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs)]
= ψσ[Altq+s(αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq ⊗ αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs)]
= sgn(σ) Altq+s(αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq ⊗ αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs)
= (−1)qs(αi1 ∧ · · · ∧ αiq) ∧ (αj1 ∧ · · · ∧ αjs). (4.24)

上述推导过程的最后一步是由于 σ 是 qs 个对换的乘积, 而对换是奇置换, 因此

sgn(σ) = (−1)qs. (4.25)
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从(4.24) 式可得出
g ∧ f = (−1)qsf ∧ g.

2◦ 对于 f ∈ ∧q(V ), g ∈ ∧s(V ), h ∈ ∧r(V ), 由(4.20)、(4.21) 式得

(f ∧ g) ∧ h = Altq+s+r[Altq+s(f ⊗ g) ⊗ h]
= Altq+s+r[(f ⊗ g) ⊗ h],

f ∧ (g ∧ h) = Altq+s+r[f ⊗ Alts+r(g ⊗ h)]
= Altq+s+r(f ⊗ (g ⊗ h)),

因此
(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h).

3◦ 对于 f1, f2 ∈ ∧q(V ), g ∈ ∧s(V ), 有

(f1 + f2) ∧ g = Altq+s[(f1 + f2) ⊗ g]
= Altq+s(f1 ⊗ g + f2 ⊗ g)
= Altq+s(f1 ⊗ g) + Altq+s(f2 ⊗ g)
= f1 ∧ g + f2 ∧ g.

同理可证, 对于 f ∈ ∧q(V ), g1, g2 ∈ ∧s(V ), 有

f ∧ (g1 + g2) = f ∧ g1 + f ∧ g2.

从外乘的定义知道, ∧q(V )的张量与 ∧s(V )的张量的外乘积是 ∧q+s(V )的张量. 因此在考
虑由斜对称张量组成的代数系统时, 自然应当考虑 ∧q(V ) (q = 0, 1, · · · , n) 的外直和, 即
令

∧(V ) =
n⊕

q=0
∧q(V ), (4.26)

其中 n 是 V 的维数. 为方便起见, 把域 F 中的元素都看成斜对称张量, 于是 ∧0(V ) =
T 0(V ) = F .
据外直和的定义, ∧(V ) 是域 F 上的一个线性空间. 从定理 3 知道, 斜对称张量的外乘满
足分配律, 于是据外直和中元素的表法得出, ∧(V ) 中有外乘运算. 从定理 3 得出, ∧(V )
的外乘运算满足结合律, 但不满足交换律, 外乘运算还满足分配律. 从 T (V ) 的单位元是
1 (即 (1, 0, · · · )) 可知, ∧(V ) 的单位元是 1, 即 (1, 0, 0, · · · , 0), 因此 ∧(V ) 对于加法和外乘
运算成为一个有单位元的环, 又由于对于 k ∈ F , f ∈ ∧q(V ), g ∈ ∧s(V ), 有

(kf) ∧ g = Altq+s[(kf) ⊗ g] = Altq+s[k(f ⊗ g)]
= kAltq+s(f ⊗ g) = k(f ∧ g). (4.27)

类似地可证, f ∧ (kg) = k(f ∧ g). 由此得出, ∧(V ) 的外乘运算与纯量乘法运算是相容的,
因此 ∧(V ) 成为域 F 上的一个代数, 称它为线性空间 V 上的外代数 (exterior algebra) 或
者 Grassmann 代数.

dim ∧(V ) =
n∑

q=0
dim ∧q(V ) =

n∑
q=0

Cq
n = 2n.
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外代数在现代分析, 微分几何和量子力学中是必不可少的工具. 读者在学到相应的课程时
将会遇到.
当 q = 1 时, T 1(V ) = V . 由交错化变换的定义得, Alt1 就是 V 上的恒等变换, 因此

∧1(V ) = Im(Alt1) = V, (4.28)

于是 ∧1(V ) 中的元素就是 V 中的向量. 从定理 3 得, 对于任意 α, β, γ, α1, α2, β1, β2 ∈ V ,
有

α ∧ β = −β ∧ α;

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ);

(α1 + α2) ∧ β = α1 ∧ β + α2 ∧ β;

α ∧ (β1 + β2) = α ∧ β1 + α ∧ β2,

因此 V 中任意两个向量可以做外乘, 它满足反交换律, 结合律和分配律. 但是要注意:
α ∧ β 已经不是 V 中的向量, 而是 ∧2(V ) 中的向量, 即 2-向量. 所以不能把外乘说成是 V
的一种运算.
在解析几何课程中知道, 几何空间 (可看成是实数域上的 3 维线性空间) V 中, 向量有叉
乘运算 (即向量的外积): 对于任意 α, β ∈ V , 有 α× β ∈ V . 向量的外积满足反交换律, 分
配律, 但是不满足结合律, 而是满足 Jacobi 恒等式:

α× (β × γ) + β × (γ × α) + γ × (α× β) = 0.

由此可见, 几何空间 V 中向量的外积 (叉乘运算) 与向量的外乘是不同的概念: 几何空间
V 中向量的外积是 V 的一种运算, 而 V 中两个向量的外乘不是 V 的一种运算; 几何空间
V 中向量的外积不满足结合律, 满足 Jacobi 恒等式, 而 V 中向量的外乘满足结合律.

4.2 典型例题

Eg. 1 斜对称张量与斜对称双线性函数

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间. 证明: T 2(V ∗) 的张量 f 是斜对称的当且仅当 f 是
V 上的斜对称双线性函数.

Pf 任取 f ∈ T 2(V ∗), 则 f 是 V 上的双线性函数, 且 f 可以表示成

f =
n∑

i1,i2=1
bi1i2fi1 ⊗ fi2 , (4.29)

其中 f1, · · · , fn ∈ V ∗ 的一个基, 1 ⩽ i1, i2 ⩽ n. 2 元对称群 S2 = {(1), (12)}, 记 τ = (12).
由于 ψτ 是 T 2(V ∗) 上的线性变换, 因此

ψτ (f) =
n∑

i1,i2=1
bi1i2ψτ (fi1 ⊗ fi2) =

n∑
i1,i2=1

bi1i2fi2 ⊗ fi1 . (4.30)

于是

f 是斜对称的 ⇐⇒ ψτ (f) = sgn(τ)f
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⇐⇒
n∑

i1,i2=1
bi1i2fi2 ⊗ fi1 = −

n∑
i1,i2=1

bi1i2fi1 ⊗ fi2

⇐⇒
n∑

i1,i2=1
bi1i2(fi2 ⊗ fi1)(α, β) = −

n∑
i1,i2=1

bi1i2(fi1 ⊗ fi2)(α, β), ∀α, β ∈ V

⇐⇒
n∑

i1,i2=1
bi1i2fi2(α)fi1(β) = −

n∑
i1,i2=1

bi1i2fi1(α)fi2(β), ∀α, β ∈ V

⇐⇒
n∑

i1,i2=1
bi1i2(fi1 ⊗ fi2)(β, α) = −

n∑
i1,i2=1

bi1i2(fi1 ⊗ fi2)(α, β), ∀α, β ∈ V

⇐⇒ f(β, α) = −f(α, β), ∀α, β ∈ V

⇐⇒ f 是V 上的斜对称双线性函数.

Eg. 2 对称化变换

设 V 是域 F 上有限维线性空间, q ⩾ 1. T q(V ) 的张量 f 如果满足对一切 τ ∈ Sq, 有

ψτ (f) = f, (4.31)

那么称 f 是对称张量. 显然, T q(V ) 中所有对称张量组成的集合成为 T q(V ) 的一个子
空间, 记作 Sq(V ). 令

Symq = 1
q!

∑
τ∈Sq

ψτ , (4.32)

显然, Symq 是 T q(V ) 上的一个线性变换, 称它为对称化变换. 证明:
(1) 对任意 σ ∈ Sq, Symq 与 ψσ 可交换;
(2) Symq 是幂等变换;
(3) Im(Symq) = Sq(V ).

Pf (1) 任取 f ∈ T q(V ), 对于任意 σ ∈ Sq,

(ψσ Symq)(f) = ψσ

[ 1
q!

∑
τ∈Sq

ψτ (f)
]

= 1
q!

∑
τ∈Sq

ψσψτ (f)

= 1
q!

∑
τ∈Sq

ψστ (f)

= Symq(f),

因此
ψσ Symq = Symq .

同理可证, Symq ψσ = Symq. 所以 Symq 与 ψσ 可交换.
(2) 计算

(Symq)2 = 1
(q!)2

( ∑
τ∈Sq

ψτ

)( ∑
σ∈Sq

ψσ

)
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= 1
(q!)2

∑
τ∈Sq

∑
σ∈Sq

ψτψσ

= 1
(q!)2

∑
τ∈Sq

∑
σ∈Sq

ψτσ

= 1
q!

∑
τ∈Sq

Symq

= 1
q!

Symq ·q! = Symq,

因此 Symq 是幂等变换.
(3) 任取 f ∈ T q(V ), 对任意 σ ∈ Sq, 据上式得

ψσ[Symq(f)] = Symq(f),

因此 Symq(f) ∈ Sq(V ). 从而 Im(Symq) ⊆ Sq(V ).
任取 g ∈ Sq(V ). 由(4.31)、(4.32) 式得

Symq(g) = 1
q!

∑
τ∈Sq

ψτ (g) = 1
q!

∑
τ∈Sq

g = 1
q!
g · q! = g,

因此 g ∈ Im(Symq). 从而 Sq(V ) ⊆ Im(Symq). 所以

Im(Symq) = Sq(V ). (4.33)

点评

从例 2 得, Symq 是平行于 Ker(Symq) 在 Sq(V ) 上的投影; f ∈ T q(V ) 是对称张量当
且仅当 Symq(f) = f .
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应用天地:张量积在量子隐形传态中的应用

一个量子体系的所有可能的量子态 (可归一化) 组成的集合 H 是一个 Hilbert 空
间, 它的一组力学量相应的 Hermite 算符 Â1, Â2, · · · , Âs 如果两两可交换, 那么 H (设
它是有限维的) 中存在一个标准正交基 ψ1, ψ2, · · · , ψn, 使得 Â1, Â2, · · · , Âs 在这个基下
的矩阵都是对角矩阵. 于是 ψ1, ψ2, · · · , ψn 是 Â1, Â2, · · · , Âs 的公共特征向量, 称它们为
Â1, Â2, · · · , Âs 的共同的本征态.

现在考虑两个量子体系 A 和 B, 它们的所有可能的量子态分别形成的 Hilbert 空
间记作 H1,H2. 设 H1 的一个标准正交基是 ψ1, ψ2, · · · , ψn; H2 的一个标准正交基是
φ1, φ2, · · · , φm, 则 H1 ⊗ H2 的一个基是

{ψi ⊗ φj | 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m}.

对于 H1 ⊗ H2 中任意两个元素
∑n

i=1
∑m

j=1 aijψi ⊗ φj,
∑n

i=1
∑m

j=1 bijψi ⊗ φj 规定( n∑
i=1

m∑
j=1

aijψi ⊗ φj,
n∑

i=1

m∑
j=1

bijψi ⊗ φj

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

āijbij,

容易验证这是复线性空间 H1 ⊗ H2 上的一个内积. 于是 H1 ⊗ H2 成为一个酉空间,
H1 ⊗ H2 的上述基成为一个标准正交基.

H1 ⊗ H2 中的元素如果能表示成 f ⊗ g 的形式, 其中 f ∈ H1, g ∈ H2, 那么称这个元
素是非纠缠态; 否则称为纠缠态 (entangled state).

1925 年荷兰莱顿大学学生 G. E. Uhlenbeck 和 S. A. Goudsmit 根据一系列实验事
实提出了大胆的假设: 电子不是点电荷, 它除了轨道运动外还有自旋运动. 所谓电子自旋
(electron spin) 假设, 可以概括为: 每个电子都具有自旋角动量 S, 它在空间任一方向上的
投影 sz, 只能取两个值, 即

sz = ±1
2
ℏ, (1)

其中 ℏ = h
2π

, h 是普适常数. 实验结果表明, 电子不是一个只具有三个自由度 (在空间
中的位置) 的粒子, 它还具有自旋这个自由度. 为了对电子的状态作出完全的描述, 还必
须考虑其自旋态 (spin state). 在描写它的波函数中还应该包含自旋投影这个变量, 记作
ψ(r, sz). 由于 sz 只取 ±ℏ/2 两个值, 因此可以把 ψ(r, sz) 表示成

ψ(r, sz) =

 ψ(r, ℏ/2)
ψ(r,−ℏ/2)

 , (2)

称它为旋量波函数 (spinor wave function). 其中, |ψ(r, ℏ/2)|2 表示电子自旋向上 (即 sz =
ℏ/2) 且位置在 r 处的概率密度, |ψ(r,−ℏ/2)|2 表示电子自旋向下 (即 sz = −ℏ/2) 且位置
在 r 处的概率密度. 考虑下述情形: ψ(r, sz) 可以表示成

ψ(r, sz) = Φ(r)χ(sz), (3)

其中 χ(sz) 是描述自旋态的波函数, 它的一般形式为

χ(sz) =

a
b

 , (4)
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其中 |a|2 和 |b|2 分别代表电子的 sz 等于 ℏ/2 和 −ℏ/2 的概率. 此时归一化条件可以表示
为

|a|2 + |b|2 = 1. (5)
通常把 sz 的本征态 χms(sz) 记为 α 和 β, 它们所属的本征值 (特征值) 为 msℏ = ±ℏ/2,
即

α = χ 1
2
(sz) =

1
0

 , (6)

β = χ− 1
2
(sz) =

0
1

 . (7)

α 和 β 构成了电子自旋态空间的一个标准正交基, (4) 式表示的一般的电子自旋态可以表
示成

χ(sz) =

a
b

 = aα + bβ, (8)

于是(2) 式所表示的电子旋量波函数可以表示为

ψ(r, sz) = ψ(r, ℏ/2)α + ψ(r,−ℏ/2)β. (9)

采用 Dirac 符号, 电子的两个自旋本征态 α, β 可以用它的本征值 ±ℏ/2 来标记, 分别记为

|ℏ/2〉 = |↑〉 , |−ℏ/2〉 = |↓〉 , (10)

于是电子的自旋态可以表示为

|ψ〉 = a |↑〉 + b |↓〉 =

a
b

 , |a|2 + |b|2 = 1. (11)

现在考虑自旋为 ℏ/2 的两个粒子组成的体系的自旋态, 第一个粒子的所有可能的自旋态
形成的 Hilbert 空间记作 H1, 第二个粒子的所有可能的自旋态形成的 Hilbert 空间记作
H2. 则这两个粒子组成的体系的所有自旋态形成的空间为 H1 ⊗ H2. 由于 Hi 的一个标
准正交基为

|↑〉i , |↓〉i , (12)
其中 i = 1, 2, 因此 H1 ⊗ H2 的一个标准正交基为

|↑〉1 ⊗ |↑〉2 , |↑〉1 ⊗ |↓〉2 , |↓〉1 ⊗ |↑〉2 , |↓〉1 ⊗ |↓〉2 , (13)

这 4 个基向量都不是纠缠态. (注: 在量子力学的文献中, 把符号 ⊗ 省略不写出, 为了清晰
起见, 我们仍写出 ⊗.) 我们来构造 4 个自旋纠缠态 (参看 2 节例 2 及其点评):

∣∣∣ψ±
〉

12
= 1√

2
[|↑〉1 ⊗ |↓〉2 ± |↓〉1 ⊗ |↑〉2], (14)∣∣∣φ±

〉
12

= 1√
2

[|↑〉1 ⊗ |↑〉2 ± |↓〉1 ⊗ |↓〉2], (15)

容易验证, |ψ+〉12, |ψ−〉12, |φ+〉12, |φ−〉12 两两正交, 且长度都等于 1. 因此它是 H1 ⊗ H2
的一个标准正交基, 称它为 Bell 基.
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纠缠态对于了解量子力学的基本概念有很重要的意义. 长期以来, 对量子力学基本原
理的激烈争论从未停止过. 争论的焦点是: 真实世界是否确实如同量子力学所预言的那
样? 在对量子力学质疑的问题中最著名的是 Einstein 等人 (1935) 提出的 EPR 佯谬. 它
是 Einstein 用来与 Bohr 做最重要的一次争论的假想实验, 这个实验所预示的结果完全遵
从量子力学原理, 但是却令人难以接受. 设想有一对总自旋为零的粒子 (称为 EPR 对),
两个粒子随后在空间中分开, 假定粒子 A 在地球上, 而粒子 B 在月球上. 量子力学预言,
若单独测量 A (或 B) 的自旋, 则自旋可能向上, 也可能向下, 各自概率为 1

2 . 但若地球上
已测得粒子 A 的自旋向上 (下), 那么月球上的粒子 B 不管测量与否, 必然会处在自旋向
下 (上) 的本征态上. Einstein 认定真实世界绝非如此, 月球上的粒子 B 决不会受到地球
上对 A 测量的任何影响. 因此毛病出在量子力学理论不完备, 即不足以正确地描述真实
的世界.

Bohr 则持完全相反的看法, 他认为粒子 A 和 B 之间存在着量子关联, 不管它们在空
间上分得多开, 对其中一个粒子实行局域操作 (如上述的测量), 必然同时导致另一个粒子
状态的改变, 这是量子力学的非局域性. 这场争论的本质在于: 真实世界是遵从 Einstein
的局域实在论, 还是 Bohr 的非局域性理论. 长期以来这个争论停留在哲学上, 难以判断”
孰是孰非”.

直到 Bell 基于 Einstein 的隐参数理论而推导出著名的 Bell 不等式, 人们才有可能
在实验上寻找判定这场争论的依据. 法国学者首先在实验上证实 Bell 不等式可以被违背,
支持了 Bohr的看法. 之后,随着量子光学的发展,有更多的实验支持了这个结论. 1997年
瑞士学者更直截了当地在 10km 光纤中测量到作为 EPR 对的两个光子之间的量子关联.
因此量子力学是正确的; 非局域性是量子力学的基本性质. 事实上, EPR 粒子对处在如下
的纠缠态上: ∣∣∣ψ−

〉
AB

= 1√
2

[|↑〉A ⊗ |↓〉B − |↓〉A ⊗ |↑〉B]. (16)

这个量子态最大地违背 Bell 不等式, 有着奇特的性质: 我们无法单独地确定某个粒子处
在什么量子态上, 这个纠缠态给出的唯一信息是两个粒子之间的关联这类整体的特性. 现
在实验上已成功地制备这类纠缠态. (注: 关于 Bell 不等式可参看《量子力学新进展 (第
一辑)》(曾谨言, 裴寿镛主编, 北京大学出版社 2000 年出版) 第 20 页.)
纠缠态近十几年来已在一些前沿领域中得到广泛的应用, 特别是量子信息方面. 1993

年 C. H. Bennett 等人提出了利用纠缠态来远程传送一个量子态信息的方案, 即量子隐形
传态 (quantum teleportation) 方案. 下面作一介绍.

在科幻电影或神话小说中, 常常有这样的场面: 某人突然在某地消失掉, 其后却在别
的地方莫名其妙地显现出来, ”teleportation” 一词就来源于此, 这是指一种无影无踪的传
送过程. 量子隐形传态的原理如图 5 所示.
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Alice Bob
经典通道

量子通道

粒子 1
|ϕ〉1

粒子 2
粒子 3

EPR 对
|ψ−〉23

图 5: 量子隐形传态原理示意. Alice 对粒子 1 与 2 作 Bell 基联合测量, 结果经经典通道
传给 Bob, Bob 对粒子 3 作相应的幺正变换以恢复原量子态.

任务 Alice有粒子 1 (自旋为 ℏ/2) 处于自旋态:

|φ〉1 = a |↑〉1 + b |↓〉1 =

a
b


1

, |a|2 + |b|2 = 1. (17)

她想将此量子态传送给 Bob, 但粒子 1 本身不被传送, 而且 Alice 本人对于要传送的这个
量子态 |φ〉1 可能一无所知 (即对于 a 和 b 等于多少, 不知道). 但是 Alice 与 Bob 之间有
一个经典的通信道 (例如电话), 可交换测量过程中的技术上的信息.

传送方案:
(1) 制备粒子 1 处于 |φ〉1 态, 放在 Alice 处.
(2) 把粒子 2 和 3 (自旋都为 ℏ/2) 制备成为 EPR 对处于纠缠态:

∣∣∣ψ−
〉

23
= 1√

2
[|↑〉2 ⊗ |↓〉3 − |↓〉2 ⊗ |↑〉3], (18)

然后把粒子 2传送给 Alice,同时把粒子 3传送给 Bob. 由于粒子 2和 3处于纠缠态,对粒
子 2 的任何操作, 必然导致粒子 3 发生相应的演变, 因此这个 EPR 对构成 Alice 和 Bob
之间的量子通道.

(3) Alice 采用可以识别 Bell 基的装置对粒子 1 和 2 实施联合测量. 由于粒子 1 和 2
的自旋态空间 H1 和 H2 的张量积 H1 ⊗ H2 中任一元素可由 Bell 基线性表出, 因此测量
结果可能是 Bell 基中的某一个, 出现的概率都是 1

4 (理由见下面). 与此同时, Bob 测量粒
子 3 的自旋态. 粒子 1 和 EPR 对构成三粒子体系, 其量子态为

|ψ〉123 = |φ〉1 ⊗
∣∣∣ψ−

〉
23
. (19)

我们把(19) 式具体计算出来, 为了简便清晰, 我们把 |↑〉 记成 |0〉, 把 |↓〉 记成 |1〉, 把
|0〉2 ⊗ |1〉3 记成 |01〉23, 把 |0〉1 ⊗ |0〉2 ⊗ |0〉3 记成 |000〉123, 等等. 于是

|ψ〉123 = (a |0〉1 + b |1〉1) ⊗ 1√
2

(|01〉23 − |10〉23)

= 1√
2

[a |001〉123 − a |010〉123 + b |101〉123 − b |110〉123]
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= 1
2

[
∣∣∣ψ−

〉
12

⊗ (−a |0〉3 − b |1〉3)

+
∣∣∣ψ+

〉
12

⊗ (−a |0〉3 + b |1〉3)

+
∣∣∣φ−

〉
12

⊗ (b |0〉3 + a |1〉3)

+
∣∣∣φ+

〉
12

⊗ (−b |0〉3 + a |1〉3)]. (20)

由于在 |ψ〉123 的展开式中, |ψ−〉12, |ψ+〉12, |φ−〉12, |φ+〉12 的系数都是
1
2 , 因此当 Alice 对

粒子 1 和 2 实施联合测量时, 测量结果可能为 |ψ−〉12, |ψ+〉12, |φ−〉12, |φ+〉12 中的某一个,
其概率都等于 (1

2)2 = 1
4 . 由于在 |ψ〉123 的展开式中, 粒子 3 的可能状态只有下述 4 种:

−a |0〉3 − b |1〉3 =

−a
−b


3

,

−a |0〉3 + b |1〉3 =

−a
b


3

,

b |0〉3 + a |1〉3 =

b
a


3

,

−b |0〉3 + a |1〉3 =

−b
a


3

,

因此 Bob 测量粒子 3 所处的自旋态只有上述 4 种可能.
(4) Alice立即通过经典通道,把测量结果告诉 Bob. 例如, Alice测得的结果为 |φ−〉12,

由于在 |ψ〉123 的展开式中,与 |φ−〉12 作张量积的粒子 3的自旋态为 b |0〉3 +a |1〉3 =

b
a


3

,

因此 Bob测量粒子 3的自旋态的结果必然为 b |0〉3 +a |1〉3 =

b
a


3

. 由于粒子 3的自旋态

空间 H3 上的酉变换 (量子力学文献中称酉变换为幺正变换) 不改变度量性质, 因此 Bob

可以对所测得的粒子 3 的自旋态
b
a


3

作一个酉变换, 即用酉矩阵
0 1

1 0

 乘以
b
a


3

:

0 1
1 0

 b
a


3

=

a
b


3

.

这就将粒子 3制备成与粒子 1原先的自旋态一样的态 a |0〉3 + b |1〉3 =

a
b


3

. 粒子 1原先

的自旋态 |φ〉1 = a |0〉1 + b |1〉1 =

a
b


1

在 Alice 实施测量之后不再处于这个态了. 这便实

现了把粒子 1的未知自旋态 |φ〉1 隐形传送给粒子 3. 在这个传送过程中,传送的仅仅是粒
子 1 的自旋态 |φ〉1, 而不是粒子 1 本身. 在传送过程中, 粒子 1 原来的自旋态 |φ〉1 已被
破坏, 粒子 1 与粒子 2 发生了纠缠.
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