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引言

行列式对每一行都线性,内积对每个变量都线性, 矩阵迹 tr(XY ) 对两个矩阵都线性. 这
类” 对每个变量都线性” 的映射称为多重线性映射, 它正是本讲义的主题. 多重线性映射
在微分几何、群表示论与量子力学中无处不在.
本讲是《丘维声多重线性代数讲义-原文》的蒸馏版, 只保留”张量积把多重线性问题化为
线性问题” 这一主线及其核心结论, 各结论仍给出简洁证明; 完整的细节与例题见原文.

全篇主线

用张量积把多重线性问题化为线性问题.

第 1 节建立多重线性映射的语言, 指出它由基上的取值完全决定; 第 2 节构造张量积
V ⊗U , 它把” 双线性映射 V ×U → W” 与” 线性映射 V ⊗U → W” 一一对应; 第 3 节把
张量积反复用于 V, V ∗, 得到张量与坐标理论; 第 4 节对张量作” 交错化”, 得到外代数, 并
说明行列式的几何意义.
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1
多重线性映射

1.1 定义与例子

Def. 1 多重线性映射

设 V1, . . . , Vr,W 是域 F 上的线性空间, A : V1 × · · · × Vr → W 是一个映射. 若固定任
意 r− 1 个变元后, A 关于剩下的变元是线性的, 即对每个 i 与任意的 αj ∈ Vj (j 6= i),
映射

αi 7−→ A(α1, . . . , αi, . . . , αr)

都是 Vi → W 的线性映射, 则称 A 是多重线性映射.

r = 1 时它就是线性映射; W = F 时称 A 为多重线性函数; r = 2 时称双线性映射, 若再
取 W = F 则称双线性函数.

Eg. 1 三个基本例子

(1) n 阶行列式 det : F n × · · · × F n → F 是 n 重线性函数. (2) 对给定的矩阵 A,
f(α, β) = αTAβ 是 V × V 上的双线性函数. (3) tr : Ms×n(F ) × Mn×s(F ) → F ,
(X,Y ) 7→ tr(XY ) 是双线性函数.

1.2 由基上的值决定
多重线性映射虽然” 多变量”, 但本质上是线性对象: 它完全由基向量组上的取值决定, 且
这些取值可以任意指定.

Prop. 1 赋值同构

设 Vi 有基 {αi1, . . . , αini
} (i = 1, . . . , r). 赋值映射

Φ : Mult(V1, . . . , Vr;W ) −→ W n1···nr , A 7−→
(
A(α1j1 , . . . , αrjr)

)
1⩽jk⩽nk

是线性空间的同构. 换言之, 给定 W 中任意 n1 · · ·nr 个向量 βj1···jr , 存在唯一的
A ∈ Mult(V1, . . . , Vr;W ) 使得

A(α1j1 , . . . , αrjr) = βj1···jr .

Pf 存在性: 对 αi = ∑
ji
xiji

αiji
定义

A(α1, . . . , αr) =
∑

j1,...,jr

x1j1 · · ·xrjr βj1···jr .

右端对每个变元线性, 故 A 是多重线性映射, 且在基向量组上的取值恰为 βj1···jr . 唯一
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性: 若两个多重线性映射在基向量组上取值相同, 则由上式 (即由多重线性) 它们在任意
(α1, . . . , αr) 上取值相同.

Cor. 1 维数公式

若 W 有限维, 则

dim Mult(V1, . . . , Vr;W ) = n1 · · ·nr · dimW ;

特别地, dim Mult(V1, . . . , Vr;F ) = n1 · · ·nr.

1.3 张量积的动机
上面的命题说明,一个多重线性映射只是” 按多重线性规则展开的一组数”. 麻烦在于” 多
变量” 带来的操作不便. 设想: 能否把” 双线性映射 V × U → W” 化成一个” 线性映射”?
若能, 一切双线性问题就都变成熟知的线性问题. 张量积正是为此而设:

下一节的承诺

构造线性空间 V ⊗ U 与双线性映射 σ : V × U → V ⊗ U , 使得对任意 W , ” 双线性映
射 V × U → W” 与” 线性映射 V ⊗ U → W” 一一对应.
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2
张量积

2.1 特征性质与定义

Def. 1 张量积

设 V, U 是域 F 上的线性空间. 若存在线性空间 T 与双线性映射 σ : V × U → T , 使
得对任意线性空间 W 与任意双线性映射 A : V × U → W , 都存在唯一的线性映射
ψ : T → W 满足 A = ψσ (即交换图 1), 则称二元组 (T, σ) 是 V 与 U 的张量积. 此时
把 T 记作 V ⊗ U , 并把 σ(α, β) 记作 α⊗ β.

V × U V ⊗ U

W

σ

A
ψ

图 1: 特征性质: 双线性映射 A 唯一地分解为 A = ψσ. 因此” 研究双线性映射” 归结为”
研究线性映射 ψ”.

这就是全篇的核心: 双线性 (以及多重线性)映射的讨论, 被”线性化”为线性映射的讨论.
条件中的” 唯一性” 保证了 V ⊗ U 在同构意义下只有一种.

2.2 存在性与唯一性

Thm. 1 张量积的存在与唯一

任意两个线性空间 V, U 的张量积都存在, 且在同构意义下唯一: 若 (T, σ) 与 (T ′, σ′)
都是 V, U 的张量积, 则存在唯一的同构 ψ : T → T ′ 使得 σ′ = ψσ.

Pf 唯一性: 由 T ′ 的性质, 存在唯一 ψ : T → T ′ 使 σ′ = ψσ; 由 T 的性质, 存在唯一
ψ′ : T ′ → T 使 σ = ψ′σ′. 于是 ψ′ψ 与 idT 都是满足 (ψ′ψ)σ = σ 的线性映射, 由唯一性
ψ′ψ = idT ; 同理 ψψ′ = idT ′ . 故 ψ 是同构.
存在性: 以所有有序对 (α, β) 为基作自由线性空间 M , 令 M0 为下列向量生成的子空间:

(α + α′, β) − (α, β) − (α′, β), (α, β + β′) − (α, β) − (α, β′), (kα, β) − k(α, β),

其中 α, α′ ∈ V , β, β′ ∈ U , k ∈ F . 取 T = M/M0, 定义 σ(α, β) = (α, β) + M0. M0 中
的关系恰好强制 σ 对每个变元线性. 对任一双线性映射 A : V × U → W , 映射 (α, β) 7→
A(α, β) 线性扩张为 M → W 的线性映射, 且在三类生成元上取值均为零, 故诱导线性映
射 ψ : T → W 满足 A = ψσ; 唯一性由 σ(α, β) 张成 T 得出. 故 (T, σ) 满足特征性质.
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有限维的直观模型

当 V, U 有限维时, 可具体取 V ⊗ U = Mult(V ∗, U∗;F ) (即 V ∗ × U∗ 上的双线性函数
空间), 令 σ(α, β) 为函数 (f, g) 7→ f(α)g(β). 这时 α ⊗ β 有具体的” 函数” 含义; 由唯
一性, 此模型与抽象构造给出同构的 V ⊗ U .

2.3 基本性质
以下设 V, U 有限维, {α1, . . . , αn} 与 {β1, . . . , βm} 分别为其基.

Prop. 1 双线性法则

对 α, γ ∈ V , β, η ∈ U , k ∈ F :

(α + γ) ⊗ β = α⊗ β + γ ⊗ β, α⊗ (β + η) = α⊗ β + α⊗ η,

(kα) ⊗ β = k(α⊗ β) = α⊗ (kβ).

特别地, α⊗ 0 = 0 = 0 ⊗ β. 这些恒等式正是 σ 的双线性, 是符号 ⊗ 唯一的运算法则.

Thm. 2 基与维数

{αi ⊗ βj | 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m} 是 V ⊗ U 的基, 从而

dim V ⊗ U = nm = (dim V )(dimU).

Pf 生成性来自商构造与双线性法则. 线性无关: 若 ∑
i,j cij αi ⊗βj = 0,对固定的 (i0, j0),

由双线性函数 (α, β) 7→ xi0(α) yj0(β) (其中 xi0 , yj0 是对偶基函数) 经特征性质诱导的线性
映射 φi0j0 : V ⊗ U → F 满足 φi0j0(αi ⊗ βj) = δii0δjj0 , 代入和式得 ci0j0 = 0.

Prop. 2 无零因子

若 α⊗ β = 0, 则 α = 0 或 β = 0.

Pf 反设 α 6= 0, β 6= 0. 将 α, β 各自扩充为基后, α ⊗ β 是 V ⊗ U 的基向量, 非零, 矛
盾.

Prop. 3 一般元素

V ⊗ U 的每个元素可写成有限和
∑

l kl γl ⊗ ηl (γl ∈ V , ηl ∈ U), 但表法不唯一 (例如
0 = 0 ⊗ β 已有任意表法). 一般地 α⊗ β 6= β ⊗ α: 张量积在” 元素” 层面不交换.

2.4 线性映射的张量积
既然张量积” 线性化” 了双线性映射, 线性映射之间的” 配对” 也相应张量积化:
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Thm. 3 线性映射的张量积

设 A ∈ Hom(V, V ′), B ∈ Hom(U,U ′). 存在唯一的线性映射

A⊗B : V ⊗ U −→ V ′ ⊗ U ′

使得对一切 α ∈ V , β ∈ U 有 (A⊗B)(α⊗ β) = Aα⊗Bβ.

Pf 映射 (α, β) 7→ Aα⊗Bβ 是双线性的, 由特征性质唯一诱导出线性映射.

Prop. 4 张量积的运算性质

设 A,C ∈ Hom(V, V ), B,D ∈ Hom(U,U), k ∈ F . 则

(A+ C) ⊗B = A⊗B + C ⊗B, A⊗ (B +D) = A⊗B + A⊗D,

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD, (kA) ⊗B = A⊗ (kB) = k(A⊗B).

若 A,B 可逆, 则 A⊗B 可逆且 (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

Pf 简单张量生成 V ⊗ U , 故只需在 α ⊗ β 上核对; 各等式都是定义的直接展开. 例如第
三条两边在 α⊗ β 上的值均为 ACα ⊗BDβ.

Eg. 1 Kronecker 积

取定基后, A ⊗ B 的矩阵是以 A = (aij) 的分量为系数的分块矩阵 (aijB), 称为 Kro-
necker 积. 例如 a b

c d

⊗B =

aB bB

cB dB

 .
上述运算性质在矩阵层面即 Kronecker 积的对应性质; 若 V, U 维数为 n,m, 则
det(A⊗B) = det(A)m det(B)n.

2.5 直和与基域扩张

Prop. 5 与直和分配

V ⊗ (U1 ⊕ U2) ∼= (V ⊗ U1) ⊕ (V ⊗ U2), 同构把 α⊗ (β1 + β2) 送到 α⊗ β1 + α⊗ β2.

Prop. 6 单位元

V ⊗ F ∼= V , 同构由 α⊗ k 7→ kα 给出.

Thm. 4 基域扩张

设 F 是 K 的扩域, V 是 K 上的 n 维空间, {α1, . . . , αn} 是 V 的基. 则 F ⊗K V 是 F
上的线性空间, 1 ⊗ α1, . . . , 1 ⊗ αn 是其基, 且

dimF (F ⊗K V ) = n = dimK V.
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Pf 由分配性与 F ⊗K K ∼= F :

F ⊗K V ∼=
⊕

i

F ⊗K (Kαi) ∼=
⊕

i

F ∼= F n.

余下为张量积性质的直接推论.

复化

取 K = R, F = C 即得复化: C ⊗R V 把实空间 V 扩充成复空间, 维数不变, 每个元素
唯一地写成

∑
i ciαi (ci ∈ C). 实线性变换 A 在复化上自然延拓为复线性变换, 矩阵仍

是 A (视为复矩阵) - 这正是特征值、Jordan 标准形需要复化的原因.
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3
张量与张量代数

3.1 张量空间
反复作张量积,从 V 与 V ∗ 得到一族线性空间:

Def. 1 张量空间

记 V ⊗q = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
q 个

, (V ∗)⊗p 类似, 并规定 V ⊗0 = (V ∗)⊗0 = F . 定义

T q
p (V ) = V ⊗q ⊗ (V ∗)⊗p.

其元素称为 V 上的 (p, q) 型张量; q 是” 反变”(contravariant) 指标的个数, p 是” 协
变”(covariant) 指标的个数. 当 p = 0 时也记作 T q(V ).

张量能” 作用于” 向量, 这正是它作为函数的解释:

Prop. 1 张量的函数解释

设 V 是 n 维的. 由特征性质, 有自然同构

T q
p (V ) ∼= Mult

(
V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸

q

, V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
p

;F
)
.

即一个 (p, q) 型张量等同于一个” 关于 q 个余向量、p 个向量均线性” 的函数
t(g1, . . . , gq, α1, . . . , αp). 特别地, T 0

2 (V ) = V ∗ ⊗ V ∗ 的元素 f ⊗ h 对应双线性函数
(α, β) 7→ f(α)h(β), 其在基下的矩阵即度量矩阵.

Eg. 1 (1, 1) 型张量就是线性变换

由函数解释, T 1
1 (V ) = V ⊗ V ∗ 的元素 α⊗ f 作为函数是 (g, β) 7→ g(α) f(β), 作为线性

映射是 x 7→ f(x)α. 这诱导同构 V ⊗ V ∗ ∼= Hom(V, V ): 在基下, αi ⊗ αj 对应第 i 行第
j 列为 1、其余为 0 的矩阵, 而 ∑

i αi ⊗ αi 对应单位矩阵.

3.2 分量与基变换
取基 {α1, . . . , αn} 及对偶基 {α1, . . . , αn}. 张量 t ∈ T q

p (V ) 在基

αj1 ⊗ · · · ⊗ αjp ⊗ αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq

下的坐标记作 t
i1···iq

j1···jp
, 即

t = t
i1···iq

j1···jp
αj1 ⊗ · · · ⊗ αjp ⊗ αi1 ⊗ · · · ⊗ αiq .
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Einstein 约定

上式右端省去了对所有指标的求和号: 同一项中一个上标与一个下标使用同一字母,
即对该指标求和. 这一约定让坐标公式大为简化, 是张量语言的标准记法.

Prop. 2 分量变换法则

设基变换 α′
j = ai

jαi, 过渡矩阵 A = (ai
j) (新基在旧基下的坐标列阵). 则 t 在新基下的

分量
(t′)i1···iq

j1···jp
= (A−1)i1

k1
· · · (A−1)iq

kq
Al1

j1 · · ·Alp
jp
t
k1···kq

l1···lp .

即: 反变 (上标) 分量按 A−1 变换, 协变 (下标) 分量按 A 变换. 这正是” 反变/协变”
名称的由来 - 分量与基向量反向/同向变换.

Pf 对向量 x = xiαi = (x′)jα′
j 与余向量 ω = ωiα

i = (ω′)j(α′)j: 由 xi = Ai
j(x′)j 得

(x′)j = (A−1)j
ix

i; 由 (α′)j = (A−1)j
iα

i 得 (ω′)j = Ai
jωi. 一般情形由” 每个上标按 A−1、每

个下标按 A” 逐指标作用而得.

3.3 张量的运算

Prop. 3 运算与分量

(1)加法与数乘: 同型张量对应分量相加、按分量数乘. (2)张量积: 分量相乘、指标拼
接, 例如 (s ⊗ t)i i′

j j′ = si
j t

i′
j′ . (3) 缩并 (contraction): 把一个上标与一个下标配对求和,

得到型降低的张量; 例如 (1, 1) 张量 (tij) 的缩并
∑

i t
i
i 是纯量, 正是它对应的线性变换

的迹.

缩并的合法性来自分量变换法则: 配对求和后 A−1 与 A 相消, 结果不依赖基的选择 - 这
也解释了为什么迹是基无关的.

3.4 张量代数

Def. 2 张量代数

令 T (V ) = ⊕
p,q⩾0 T

q
p (V ), 其中 T 0

0 (V ) = F . 以张量积为乘法, T (V ) 成为分次代数:

T q
p (V ) ⊗ T s

r (V ) ⊂ T q+s
p+r (V ),

乘法满足结合律与分配律, 但不满足交换律; 1 ∈ F 是单位元. 称 T (V )为 V 的张量代
数.

张量代数 T (V ) 是” 仅用张量积把 V, V ∗ 的元素自由拼装” 所得的最一般代数; 下一节的
外代数即由它施加” 交错化” 得到.

10
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4
外代数

本节假定 charF = 0.张量代数中有一类特别重要的张量 - 斜对称张量, 它与行列式、体
积密切相关. 取定 q, 记 Sq 为 q 元对称群; 置换 τ 通过重排因子作用在 T q(V ) 上:

ψτ (α1 ⊗ · · · ⊗ αq) = ατ(1) ⊗ · · · ⊗ ατ(q).

4.1 交错化

Def. 1 斜对称张量

t ∈ T q(V ) 称为斜对称 (或交错) 张量, 若对一切 τ ∈ Sq 有 ψτ (t) = sgn(τ) t. 所有斜对
称张量构成 T q(V ) 的子空间, 记作 ∧q(V ).

Def. 2 交错化算子

Altq = 1
q!
∑

τ∈Sq

sgn(τ)ψτ

称为交错化算子.

Prop. 1 Alt 是投影

Altq 是幂等算子, 且 Im Altq = ∧q(V ). 因此 t 是斜对称张量当且仅当 Altq(t) = t, 而
Altq 是 T q(V ) 到 ∧q(V ) 的投影.

Pf 由 ψτσ = ψτψσ 与 sgn(τσ) = sgn(τ) sgn(σ):

Alt2
q = 1

(q!)2

∑
τ,σ

sgn(τσ)ψτσ = 1
(q!)2

∑
τ

∑
ρ

sgn(ρ)ψρ = 1
q!
∑

ρ

sgn(ρ)ψρ = Altq .

而 Im Altq ⊂ ∧q(V ) 是因为代换 ρ = τσ 给出 ψτ Altq = sgn(τ) Altq; ∧q(V ) ⊂ Im Altq 是因
为 t 斜对称时 Altq(t) = 1

q!
∑

τ sgn(τ)ψτ (t) = 1
q!
∑

τ sgn(τ)2t = t.

4.2 外积

Def. 3 外积

对 f ∈ ∧q(V ), g ∈ ∧s(V ), 定义外积

f ∧ g = Altq+s(f ⊗ g) ∈ ∧q+s(V ).

11
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Thm. 1 外积的运算律

(1) 斜交换律: f ∧ g = (−1)qs g ∧ f . (2) 结合律: (f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h). (3) 分配律:
(f1 + f2) ∧ g = f1 ∧ g + f2 ∧ g, 及 f ∧ (g1 + g2) = f ∧ g1 + f ∧ g2.

Pf 只需在基向量上验证斜交换律. 令 f = αi1 ∧ · · · ∧ αiq , g = αj1 ∧ · · · ∧ αjs . 把 f ⊗ g
中前 q 个因子移到后 s 个因子之后需 qs 次相邻对换, 记其乘积为 σ, 则 sgn(σ) = (−1)qs;
又 Altq+s ψσ = sgn(σ) Altq+s (交错化与置换可交换到相差一个符号), 于是

g ∧ f = Altq+s ψσ(f ⊗ g) = sgn(σ) f ∧ g = (−1)qs f ∧ g.

结合律由 Altq+s+r[Altq+s(f ⊗ g) ⊗ h] = Altq+s+r(f ⊗ g ⊗ h) 及张量积的结合律得出; 分配
律由 Alt 的线性得出.
特别地, 对向量 α, β ∈ V : α ∧ β = −β ∧ α, 故 α ∧ α = 0.

4.3 基与维数

Thm. 2 外幂的基与维数

设 {α1, . . . , αn} 是 V 的基. 对 1 ⩽ q ⩽ n,{
αi1 ∧ · · · ∧ αiq

∣∣∣ 1 ⩽ i1 < · · · < iq ⩽ n
}

是 ∧q(V ) 的基, 因而 dim ∧q(V ) =
(

n
q

)
; 当 q > n 时 ∧q(V ) = 0.

Pf 生成性: 由 Altq(αi1 ⊗· · ·⊗αiq) = αi1 ∧· · ·∧αiq ,用斜交换律把指标重排到递增序 (重
复指标给出零),故这族元素生成. 线性无关: 若∑

i1<···<iq
ci1···iq αi1 ∧· · ·∧αiq = 0,对固定的

递增指标 K = (k1, . . . , kq), 交错函数 (v1, . . . , vq) 7→ det
(
vj 关于αk1 , . . . , αkq 的坐标矩阵

)
诱导 ∧q(V ) 上的线性泛函, 它在 αi1 ∧ · · · ∧ αiq 上取值 δK,{i1,...,iq}, 于是逐个系数 ck1···kq =
0.

4.4 外代数与微分形式

Def. 4 外代数

∧(V ) = ⊕n
q=0 ∧q(V ) (约定 ∧0(V ) = F ) 以外积为乘法, 称为 V 的外代数 (Grassmann

代数). 它满足结合律、分配律与斜交换律, 不交换; 维数为

dim ∧(V ) =
n∑

q=0

(
n

q

)
= 2n.

Eg. 1 行列式与有向体积

(1) 对 A ∈ Hom(V, V ), A 在最高次外幂上作用为纯量:

A(v1 ∧ · · · ∧ vn) = det(A) v1 ∧ · · · ∧ vn.

12



丘维声多重线性代数讲义-蒸馏版 外代数

这正是行列式” 多重线性且交错” 的几何意义, 也给出 det 的坐标无关定义. (2) 取
V = R3 与标准内积, 外积 α ∧ β 对应于叉积 α × β (相差一个对偶同构) 与有向平行
四边形面积; 三重外积 α ∧ β ∧ γ 对应平行六面体体积. 一般地, αi1 ∧ · · · ∧ αiq 是 q 维
有向平行体的体积元.

从 Grassmann 到 Cartan: 微分形式

本节的 ∧(V ) 纯属线性代数, 称为 Grassmann 代数. 微分几何把它” 局部化” 到流形
上: 对光滑流形 M 在每点 p 取余切空间 T ∗

pM 的外代数 ∧∗(T ∗
pM), 随 p 光滑变动的

k 次外代数的截面就是 k-形式. E. Cartan 在这套外代数上定义了满足 d2 = 0 的外微
分算子 d, 由此建立了 de Rham 上同调 - 这就是” 外代数” 从 Grassmann 的代数对象
演化为 Cartan 的微分形式的历程, 本节的线性版本正是其局部基石.

13



丘维声多重线性代数讲义-蒸馏版 外代数

结语

把主线收拢为四步:

1. 多重线性映射是” 多变量” 的线性对象, 由基上的取值唯一决定 (第 1 节).
2. 张量积的特征性质把” 双线性” 翻成” 线性”: 双线性映射 V ×U → W 就是线性映射
V ⊗ U → W . 由此推出张量积的存在唯一、基与维数、线性映射的 Kronecker 积与
基域扩张 (第 2 节).

3. 把张量积反复用于 V, V ∗ 得到张量空间 T q
p (V ); 张量是多重线性函数, 其分量按反

变/协变法则随基变换 (第 3 节).
4. 在张量代数中施加交错化, 得到外代数; 它精确刻画行列式与有向体积, 并通向微分
形式 (第 4 节).

张量与张量积是微分几何 (微分形式、Riemann 度量)、群表示论 (张量表示) 与量子力学
(复合系统、Fermi 子反对称波函数) 的共同语言. 有了” 张量积把多重线性问题化为线性
问题” 这条主线, 进入这些领域时就有了一条清晰的路径.
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