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常微分方程习题整理与解答 第一次作业

1
第一次作业

习题 1.2(1)

确定下列微分方程的阶:

(1) (sin x− 2y2) dx+ ex+y dy = 0

解答

解题思路: 把对称形式除以 dx, 改写成显含 y′ 的方程, 其中出现的导数的最高阶数就
是方程的阶.
解答: 原方程两边除以 dx 得

(sin x− 2y2) + ex+y dy
dx

= 0,

即 ex+yy′ = 2y2 − sin x. 方程中只出现 y 的一阶导数 y′, 不出现二阶及更高阶导数, 故
其阶为 1.
结果: 一阶微分方程.

习题 1.2(2)

判断函数

(3) xy3 − e−y − 1 = 0, 0 < x < +∞

是否分别是微分方程

(iii)
(
27x3y6 + e−y + 2e−2yxy + e−3y

)
y′′′ − y4

(
xy2 + e−y

)
= 0

的解.

解答

解题思路: 由隐函数关系 xy3 − e−y − 1 = 0 逐次求导得 y′, y′′, y′′′, 代入 (iii) 左端并利
用 e−y = xy3 − 1 化简, 检验是否恒为零.
解答: 设 y = y(x) 由 Φ(x, y) = xy3 − e−y − 1 = 0 确定. 对 Φ = 0 关于 x 求导得

y3 + 3xy2y′ + e−yy′ = 0,
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常微分方程习题整理与解答 第一次作业

即

y′ = − y3

3xy2 + e−y
= − y3

3xy2 + xy3 − 1
,

其中用到了 e−y = xy3 − 1. 继续求导得

y′′ =
y5
(
xy4 + 6xy3 + 12xy2 − y − 6

)
(xy3 + 3xy2 − 1)3 ,

再求导一次即得 y′′′. 将 y, y′, y′′, y′′′ 代入 (iii) 的左端并化简, 结果不恒等于零. 例如在
曲线上取 y = 1, 由 Φ = 0 得 x = 1 + e−1, 该点属于定义区间 0 < x < +∞; 在该点代
入 (iii) 左端所得数值约为 −26.7, 不为零.
结果: 函数 (3) 不是微分方程 (iii) 的解.

习题 1.2(4)

已知函数

(1) y = c1 + c2ex + c3e−x + (cos 3x− 2 sin 3x)e2x

(2) y =
√
c1x2 + c2

是微分方程的通解, 其中 c1, c2, c3 是任意常数, 求相应的微分方程.

解答

解题思路: 通解含几个独立任意常数, 方程就是几阶的. (1) 先写出齐次部分满足的方
程, 再令非齐次项等于特解的相应运算; (2) 对 y2 = c1x

2 + c2 求导两次消去常数.
解答: (1) 通解含 3 个独立任意常数, 相应方程为三阶. 齐次部分 c1 + c2ex + c3e−x 中

三个函数 1, ex, e−x 对应特征根 0, 1,−1, 特征多项式为 λ(λ− 1)(λ+ 1) = λ3 − λ, 故它
们满足 y′′′ − y′ = 0. 设方程为

y′′′ − y′ = f(x).

令 yp = (cos 3x− 2 sin 3x)e2x, 逐次求导得

y′
p = (−4 cos 3x− 7 sin 3x)e2x,

y′′
p = (−29 cos 3x− 2 sin 3x)e2x,

y′′′
p = (−64 cos 3x+ 83 sin 3x)e2x.

于是

f(x) = y′′′
p − y′

p = (90 sin 3x− 60 cos 3x)e2x.

故相应的微分方程为

y′′′ − y′ = (90 sin 3x− 60 cos 3x)e2x.
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常微分方程习题整理与解答 第一次作业

(2) 通解含 2 个独立任意常数, 相应方程为二阶. 由

y2 = c1x
2 + c2

两边对 x 求导, 得 2yy′ = 2c1x, 即

yy′ = c1x.

再求导一次, 得
(y′)2 + yy′′ = c1.

由 c1 = yy′

x
代入消去 c1, 得

(y′)2 + yy′′ = yy′

x
,

即

xyy′′ + x(y′)2 − yy′ = 0.

结果:(1)对应方程 y′′′−y′ = (90 sin 3x−60 cos 3x)e2x; (2)对应方程 xyy′′+x(y′)2−yy′ =
0.

习题 1.3(1)

下列微分方程中哪些是线性的?

(1) y′(x) = (sin x)y + cos y

(2) y′(x) = (sin y)x+ cosx

(3) y′(x) = (sin x)y + cosx

解答

解题思路: 线性指方程关于 y 及其各阶导数是线性的, 系数只能依赖自变量.
解答:(1) 中含 cos y, 它是 y 的非线性函数, 故 (1) 不是线性的. (2) 中 sin y 作为 x 的

系数出现, 系数依赖 y, 故 (2) 不是线性的. (3) 可写成

y′(x) − (sin x)y = cos x,

它关于 y 与 y′ 都是一次的, 系数只含自变量 x, 故 (3) 是线性的.
结果: 只有 (3) 是线性微分方程.
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常微分方程习题整理与解答 第一次作业

习题 1.3(2)

将下列微分方程 (组) 转化为高维形式, 即一阶微分方程组:

(1) x′′′(t) + t sin x′(t) − x(t) = 0

(2) x′′(t) + y(t) = 0, y′′(t) − x(t) = 0

(3) x′′(t) + y′(t) + tf
(
x′(t), y(t)

)
= 0

解答

解题思路: 把每个未知函数及其直到最高阶的导数都设为新未知函数, 原方程就写成
一阶方程组.
解答: (1) 令 x1 = x, x2 = x′, x3 = x′′, 由 x′′′ = x− t sin x′ 得


x′

1 = x2,

x′
2 = x3,

x′
3 = x1 − t sin x2.

(2) 令 x1 = x, x2 = x′, y1 = y, y2 = y′, 由 x′′ = −y 与 y′′ = x 得

x′
1 = x2,

x′
2 = −y1,

y′
1 = y2,

y′
2 = x1.

(3) 令 x1 = x, x2 = x′, y1 = y, 由原方程 x′′ + y′ + tf(x′, y) = 0 得x
′
1 = x2,

x′
2 + y′

1 = −tf(x2, y1).

原式是一个方程含两个未知函数, 故化得的一阶方程组只给出 x′
2 与 y′

1 的一个约束关

系, 系统是欠定的.
结果: 一阶方程组如上.

习题 2.1(1)

求下列微分方程的通解或通积分:

(3) dx
dt

= 2t+ 3x− 1
t− x+ 1
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常微分方程习题整理与解答 第一次作业

(6) dx
dt

= e−x+2t + 2

解答

解题思路:(3) 右端是 t, x 的一次分式, 两直线 2t + 3x − 1 = 0 与 t − x + 1 = 0 交于
一点, 平移到交点后化为齐次方程, 再令 u = η/ξ 分离变量. (6) 含 e−x+2t = e2te−x, 令
u = ex 化为一阶线性方程.
解答: (3) 解方程组

2t+ 3x− 1 = 0, t− x+ 1 = 0

得交点
(

−2
5
,
3
5

)
. 作平移

t = ξ − 2
5
, x = η + 3

5
,

代入原方程得
dη
dξ

= 2ξ + 3η
ξ − η

.

令 u = η

ξ
, 则 η = uξ, dη

dξ
= u+ ξ

du
dξ

, 于是

u+ ξ
du
dξ

= 2 + 3u
1 − u

=⇒ 1 − u

u2 + 2u+ 2
du = dξ

ξ
.

注意到 u2 + 2u+ 2 = (u+ 1)2 + 1, 积分得

2 arctan(u+ 1) − 1
2

ln
(
(u+ 1)2 + 1

)
= ln |ξ| + C.

代回 u = η

ξ
, ξ = t+ 2

5
, η = x− 3

5
, 得通积分

2 arctan
(
x− 3

5
t+ 2

5
+ 1

)
− 1

2
ln

(x− 3
5

t+ 2
5

+ 1
)2

+ 1

 = ln
∣∣∣∣t+ 2

5

∣∣∣∣+ C.

(6) 令 u = ex, 则 du
dt

= ex dx
dt

. 原方程

dx
dt

= e2te−x + 2

两边乘以 ex 得
du
dt

= e2t + 2u, u′ − 2u = e2t.

积分因子为 e−2t, 故 (
e−2tu

)′
= 1, e−2tu = t+ C,
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常微分方程习题整理与解答 第一次作业

即 u = e2t(t+ C). 于是

ex = e2t(t+ C) =⇒ x = 2t+ ln(t+ C),

其中要求 t+ C > 0.
结果:(3) 的通积分与 (6) 的通解如上.

习题 2.1(2)

求下列初值问题的解并画出积分曲线:

(2)


dx
dt

= x

t

(
1 + ln |x| − ln |t|

)
,

x(1) = 2

(3)


dx
dt

= x
1
3 ,

x(0) = 0

解答

解题思路:(2) 中 ln |x| − ln |t| = ln |x/t|, 右端只依赖 u = x/t, 是齐次方程, 令 u = x/t

化为变量分离方程, 再由初值定常数. (3) 中 f(x) = x1/3 在 x = 0 处导数无界, 不满足
Lipschitz 条件, 初值问题的解不唯一, 需把非零分支与零解拼接.
解答: (2) 令 u = x

t
, 则 x = ut, dx

dt
= u+ t

du
dt

. 原方程成为

u+ t
du
dt

= u
(
1 + ln |u|

)
=⇒ t

du
dt

= u ln |u|.

分离变量并积分
du

u ln |u|
= dt

t
=⇒ ln | ln |u|| = ln |t| + C.

由初值 u(1) = x(1) = 2 得 C = ln(ln 2), 故 ln |u| = ln 2 · |t|. 在 t > 0 上 |t| = t, 且
u(1) = 2 > 0, 故

ln u = t ln 2 =⇒ u = 2t =⇒ x = t · 2t.

积分曲线是 x = t 2t 在 t > 0上的图像: 过点 (1, 2), 随 t → 0+ 有 x → 0+, 随 t → +∞
有 x → +∞, 曲线单调上升且下凸.
(3) 先求 x 6= 0 时非零解. 分离变量

ˆ
x−1/3 dx =

ˆ
dt =⇒ 3

2
x2/3 = t+ C.
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常微分方程习题整理与解答 第一次作业

由 x(0) = 0 得 C = 0, 于是 x =
(2

3
t
)3/2

(t ≥ 0). 而 x ≡ 0 显然也是解. 更一般地, 对
任意 a ≥ 0,

xa(t) =


0, 0 ≤ t ≤ a,(2

3
(t− a)

)3/2
, t ≥ a,

在 t = a 处连续且左右导数均为 0, 满足 xa(0) = 0 与原方程, 故 xa 都是解. 取负号得

x̃a(t) =


0, 0 ≤ t ≤ a,

−
(2

3
(t− a)

)3/2
, t ≥ a

也是解. 因此该初值问题有无穷多个解. 它们的积分曲线都从原点出发: 先在 x = 0

上停留, 再沿抛物线 ±
(2

3
(t− a)

)3/2
离开, 也可以始终停在 x = 0.

结果:(2) 的解为 x = t · 2t; (3) 的解不唯一, 除 x ≡ 0 外还有 x =
(2

3
t
)3/2

及上述拼接

曲线.

习题 2.2(1)

求解下列微分方程:
(1) dx

dt
− 2x
t+ 1

= (t+ 1)
5
2

(3) (t2 + 3) cos xdx
dt

+ 2t sin x = t(t2 + 3)

(4) dx
dt

+ x

t
= a(ln t)x2

解答

解题思路:(1) 是一阶线性方程, 用积分因子法. (3) 中 cosx dx = d(sin x), 令 u = sin x
化为线性方程. (4) 是 Bernoulli 方程 (α = 2), 除以 x2 后令 u = x−1 化为线性方程.
解答: (1) 方程即 x′ − 2

t+ 1
x = (t+ 1)5/2. 积分因子

µ = e
´

− 2
t+1 dt = e−2 ln |t+1| = 1

(t+ 1)2 .

于是 (
x

(t+ 1)2

)′

= (t+ 1)1/2,

积分得
x

(t+ 1)2 = 2
3

(t+ 1)3/2 + C,
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常微分方程习题整理与解答 第一次作业

故通解为

x = 2
3

(t+ 1)7/2 + C(t+ 1)2 (t > −1).

(3) 令 u = sin x, 则 u′ = cos xx′. 方程成为

(t2 + 3)u′ + 2tu = t(t2 + 3), u′ + 2t
t2 + 3

u = t.

积分因子 e
´ 2t

t2+3
dt = t2 + 3, 得

(
u(t2 + 3)

)′
= t(t2 + 3), u(t2 + 3) = t4

4
+ 3t2

2
+ C.

代回 u = sin x:
sin x = t4 + 6t2 + C1

4(t2 + 3)
, C1 = 4C,

其中右端须落在 [−1, 1] 内才有实值解.
(4) 对 x 6= 0 除以 x2, 得

x−2x′ + 1
t
x−1 = a ln t.

令 u = x−1, 则 u′ = −x−2x′, 得

−u′ + 1
t
u = a ln t, u′ − 1

t
u = −a ln t.

积分因子 e− ln t = 1
t

(取 t > 0), 得

(
u

t

)′
= −a ln t

t
,

u

t
= −a

2
(ln t)2 + C.

故

u = Ct− at

2
(ln t)2 =⇒ x = 1

t
(
C − a

2
(ln t)2

) .
另有零解 x ≡ 0 (不在上述 x 6= 0 的通解内).
结果:(1)(3)(4) 的通解如上.

习题 2.2(3)

若已知一阶线性微分方程两个不同的解, 请写出该方程的通解; 若已知 Riccati 方程的
两个不同的解, 请写出该方程的通解. 比较这两个通解之间的差异.
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解答

解题思路: 线性方程两解之差满足齐次方程, 叠加原理成立, 通解是两解的仿射组合.
Riccati 方程没有叠加原理, 改用比值 x− x1

x− x2
, 它的对数导数只与 x1 − x2 有关, 从而得

到通解.
解答: 先看一阶线性方程

x′ = a(t)x+ f(t).

设 x1(t), x2(t) 是两个不同的解, 则差 u = x1 − x2 满足齐次方程 u′ = a(t)u, 故
u = C0e

´
a(t)dt (C0 6= 0). 由叠加原理, 对任意常数 C, 函数

x(t) = x2(t) + C
(
x1(t) − x2(t)

)
都是原方程的解, 且当 C 取遍实数时给出全部解. 故通解为

x = x2 + C(x1 − x2),

或写成 x = Cx1 + (1 − C)x2.
再看 Riccati 方程

x′ = a(t)x2 + b(t)x+ c(t), a(t) 6≡ 0.

设 x1(t), x2(t) 是两个不同的特解. 对任一解 x(t), 令

u(t) = x(t) − x1(t)
x(t) − x2(t)

.

对 i = 1, 2 有
x′ − x′

i = (x− xi)
(
a(x+ xi) + b

)
,

故
u′

u
= x′ − x′

1
x− x1

− x′ − x′
2

x− x2
= a(x1 − x2).

积分得

u = Ce
´

a(t)
(

x1(t)−x2(t)
)

dt
.

于是 Riccati 方程的通解为

x− x1

x− x2
= Ce

´
a(x1−x2)dt,

等价地, 令 Ψ = e
´

a(x1−x2)dt, 则

x = x1 − Cx2Ψ
1 − CΨ

.
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两者的差异: 线性方程的通解对参数 C 是线性的, 解集构成一条仿射直线, 叠加原理
成立; Riccati方程的通解是 C 的分式线性 (Mobius)函数, 解集不再是线性空间, 两个
解的任何非平凡线性组合一般不再是解. 对线性方程, 两解之差消去非齐次项而满足
齐次方程; 对 Riccati 方程, 起类似作用的是比值 x− x1

x− x2
, 其对数导数等于 a(x1 − x2).

结果:线性方程通解为 x = x2+C(x1−x2); Riccati方程通解为 x− x1

x− x2
= Ce

´
a(x1−x2)dt.

习题 2.3(1)

判断下列微分方程是否为全微分方程, 若是, 请求出其通积分:

(3)
(
x

t
+ t2

)
dt+ (ln t− 2x)dx = 0

解答

解题思路: 对 Mdt + Ndx = 0, 检查 ∂M

∂x
= ∂N

∂t
是否成立; 若成立则求 U 使 dU =

Mdt+Ndx, 通积分即 U = C.
解答: 这里 M = x

t
+ t2, N = ln t− 2x. 计算

∂M

∂x
= 1
t
,

∂N

∂t
= 1
t
,

二者相等, 故方程是全微分方程. 求 U(t, x) 使 Ut = M , Ux = N :

U =
ˆ
M dt =

ˆ (
x

t
+ t2

)
dt = x ln t+ t3

3
+ φ(x).

由

Ux = ln t+ φ′(x) = N = ln t− 2x

得 φ′(x) = −2x, 即 φ(x) = −x2. 故

U = x ln t+ t3

3
− x2.

通积分为

x ln t+ t3

3
− x2 = C (t > 0).

结果: 方程是全微分方程, 通积分 x ln t+ t3

3
− x2 = C.
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习题 2.3(2)

求下列微分方程的积分因子和通积分:

(1) (3xt2 + 2tx+ x3)dt+ (t2 + x2)dx = 0

(4) etdt+ (et cotx+ 2x cosx)dx = 0

解答

解题思路: 先算 E = Mx −Nt. 若 E/N 只依赖 t, 则积分因子 µ = e
´

E
N

dt; 若 E/M 只

依赖 x, 则 µ = e−
´

E
M

dx. 求出积分因子后再求原函数 U , 通积分为 U = C.
解答: (1) M = 3xt2 + 2tx+ x3, N = t2 + x2. 有

Mx = 3t2 + 2t+ 3x2, Nt = 2t, E = Mx −Nt = 3(t2 + x2).

因为
E

N
= 3(t2 + x2)

t2 + x2 = 3

与 x 无关, 故存在只依赖于 t 的积分因子

µ(t) = e
´

3 dt = e3t.

求 U 使 dU = e3tM dt+ e3tN dx:

U =
ˆ

e3t(t2 + x2) dx = e3t

(
xt2 + x3

3

)
+ φ(t).

由

Ut = 3e3t

(
xt2 + x3

3

)
+ 2te3tx+ φ′(t)

与 e3t(3xt2 + 2tx+ x3) 比较得 φ′(t) = 0, 故

U = e3t

(
xt2 + x3

3

)
.

通积分为

e3t
(
3xt2 + x3

)
= C.

(4) M = et, N = et cotx+ 2x cosx. 有

Mx = 0, Nt = et cotx, E = Mx −Nt = −et cotx.
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因为
E

M
= − cotx

与 t 无关, 故存在只依赖于 x 的积分因子

µ(x) = e−
´

(− cot x)dx = e
´

cot x dx = sin x.

乘以 sin x 后方程为

et sin x dt+
(
et cosx+ 2x sin x cosx

)
dx = 0.

求 U :
U =

ˆ
et sin x dt = et sin x+ φ(x).

由

Ux = et cosx+ φ′(x) = et cosx+ 2x sin x cosx

得 φ′(x) = 2x sin x cosx, 即

φ(x) = x sin2 x− x

2
+ sin 2x

4
.

故

U = et sin x+ x sin2 x− x

2
+ sin 2x

4
,

通积分为

et sin x+ x sin2 x− x

2
+ sin 2x

4
= C.

结果:(1) 的积分因子为 e3t, 通积分 e3t(3xt2 + x3) = C; (4) 的积分因子为 sin x, 通积分
如上.

习题 2.3(3)

请给出一阶微分方程 (2.19) 有形如 µ(t, x) = µ(φ(t, x)) 的积分因子的充要条件, 其中
φ(t, x) 分别为 tx, eat+bx (ab 6= 0, a, b ∈ R) 和 (t2 + x2)α (α 6= 0, α ∈ R)

M(t, x)dt+N(t, x)dx = 0 (2.19)

解答

解题思路: 积分因子满足 ∂(µM)
∂x

= ∂(µN)
∂t

. 代入 µ = µ(φ) 后, 该条件化为 µ′/µ 等于

某个分式, 而左端只依赖 φ, 于是得到充要条件. 再分别把三种 φ 代入化简.

13
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解答: 设 µ = µ(φ(t, x)) 是方程 (2.19) 的积分因子, 则

∂(µM)
∂x

= ∂(µN)
∂t

.

记 φt = ∂φ/∂t, φx = ∂φ/∂x, 则 µt = µ′(φ)φt, µx = µ′(φ)φx. 展开上式得

µ(Mx −Nt) = µ′
(
Nφt −Mφx

)
.

在 µ 6= 0 且 Nφt −Mφx 6= 0 处,

µ′

µ
= Mx −Nt

Nφt −Mφx

.

左端只依赖于 φ, 故充要条件是右端只依赖于 φ, 即存在一元函数 h, 使得

Mx −Nt

Nφt −Mφx

= h(φ),

此时

µ = e
´

h(φ)dφ.

若 Nφt − Mφx ≡ 0 而 Mx − Nt ≡ 0, 则方程本身已恰当, 取 µ = 1 即可, 上述条件视
为仍成立.
分别代入三种 φ:

1. φ = tx. 此时 φt = x, φx = t, 充要条件为

Mx −Nt

xN − tM
只依赖于tx.

2. φ = eat+bx (ab 6= 0). 此时 φt = aeat+bx, φx = beat+bx, 充要条件为

Mx −Nt

aN − bM
只依赖于at+ bx.

3. φ = (t2 + x2)α (α 6= 0). 此时 φt = 2αt(t2 + x2)α−1, φx = 2αx(t2 + x2)α−1, 充要条
件为

Mx −Nt

tN − xM
只依赖于t2 + x2.

结果: 一般充要条件是 Mx −Nt

Nφt −Mφx

只依赖于 φ(t, x); 对 φ = tx, eat+bx, (t2 + x2)α 分

别化为上述三个条件.
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习题 2.4(1)

求下列微分方程的解:
(1)

(
x′(t)

)2
− xx′(t) − 2x2 = 0

(4) x− tx′(t) − 4
√
x′(t) = 0

解答

解题思路:(1) 令 p = x′, 左端分解为 (p− 2x)(p+ x), 分别解两个一阶方程. (4) 可解出
x, 是 Clairaut 方程 x = tp+ 4√

p 的形式, 求导后 p′ = 0 给直线族, t+ f ′(p) = 0 给奇
解.
解答: (1) 令 p = x′, 则

p2 − xp− 2x2 = (p− 2x)(p+ x) = 0.

由 p = x′ 的连续性, 每个解要么处处满足 p = 2x, 要么处处满足 p = −x. 若 p = 2x,
即 x′ = 2x, 得 x = Ce2t. 若 p = −x, 即 x′ = −x, 得 x = Ce−t. 故解由两支族组成

x = C1e2t, x = C2e−t,

C1, C2 为任意常数, 取零时都得到零解 x ≡ 0.
(4) 令 p = x′, 方程化为

x = tp+ 4√
p.

这是 Clairaut 方程, f(p) = 4√
p, f ′(p) = 2

√
p

. 对 t 求导得

p = p+ tp′ + f ′(p)p′ =⇒ p′
(
t+ 2

√
p

)
= 0.

若 p′ = 0, 则 p = C, 代入得直线族

x = Ct+ 4
√
C (C ≥ 0).

若 t+ 2
√
p

= 0, 则 √
p = −2

t
, 即 p = 4

t2
(t < 0), 代入原方程得

x = t · 4
t2

+ 4 ·
(

−2
t

)
= −4

t
.

这是奇解, 它是直线族 x = Ct+ 4
√
C 的包络, 不含在直线族中.

结果:(1) 的解为 x = Ce2t 与 x = Ce−t; (4) 的通解为直线族 x = Ct+ 4
√
C, 另有奇解

x = −4
t

(t < 0).
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习题 2.4(2)

证明: 例 2.4.2 的特解确定的光滑曲线 x = t2 是通解确定的曲线族

x(t) = ct− 1
4
c2

的包络.

解答

解题思路: 用 C-判别式求包络: 曲线族 Φ(t, x, c) = 0 的包络由 Φ = 0 与 ∂Φ
∂c

= 0 消去
c 得到, 再验证非退化, 不含于族中以及逐点相切三条性质.
解答: 曲线族写为

Φ(t, x, c) = x− ct+ c2

4
= 0.

由包络判别法, 包络上的点满足

Φ = 0, ∂Φ
∂c

= −t+ c

2
= 0.

第二式给出 c = 2t, 代入第一式得

x = (2t)t− (2t)2

4
= 2t2 − t2 = t2.

故 x = t2 满足 C-判别式. 非退化条件成立, 因为(
∂Φ
∂t
,
∂Φ
∂x

)
= (−c, 1) 6= (0, 0).

再按定义验证: (1) x = t2 不含在曲线族中, 因为族中每条曲线关于 t 是线性的, 而 t2

不是 t 的线性函数. (2) 相切性: 对 x = t2 上任意一点 (t0, t20), 取 c0 = 2t0, 对应族中
曲线

x = 2t0 t− t20.

它在 t = t0 处取值为 2t20 − t20 = t20, 即过点 (t0, t20), 且其斜率 2t0 恰等于 x = t2 在该点

的斜率
dx
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

= 2t0. 故两条曲线在该点相切.

综上, x = t2 是曲线族 x = ct− 1
4
c2 的包络.

结果: 证明完毕.
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2
第二次作业

习题 1

证明: 距离空间上的压缩映射是连续的.

解答

解题思路: 用连续性的 ϵ-δ 定义. 压缩不等式 ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y) 把 ρ(Tx, Tx0) 控
制成 ρ(x, x0) 的倍数, 取 δ = ϵ 即可.
解答: 设 T : (X, ρ) → (X, ρ) 是压缩映射, 即存在 α ∈ [0, 1) 使得对任意 x, y ∈ X 有

ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y).

任取 x0 ∈ X. 对任意 ϵ > 0, 取 δ = ϵ. 当 ρ(x, x0) < δ 时, 由压缩不等式

ρ(Tx, Tx0) ≤ αρ(x, x0) < ρ(x, x0) < δ = ϵ.

故 T 在点 x0 处连续. 由 x0 ∈ X 的任意性, T 在 X 上连续.
结果: 距离空间上的压缩映射必是连续映射.

习题 2

证明推论 ∗:
推论 ∗ 设 (X, ρ) 是完备距离空间. 对映射 T : X → X, 若存在 α ∈ [0, 1) 及 n ∈ N
使得对任意 x, y ∈ X 有

ρ(T nx, T ny) ≤ αρ(x, y)

则 T 在 X 上存在唯一的不动点.

解答

解题思路: 条件说明 T n 是 X 上的压缩映射, 先用压缩映射原理 (完备距离空间上的
压缩映射有唯一不动点)得到 T n 的唯一不动点, 再证明该点也是 T 的不动点, 最后用
T n 不动点的唯一性证 T 不动点的唯一性.
解答: 由假设, 对任意 x, y ∈ X,

ρ(T nx, T ny) ≤ αρ(x, y), α ∈ [0, 1),
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故 T n 是完备距离空间 X 上的压缩映射. 由压缩映射原理, T n 在 X 上有唯一的不动

点, 记为 z, 即
T nz = z.

(1) 证 z 是 T 的不动点. 在 T nz = z 两边作用 T :

T (T nz) = Tz,

即 T n+1z = Tz. 于是
T n(Tz) = T n+1z = Tz,

这说明 Tz 也是 T n 的不动点. 由 T n 不动点的唯一性, 得 Tz = z. 故 z 是 T 的不动

点.
(2) 证唯一性. 设 z1, z2 都是 T 的不动点, 则

Tz1 = z1, T z2 = z2,

反复作用 T 得 T nz1 = z1, T nz2 = z2, 即 z1, z2 都是 T n 的不动点. 由 T n 不动点的唯

一性, z1 = z2.
结果: T 在 X 上存在唯一的不动点.

习题 4.3(2)

求初值问题
dx
dt

= t+ x+ 1, x(0) = 0

的 Picard 序列, 并由此取极限求解.

解答

解题思路: 按 Picard逐次逼近的递推公式 xn+1(t) =
´ t

0

(
s+xn(s) + 1

)
ds逐次迭代,写

出前几项后归纳出通项, 再令 n → ∞ 求和取极限.
解答: Picard 序列定义为 x0(t) ≡ 0,

xn+1(t) =
ˆ t

0

(
s+ xn(s) + 1

)
ds, n = 0, 1, 2, · · ·

逐次计算:
x1(t) =

ˆ t

0
(s+ 1)ds = t2

2!
+ t,

x2(t) =
ˆ t

0

(
s+ s2

2!
+ s+ 1

)
ds =

ˆ t

0

(
s2

2!
+ 2s+ 1

)
ds = t3

3!
+ t2 + t,
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x3(t) = t4

4!
+ 2t3

3!
+ 2t2

2!
+ t.

归纳可得通项

xn(t) = tn+1

(n+ 1)!
+ 2

n∑
k=1

tk

k!
− t, n = 1, 2, · · ·

事实上, 若上式对 n 成立, 则

xn+1(t) =
ˆ t

0
(s+ xn(s) + 1) ds

=
ˆ t

0

[
s+ sn+1

(n+ 1)!
+ 2

n∑
k=1

sk

k!
− s+ 1

]
ds

=
ˆ t

0

[
sn+1

(n+ 1)!
+ 2

n∑
k=1

sk

k!
+ 1

]
ds

= tn+2

(n+ 2)!
+ 2

n∑
k=1

tk+1

(k + 1)!
+ t = tn+2

(n+ 2)!
+ 2

n+1∑
j=2

tj

j!
+ t

= tn+2

(n+ 2)!
+ 2

n+1∑
j=1

tj

j!
− t.

即通项公式对 n+ 1 也成立. 令 n → ∞, 因 tn+1

(n+ 1)!
→ 0 且 et = ∑∞

k=0
tk

k!
, 得

lim
n→∞

xn(t) = 2
∞∑

k=1

tk

k!
− t = 2(et − 1) − t = 2et − t− 2.

直接验证: x′(t) = 2et−1,且 x′(t)−x(t) = (2et−1)−(2et−t−2) = t+1, x(0) = 2−2 = 0.
故极限函数即初值问题的解.
结果: Picard 序列收敛到解 x(t) = 2et − t− 2.

习题 4.3(5)

假设函数 f(t, x) 在闭区域

D = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ a, |x| ≤ b}

上连续. 进一步, 假设对于任意 x1, x2 (x1 ≤ x2), t ∈ D, 有 f(t, x1) ≤ f(t, x2), f(t, 0) ≥
0. 对于初值问题

dx
dt

= f(t, x), x(0) = 0
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构造 Picard 序列

x0(t) ≡ 0, xn(t) =
ˆ t

0
f
(
s, xn−1(s)

)
ds, n = 1, 2, · · ·

证明: 该序列在区间 0 ≤ t ≤ h 上收敛到上述初值问题的解, 其中

h = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(t,x)∈D
|f(t, x)|

解答

解题思路: 由 f(t, 0) ≥ 0 与 f 对 x 单调不减, 归纳可知 {xn(t)} 对每个 t 单调递增;
再由 |f | ≤ M 得到一致有界, 故逐点收敛; 最后在积分号下取极限, 证明极限满足等价
的积分方程.
解答: (1) 序列良定且落在 D 内. x0 ≡ 0, 显然 |x0| ≤ b. 设 |xn−1(s)| ≤ b (s ∈ [0, h]),
则 (s, xn−1(s)) ∈ D, 从而 |f(s, xn−1(s))| ≤ M , 于是

|xn(t)| ≤
ˆ t

0

∣∣∣f(s, xn−1(s))
∣∣∣ds ≤ Mt ≤ Mh ≤ b.

归纳得每个 xn 在 [0, h] 上有定义且 |xn(t)| ≤ b.
(2) 序列单调. 因 f(s, 0) ≥ 0,

x1(t) =
ˆ t

0
f(s, 0)ds ≥ 0 = x0(t).

设 xn(t) ≥ xn−1(t) (t ∈ [0, h]), 由 f 关于 x 单调不减, f(s, xn(s)) ≥ f(s, xn−1(s)), 故

xn+1(t) =
ˆ t

0
f(s, xn(s))ds ≥

ˆ t

0
f(s, xn−1(s))ds = xn(t).

归纳得对每个固定的 t ∈ [0, h], {xn(t)} 是单调不减数列.
(3) 逐点收敛. 由 (1), |xn(t)| ≤ b, 即 {xn(t)} 单调有界, 故对每个 t 有极限, 记 x(t) =
limn→∞ xn(t), 且 |x(t)| ≤ b, 故 (t, x(t)) ∈ D.
(4) 取极限. 因 f 在紧集 D 上连续, 故一致连续; 且 |f(s, xn(s))| ≤ M 一致有界. 由控
制收敛定理 (有界收敛定理),

lim
n→∞

ˆ t

0
f(s, xn(s))ds =

ˆ t

0
f(s, x(s))ds.
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在 xn+1(t) =
´ t

0 f(s, xn(s))ds 两边令 n → ∞, 得

x(t) =
ˆ t

0
f(s, x(s))ds.

右边是 t 的连续可微函数, 求导得 x′(t) = f(t, x(t)), 且 x(0) = 0. 故 x(t) 是该初值问
题在 [0, h] 上的解, 即 Picard 序列收敛到初值问题的解.
结果: Picard 序列 {xn(t)} 在 0 ≤ t ≤ h 上收敛到初值问题

dx
dt

= f(t, x), x(0) = 0 的
解.

习题 4.4(1)

考虑与初值问题 (4.4)+(4.5) 等价的积分方程

x(t) = x0 +
ˆ t

t0

f
(
s, x(s)

)
ds

在区间 I = [t0, t0 + h] 上 (h 的意义与 Picard 定理中的相同) 构造序列 {xn(t)} 如
下: 对于每个正整数 n, 将区间 I 等分, 其分点为 tk = t0 + kdn, 其中 dn = h/n,
k = 0, 1, · · · , n. 定义

xn(t) =


x0, t ∈ [t0, t1],

x0 +
ˆ t−dn

t0

f
(
s, xn(s)

)
ds, t ∈ [t1, t0 + h],

n = 1, 2, · · ·

称序列

x1(t), x2(t), · · · , xn(t), · · ·

为 Tonelli 序列.
用 Tonelli 序列和 Ascoli-Arzelà 引理来证明 Peano 定理.

解答

解题思路: 分四步. 先说明每个 xn 良定且 (t, xn(t)) ∈ D; 再证明 {xn} 一致有界且等
度连续;由 Ascoli-Arzelà引理取一致收敛的子列;最后在等价的积分方程中取极限,证
明极限就是初值问题的解.
解答: 设 D = {(t, x) : |t − t0| ≤ a, |x − x0| ≤ b}, M = max(t,x)∈D |f(t, x)|, h =
min{a, b/M}.
(1) xn 的良定性与有界性. 对第 n 个函数, 在子区间 [tk, tk+1] (k = 0, 1, · · · , n − 1)
上归纳定义. 在 [t0, t1] 上 xn ≡ x0. 若 xn 已在 [t0, tk] 上定义, 则对 t ∈ [tk, tk+1],
有 t − dn ∈ [tk−1, tk] ⊆ [t0, tk], 右端积分中的 xn(s) (s ≤ t − dn) 均为已知, 故 xn 在

[tk, tk+1] 上被确定. 因而 xn 在整个 [t0, t0 + h] 上有定义, 且在节点处取值连续, 故 xn
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连续. 又

|xn(t) − x0| ≤
ˆ t−dn

t0

|f(s, xn(s))|ds ≤ M(t− t0) ≤ Mh ≤ b,

故 (t, xn(t)) ∈ D.
(2) 一致有界与等度连续. 由 (1), |xn(t)| ≤ |x0| + b, 故 {xn} 在 [t0, t0 + h] 上一致有界.
又对 t ∈ (t1, t0 +h), x′

n(t) = f(t− dn, xn(t− dn)), 故 |x′
n(t)| ≤ M ; 在 (t0, t1)上 x′

n = 0.
因而每个 xn 在 [t0, t0 + h] 上以 M 为 Lipschitz 常数:

|xn(t) − xn(s)| ≤ M |t− s|.

故 {xn} 等度连续.
(3)取子列. 由 Ascoli-Arzelà引理,一致有界且等度连续的函数列 {xn}有在 [t0, t0 +h]
上一致收敛的子列, 记为 {xnj

}, 其极限为 ϕ(t). 因 D 为闭集且 (t, xnj
(t)) ∈ D, 故

(t, ϕ(t)) ∈ D, ϕ 连续.
(4) 证明极限是解. 对子列, 当 t ≥ t0 + dnj

时,

xnj
(t) = x0 +

ˆ t−dnj

t0

f(s, xnj
(s))ds.

因 xnj
→ ϕ 一致收敛, f 在 D 上一致连续, 且 dnj

→ 0, 故对每个 t ∈ (t0, t0 + h],

ˆ t−dnj

t0

f(s, xnj
(s))ds →

ˆ t

t0

f(s, ϕ(s))ds.

于是

ϕ(t) = x0 +
ˆ t

t0

f(s, ϕ(s))ds.

(在 t = t0 处两边均为 x0.) 求导得 ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)), 且 ϕ(t0) = x0. 故 ϕ 是初值问题

在 [t0, t0 + h] 上的解. 对 t ≤ t0 的情形对称地构造 Tonelli 序列可得 [t0 − h, t0] 上的
解, 合并即得 Peano 定理 (初值问题在 [t0 − h, t0 + h] 上至少有一个解).
结果: 由 Tonelli 序列与 Ascoli-Arzelà 引理证明了 Peano 存在性定理.

习题 4.4(2)

证明: 当 f(t, x) 对 x 满足 Lipschitz 条件时, Tonelli 序列是一致收敛的.

解答

解题思路: 设 f 在 D 上关于 x满足 Lipschitz条件 (Lipschitz常数为 L). 用 Lipschitz
条件估计任意两项 xn 与 xm 之差, 得到积分不等式; 再用 Gronwall 不等式给出差的
上界, 它随 n,m → ∞ 趋于 0, 从而 {xn} 是 C[t0, t0 + h] 中的 Cauchy 列.
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解答: 设 xn, xm 为任意两项 Tonelli 逼近. 记 dn = h/n, dm = h/m. 对 t ∈ [t0, t0 + h],
由定义 (当积分上限不超过 t0 时积分视为 0),

|xn(t) − xm(t)| =
∣∣∣∣∣
ˆ t−dn

t0

f(s, xn(s))ds−
ˆ t−dm

t0

f(s, xm(s))ds
∣∣∣∣∣

≤
ˆ t−dn

t0

∣∣∣f(s, xn(s)) − f(s, xm(s))
∣∣∣ds+

∣∣∣∣∣
ˆ t−dm

t−dn

f(s, xm(s))ds
∣∣∣∣∣ .

对第一项用 Lipschitz 条件, 且 [t0, t− dn] ⊆ [t0, t]:
ˆ t−dn

t0

∣∣∣f(s, xn(s)) − f(s, xm(s))
∣∣∣ds ≤ L

ˆ t

t0

|xn(s) − xm(s)|ds.

对第二项, 因 |f | ≤ M :
∣∣∣∣∣
ˆ t−dm

t−dn

f(s, xm(s))ds
∣∣∣∣∣ ≤ M |dn − dm|.

记 gnm = M |dn − dm| = Mh
∣∣∣∣ 1n − 1

m

∣∣∣∣, 则
|xn(t) − xm(t)| ≤ gnm + L

ˆ t

t0

|xn(s) − xm(s)|ds.

这里 gnm 与 t 无关, 是常数. 由 Gronwall 不等式 (若 x(t) ≤ g +
´ t

t0
Lx(s)ds, 则

x(t) ≤ g eL(t−t0)),
|xn(t) − xm(t)| ≤ gnm eL(t−t0) ≤ gnm eLh.

于是

max
t∈[t0,t0+h]

|xn(t) − xm(t)| ≤ Mh

∣∣∣∣ 1n − 1
m

∣∣∣∣ eLh → 0 (n,m → ∞).

故 {xn} 在完备空间 C[t0, t0 + h] (以最大值范数为距离) 中是 Cauchy 列, 从而一致收
敛.
结果: 当 f 对 x 满足 Lipschitz 条件时, Tonelli 序列在 [t0, t0 + h] 上一致收敛.

习题 4.5(1)

对于怎样的 a, 下列微分方程的每个解都能开拓到无穷区间 (−∞,+∞) 上去?

dx
dt

= |x|a−1 + t|x|
2a
3
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解答

解题思路: 用整体解判据: 若存在 R 上连续的非负函数 A(t), B(t) 使 |f(t, x)| ≤
A(t)|x| + B(t), 则每个解都可延拓到整个 R. 逐项分析两个幂次 |x|a−1 与 |x|2a/3 能被

一次函数控制的 a的范围, 并对 a过大 (解有限时间爆炸)与 a过小 (方程在 x = 0附
近不连续) 说明必要性.
解答: 令 f(t, x) = |x|a−1 + t|x|2a/3.
(1) 充分性: 先要求两项都能被 C(1 + |x|) 控制. 对第一项 |x|a−1, 当 0 ≤ a− 1 ≤ 1 即
1 ≤ a ≤ 2 时, 对一切 x ∈ R 有 |x|a−1 ≤ 1 + |x|; 对第二项 t|x|2a/3, 当 0 ≤ 2a/3 ≤ 1 即
0 ≤ a ≤ 3/2 时, |x|2a/3 ≤ 1 + |x|. 故当

1 ≤ a ≤ 3
2

时,
|f(t, x)| ≤ (1 + |x|) + (1 + |t|)(1 + |x|) = (2 + |t|) + (1 + |t|)|x|.

取 A(t) = 1 + |t|, B(t) = 2 + |t|, 均在 R 上连续. 由线性控制下的整体存在定理 (若
|f(t, x)| ≤ A(t)|x| + B(t), 则每个饱和解的存在区间均为整个 (a, b)), 初值问题的每个
解都可延拓到 (−∞,+∞).
(2)必要性: 若 a > 3/2,则 p = 2a/3 > 1. 取定 t ≥ c > 0 (c为常数),有 f(t, x) ≥ c|x|p.
由比较定理, 方程 u′ = c|u|p (p > 1) 的解在有限时间内趋于无穷 (爆炸), 故原方程的
解不能全部延拓到 (−∞,+∞). 若 a < 1, 则 a− 1 < 0, |x|a−1 在 x = 0 附近无界, f 在
直线 x = 0 上不连续, 过 x(0) = 0 的初值问题没有通常意义下的解, 不满足延拓定理
的前提, 因而” 每个解都能开拓到 (−∞,+∞)” 不能成立.
结果: 当且仅当 1 ≤ a ≤ 3

2
时, 方程的每个解都能开拓到 (−∞,+∞).

习题 4.5(3)

考虑初值问题
dx
dt

= f(t, x), x(0) = x0

其中函数 f(t, x) 在闭区域 D : 0 ≤ t ≤ a,−∞ < x < +∞ 上连续且满足

|f(t, x) − f(t, z)| ≤ q

t
|x− z|

q (0 < q < 1) 为常数. 证明: 该初值问题的解在区间 [0, a] 上是存在且唯一的.

解答

解题思路: Lipschitz 常数 q
t
在 t = 0 处无界, 不能直接用 Picard 定理, 但 q

t
在 0 处可

积且 q < 1. 用 Picard 逐次逼近: 相邻两项之差满足 ≤ M0q
nt 的估计, 故级数一致收

敛得存在性; 唯一性用积分不等式加 Gronwall 型放缩.
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解答: 记 M0 = maxt∈[0,a] |f(t, x0)| (有限, 因 f(·, x0) 连续). 构造 Picard 序列

x0(t) ≡ x0, xn+1(t) = x0 +
ˆ t

0
f(s, xn(s))ds, n = 0, 1, 2, · · ·

(一) 存在性. 先估计相邻两项之差. 令 Dn(t) = |xn+1(t) − xn(t)|. 当 n ≥ 1 时, 由
Lipschitz 条件,

Dn(t) ≤
ˆ t

0
|f(s, xn(s)) − f(s, xn−1(s))|ds ≤

ˆ t

0

q

s
Dn−1(s)ds.

而

D0(t) = |x1(t) − x0| ≤
ˆ t

0
|f(s, x0)|ds ≤ M0t.

由归纳法,

Dn(t) ≤
ˆ t

0

q

s
·M0q

n−1s ds = M0q
nt, n = 0, 1, 2, · · ·

于是

xn(t) = x0 +
n−1∑
k=0

(
xk+1(t) − xk(t)

)
,

且
∑∞

k=0 Dk(t) ≤ M0t
∑∞

k=0 q
k = M0t

1 − q
< +∞, 故 {xn} 在 [0, a] 上一致收敛, 记极限为

x(t). 又

|xn(t) − x0| ≤
n−1∑
k=0

Dk(t) ≤ M0t

1 − q
,

且 |f(s, xn(s))| ≤ |f(s, x0)| + q

s
|xn(s) − x0| ≤ M0 + qM0

1 − q
一致有界, 由控制收敛定理,

在

xn+1(t) = x0 +
ˆ t

0
f(s, xn(s))ds

两边取极限得

x(t) = x0 +
ˆ t

0
f(s, x(s))ds.

故 x(t) 是初值问题在 [0, a] 上的解.
(二) 唯一性. 设 x, y 是 [0, a] 上的两个解, h(t) = |x(t) − y(t)|. 则

h(t) ≤
ˆ t

0

q

s
h(s)ds.

由于 x′(0) = y′(0) = f(0, x0), x, y 在 0 处可微且 x(0) = y(0) = x0, 故 h(s) = o(s)
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(s → 0+), 从而 h(s)/s 在 0 附近可积. 令

u(t) =
ˆ t

0

q

s
h(s)ds,

则 u 有定义, u(0) = 0, u(t) → 0 (t → 0+), 且 u′(t) = q

t
h(t) ≤ q

t
u(t). 若在某点 t0 > 0

处 u(t0) > 0, 则对充分小的 ϵ > 0, 在 [ϵ, t0] 上 u > 0, 于是 u′

u
≤ q

t
, 积分得

ln u(t0)
u(ϵ)

≤ q ln t0
ϵ
, 即 u(t0) ≤ u(ϵ)

(
t0
ϵ

)q

.

令 ϵ → 0+. 由 h(s) = o(s) 知 u(ϵ) =
´ ϵ

0
q
s
h(s)ds = o(ϵ), 于是

u(ϵ)ϵ−q = o(ϵ1−q) → 0 (q < 1),

从而 u(t0) ≤ tq0 u(ϵ)ϵ−q → 0, 与 u(t0) > 0 矛盾. 故 u ≡ 0, 从而 h(t) ≤ u(t) = 0, 即
x ≡ y.
结果: 初值问题在 [0, a] 上存在唯一解.

习题 4.5(5)

设函数 f(t, x) 在闭区域 D : 0 ≤ t ≤ a,−∞ < x < +∞ 上连续, 且存在定义在区间
[0,+∞) 上的连续函数 ψ(x), 使得 |f(t, x)| < ψ(|x|), 以及存在常数 δ0 ≥ 0, 使得

ˆ +∞

δ0

1
ψ(x)

dx = +∞

证明: 微分方程
dx
dt

= f(t, x)

满足初值条件 x(0) = ξ 的解的存在区间为 [0, a].

解答

解题思路: 用反证法 (Wintner 型估计). 若解的最大右区间是 [0, b) 且 b < a, 由延拓
定理, |x(t)| → +∞ (t → b−); 令 u(t) = |x(t)|, 由 |f(t, x)| < ψ(|x|) 得 u′

ψ(u)
< 1, 积分

得
´ u(t)

|ξ|
du
ψ(u)

< t, 与
´ +∞ du

ψ(u)
= +∞ 矛盾.

解答: 设 x = ϕ(t) 是初值问题 x′ = f(t, x), x(0) = ξ 的饱和解, 其最大右存在区间为
[0, β).
由
´ +∞

δ0

du
ψ(u)

= +∞ 及 ψ 连续, 有
´ +∞

|ξ|
du
ψ(u)

= +∞ (若 |ξ| < δ0, 区间 [|ξ|, δ0] 上 ψ

连续且被积函数为正, 积分有限, 不改变发散性).
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反设 β < a. 由解的延拓定理, 当 t → β− 时 (t, ϕ(t)) 必趋于 D 的边界. 因 t 不趋于 0
也不越过 a, 只能有 |ϕ(t)| → +∞. 令 u(t) = |ϕ(t)|. 在 ϕ(t) 6= 0 且可微处,

u′(t) = d
dt

|ϕ(t)| ≤ |ϕ′(t)| = |f(t, ϕ(t))| < ψ(|ϕ(t)|) = ψ(u(t)),

故
u′(t)
ψ(u(t))

< 1. 对 t ∈ (0, β), 两边从 0 积分到 t (换元 u = |ϕ(s)|):

ˆ u(t)

|ξ|

du
ψ(u)

< t < β < a.

因为 u(t) → +∞ (t → β−), 令 t → β− 得

ˆ +∞

|ξ|

du
ψ(u)

≤ β < a < +∞,

与
´ +∞

|ξ|
du
ψ(u)

= +∞ 矛盾. 故 β 6< a, 即 β = a. 又 f 在 D 上连续, ϕ 可连续延拓到

t = a, 故解的存在区间为 [0, a].
结果: 初值问题 x′ = f(t, x), x(0) = ξ 的解的存在区间为 [0, a].

习题 4.6(1)

考虑初值问题
dx
dt

= f(t, x), x(t0) = x0

假设函数 f(t, x) 在矩形闭区域

D = {(t, x) : |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}

上连续, 令

h = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(t,x)∈D
|f(t, x)|

证明: 该初值问题的最大解 x = Z(t) 与最小解 x = W (t) 之间充满了其他解, 即对于
任一满足

|t1 − t0| ≤ h, W (t1) ≤ x1 ≤ Z(t1)

的点 (t1, x1),该初值问题在区间 |t−t0| ≤ h上至少有一个解 x = ϕ(t),满足 ϕ(t1) = x1.

解答

解题思路: 端点 x1 = W (t1) 或 x1 = Z(t1) 时分别取 W 或 Z 即可, 只需处理 W (t1) <
x1 < Z(t1) 的情形. 从 (t1, x1) 向左解初值问题, 其解要么碰到 W 或 Z (此时与 W 或
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Z 粘合得到过 (t0, x0) 的解), 要么始终夹在 W 与 Z 之间而到达 t0 且取值恰为 x0. 再
向右延拓, 两段粘合即得所求.
解答: 只证 t1 ∈ (t0, t0 + h] 的情形, t1 ∈ [t0 − h, t0) 的情形把时间反向即得; t1 = t0 时

取 x1 = x0 显然. 若 x1 = W (t1) 或 x1 = Z(t1), 分别取 ϕ = W 或 ϕ = Z 即可. 以下
设 W (t1) < x1 < Z(t1).
(1) 向左构造. 考虑反向初值问题

x′ = f(t, x), x(t1) = x1, t ∈ [t0, t1].

由 Peano 定理它有解. 取其一个左向饱和解 U(t) (最大左存在区间 (α, t1]). 因为
x1 严格位于漏斗 W (t1) < x1 < Z(t1) 内部, 而漏斗 [W (t), Z(t)] 始终包含在 D 内

(|W (t) − x0| ≤ b, |Z(t) − x0| ≤ b, 故区间上的点也满足 |x− x0| ≤ b), 分两种情形:
(一) U 在 (t0, t1] 上始终不与 W 或 Z 相交. 则 U 一直保持在漏斗内部, 从而不越出
D, 由延拓定理 U 可延拓到 t0, 且 W (t0) ≤ U(t0) ≤ Z(t0), 即 U(t0) = x0. 故 U 本身

就是原初值问题在 [t0, t1] 上过 (t1, x1) 的解.
(二) U 首次与 Z 相交于某 τ ∈ [t0, t1), 即 U(τ) = Z(τ). 则

ϕ−(t) =

Z(t), t ∈ [t0, τ ],

U(t), t ∈ [τ, t1],

在 τ 处两端取值与导数相同 (均为 f(τ, Z(τ))), 故 ϕ− 是 [t0, t1] 上的解, 且 ϕ−(t0) =
Z(t0) = x0, ϕ−(t1) = U(t1) = x1. 与 W 相交的情形完全类似.
故无论如何, 存在 [t0, t1] 上的解 ϕ−, 满足 ϕ−(t0) = x0, ϕ−(t1) = x1.
(2) 向右延拓. 考虑正向初值问题

x′ = f(t, x), x(t1) = x1, t ∈ [t1, t0 + h].

对它的任一右向饱和解 V (t), 与 (1) 同样论证: 若 V 与 W 或 Z 相交, 则与 W 或 Z

粘合得到 [t1, t0 + h] 上的解; 若始终不与 W,Z 相交, 则保持在漏斗内而延拓到 t0 + h.
总之存在 [t1, t0 + h] 上的解 V , 满足 V (t1) = x1.
(3) 粘合. 令

ϕ(t) =

ϕ
−(t), t ∈ [t0, t1],

V (t), t ∈ [t1, t0 + h],

则 ϕ 是 [t0, t0 + h] 上初值问题 x′ = f(t, x), x(t0) = x0 的解, 且 ϕ(t1) = x1. 对 t1 < t0

的情形对称处理, 命题得证.
结果: 最大解与最小解之间处处有其他解, 即过漏斗内任一点的解都存在.
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习题 4.7(1)

举例说明: 当微分方程初值问题的解不唯一时, 它的积分曲线族在局部范围内不能视
作平行直线族.

解答

解题思路: 取一个解不唯一的典型方程, 写出过同一点的多条积分曲线, 观察它们在局
部并不构成” 互不相交, 彼此平行” 的曲线族.
解答: 考察初值问题

x′ = |x|1/2, x(0) = 0.

分离变量: 在 x > 0 时 x′ = x1/2, 得 2
√
x = t + C; 在 x < 0 时 x′ = (−x)1/2, 得

−2
√

−x = t+ C. 于是除常数解 x ≡ 0 外, 过原点 x(0) = 0 的解还有前向正分支

x =
(t− c)2

+
4

(c ≥ 0),

即抛物线段 x = (t− c)2

4
(t ≥ c) 与线段 x = 0 (0 ≤ t ≤ c) 的粘合; 以及后向负分支

x = −(c− t)2
+

4
(c ≤ 0),

即抛物线段 x = −(c− t)2

4
(t ≤ c) 与线段 x = 0 (t ≥ c) 的粘合. 特别地 c = 0 对应

x = ±t2

4
. 这些积分曲线有无限多条都通过原点 (0, 0), 且在原点的任何小邻域内彼此

交织, 互相重叠, 曲线族既非一族互不相交的曲线, 也非一族近似平行的直线.
对比: 当解唯一时 (例如满足 Lipschitz 条件), 由解对初值的连续依赖性, 邻近初值的
积分曲线互相接近且不相交, 局部近似一族平行直线. 而本例中同一初值点发出多条
积分曲线, 在任意小邻域内都不可能用一族平行直线来近似.
结果: 以 x′ = |x|1/2, x(0) = 0 为例, 解不唯一, 过原点的积分曲线族局部不能视作平
行直线族.

习题 4.7(2)

举例说明: 当微分方程初值问题的解不唯一时, 过某个初值点的最大解对于初值不是
连续的.

解答

解题思路: 取 x′ = 3x2/3. 写出过 (0, x0) 的最大解在 t = −1 处的取值, 计算 x0 → 0−

的极限, 与 x0 = 0 时的值比较, 说明不相等.
解答: 考察方程

x′ = 3x2/3.
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(1) 当 x0 = 0 时, 过 (0, 0) 的解有 x ≡ 0 与 x = t3 等. 在 t < 0 时 t3 < 0, 故最大解取
常数 x = 0; 在 t > 0 时最大解取 x = t3. 即最大解

Z(t; 0, 0) = max{0, t3}, 特别地 Z(−1; 0, 0) = 0.

(2) 当 x0 < 0 时, 在 x < 0 区域内方程的解为 x = (t − C)3, 其中 C 由初值确定:
(0 − C)3 = x0, 即 C = (−x0)1/3 > 0. 该解在 t < C 上保持 x < 0, 因而是过 (0, x0) 的
最大解 (在 x < 0 区域内解唯一). 故当 |x0| 充分小 (使 −1 < C) 时,

Z(−1; 0, x0) = (−1 − C)3 =
(
−1 − (−x0)1/3

)3
.

于是

lim
x0→0−

Z(−1; 0, x0) = lim
x0→0−

(
−1 − (−x0)1/3

)3
= (−1)3 = −1

而

Z(−1; 0, 0) = 0.

两者不相等, 故最大解 Z(t; t0, x0) 在 (t0, x0) = (0, 0) 处关于初值 x0 不连续.
结果: 对方程 x′ = 3x2/3, 最大解在初值 x0 = 0 处不连续.

习题 4.8(2)

设函数 x(t; t0, x0) 是初值问题

dx
dt

= f(t, x), x(t0) = x0

的解, 其中函数 f(t, x) 关于 x 是连续可微的, 证明:

(1) ∂x

∂t0
(t; t0, x0) 连续可微

(2) ∂x

∂t0
(t; t0, x0) + ∂x

∂x0
(t; t0, x0)f(t0, x0) ≡ 0

解答

解题思路: 由 C1 依赖性定理, 解对 t0, x0 连续可微. 将解代入等价的积分方程, 分别
对 t0, x0 求导得到两个线性变分方程; 两方程系数相同, 初值相差一个常数因子, 比较
即得 (2).
解答: 记 x(t) = x(t; t0, x0). 因 f 对 x 连续可微 (从而关于 x 满足局部 Lipschitz 条
件), 由解对初值的 C1 依赖性定理, x(t; t0, x0) 对 t, t0, x0 连续可微. 解满足等价的积
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分方程

x(t; t0, x0) = x0 +
ˆ t

t0

f
(
s, x(s; t0, x0)

)
ds.

(1) 对 x0 求导, 令 z2(t) = ∂x

∂x0
(t; t0, x0):

z2(t) = 1 +
ˆ t

t0

fx(s, x(s))z2(s)ds,

求导得

z′
2(t) = fx(t, x(t))z2(t), z2(t0) = 1.

对 t0 求导 (对含参变量积分的 Leibniz 法则), 令 z1(t) = ∂x

∂t0
(t; t0, x0):

z1(t) = −f(t0, x0) +
ˆ t

t0

fx(s, x(s))z1(s)ds,

求导得

z′
1(t) = fx(t, x(t))z1(t), z1(t0) = −f(t0, x0).

系数 t 7→ fx(t, x(t)) 连续, 线性方程 y′ = fx(t, x(t))y 的解与其导数都连续, 故 z1 连续

可微, 即 ∂x

∂t0
连续可微.

(2) 令 z̃(t) = −f(t0, x0)z2(t). 则

z̃′(t) = −f(t0, x0)fx(t, x(t))z2(t) = fx(t, x(t))z̃(t),

且

z̃(t0) = −f(t0, x0)z2(t0) = −f(t0, x0).

故 z1 与 z̃ 满足同一个线性齐次方程和同一个初值. 由线性方程初值问题解的唯一性,
z1(t) ≡ z̃(t), 即

∂x

∂t0
(t; t0, x0) + f(t0, x0)

∂x

∂x0
(t; t0, x0) ≡ 0.

结果: (1)(2) 均得证.

习题 4.8(4)

求微分方程的解对初值或参数的导数:

(1) y′ = 2x+ µy2, y(0) = µ− 1, 求
∂y

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0
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(2) y′′ = 2
x

− 2
y
, y(1) = 1, y′(1) = µ, 求

∂y

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=1

解答

解题思路: 先把参数固定在其取值处求出基础解, 再对参数列出变分方程 (把方程关
于参数线性化) 并求解. (1) 中 µ = 0 时方程化为 y′ = 2x; (2) 中 µ = 1 时 y = x 是显

式解, 变分方程是 Euler 方程.
解答: (1) µ = 0 时, y′ = 2x, y(0) = −1, 解得 y = x2 − 1. 令 z = ∂y

∂µ
, 对 f(x, y, µ) =

2x+ µy2 有 fy = 2µy, fµ = y2, 变分方程为

z′ = fy z + fµ = 2µy z + y2, z(0) = d
dµ

(µ− 1)
∣∣∣∣∣
µ=0

= 1.

在 µ = 0 处, z′ = y2 = (x2 − 1)2, z(0) = 1, 积分得

z(x) = 1 +
ˆ x

0
(s2 − 1)2ds = 1 +

ˆ x

0
(s4 − 2s2 + 1)ds = 1 + x5

5
− 2x3

3
+ x.

(2) µ = 1 时, y′′ = 2
x

− 2
y

, y(1) = 1, y′(1) = 1. 验证 y = x: y′′ = 0, 右端 2
x

− 2
x

= 0,

且 y(1) = 1, y′(1) = 1, 故 y = x 是解. 令 z = ∂y

∂µ
. 对 g(x, y) = 2

x
− 2
y
有 gy = 2

y2 , 变

分方程为

z′′ = 2
y2 z, z(1) = 0, z′(1) = 1

(因 y(1) = 1 与 µ 无关, 而 y′(1) = µ). 在 y = x 处 z′′ = 2
x2 z, 即 x2z′′ − 2z = 0, 为

Euler 方程. 设 z = xr, 得 r(r − 1) − 2 = 0, r = 2 或 r = −1, 故通解

z = Ax2 +Bx−1.

由 z(1) = 0 得 A+B = 0; 由 z′(1) = 1 得 2A−B = 1. 解出 A = 1
3

, B = −1
3

, 于是

z(x) = 1
3

(
x2 − 1

x

)
.

结果:
∂y

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

= 1 + x− 2
3
x3 + 1

5
x5,

∂y

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=1

= 1
3

(
x2 − 1

x

)
.
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习题 4.9(2)

求函数 f , 使得 x = sin t 是微分方程

x = tp+ f(p)

的奇解, 其中 p = x′.

解答

解题思路: 方程 x = tp+f(p)是 Clairaut型方程. 对其求导得 p′(t+f ′(p)) = 0: p′ = 0
给出通解直线族, t+ f ′(p) = 0 给出奇解. 把 x = sin t, p = cos t 代入这两式解出 f .
解答: 对 x = tp+ f(p) 关于 t 求导, 注意到 p = p(t):

p = p+ tp′ + f ′(p)p′,

即

p′
(
t+ f ′(p)

)
= 0.

若 p′ ≡ 0, 则 p = c, 代入原方程得通解直线族 x = ct+ f(c). 若 t+ f ′(p) = 0, 则由原
方程与它消去 p 得到的曲线即为奇解 (包络).
设奇解为 x = sin t, 则 p = x′ = cos t. 代入 t+ f ′(p) = 0:

f ′(cos t) = −t, 即 f ′(p) = − arccos p.

代入原方程 x = tp+ f(p):
sin t = t cos t+ f(cos t),

故

f(cos t) = sin t− t cos t.

令 p = cos t, 用 sin t =
√

1 − p2, t = arccos p 得

f(p) =
√

1 − p2 − p arccos p, −1 ≤ p ≤ 1.

验证: f ′(p) = −p√
1 − p2 − arccos p+ p · 1√

1 − p2 = − arccos p, 确实满足 f ′(p) = −t.

结果: f(p) =
√

1 − p2 − p arccos p (−1 ≤ p ≤ 1).

习题 4.9(3)

给定平面上一条连续可微曲线 γ : x = f(t), 请找出一个以 x = f(t) 为奇解的微分方
程.
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解答

解题思路: 构造一族与 γ 相切的积分曲线, 使 γ 成为该曲线族的包络, 则该族满足的
一阶微分方程就以 x = f(t) 为奇解. 取抛物线族 x = f(t) + 1

4
(t− c)2 即可, 其包络恰

为 γ.
解答: 考虑单参数曲线族

x = f(t) + 1
4

(t− c)2, c ∈ R.

它的 c-判别式为

F (t, x, c) = x− f(t) − 1
4

(t− c)2 = 0, ∂F

∂c
= 1

2
(t− c) = 0,

由 c = t 代入 F = 0 得 x = f(t). 且
(
∂F

∂t
,
∂F

∂x

)
= (−f ′(t) − 1

2(t − c), 1) 6= (0, 0), 非

退化条件满足, 故 x = f(t) 是该抛物线族的包络. 每一条曲线 x = f(t) + 1
4

(t− c)2 在

t = c 处与 γ 相切 (取值 f(c), 斜率 f ′(c)), 因此 γ 是族中每条曲线都与之相切的曲线,
即包络.
现在写出该曲线族满足的微分方程. 族中任一曲线满足: 对某个 c,

x− f(t) = 1
4

(t− c)2, x′ − f ′(t) = 1
2

(t− c),

消去 c 得 (
x′ − f ′(t)

)2
= x− f(t).

反之, 令 u = x − f(t), 该方程化为 (u′)2 = u, 即 u′ = ±
√
u. 其解为 u ≡ 0 与

u = 1
4

(t−c)2,分别对应 x = f(t)与 x = f(t)+ 1
4

(t−c)2. 故方程
(
x′ −f ′(t)

)2
= x−f(t)

的通解是上述抛物线族, 而 x = f(t)不在通解族中, 恰为通解族的包络, 因而是该方程
的奇解.
结果: 一个以 x = f(t) 为奇解的微分方程是

(
x′ − f ′(t)

)2
= x− f(t).
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3
第三次作业

习题 14

求方程组 
dx
dt

= −y + x(x2 + y2)(x2 + y2 − 1),

dy
dt

= x+ y(x2 + y2)(x2 + y2 − 1)

的首次积分, 并结合这些首次积分判定该方程组在相平面上的轨线及其性态.

解答

解题思路: 系统是平面自治系统. 改用极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ 后, r 与 θ 各自满

足单变量微分方程, 分别积分即得两个函数独立的首次积分, 再由 r 的单调性与 θ 的

等速旋转判定轨线性态.
解答: 令 x = r cos θ, y = r sin θ (r > 0), 记 r2 = x2 + y2. 由

rṙ = xẋ+ yẏ, r2θ̇ = xẏ − yẋ

计算

rṙ = x
(
−y + xr2(r2 − 1)

)
+ y

(
x+ yr2(r2 − 1)

)
= r4(r2 − 1),

故

ṙ = r3(r2 − 1);

又

r2θ̇ = x
(
x+ yr2(r2 − 1)

)
− y

(
−y + xr2(r2 − 1)

)
= x2 + y2 = r2,

故 θ̇ = 1, 即 θ = t+ θ0. 于是

V1(t, x, y) = arctan y
x

− t

满足 dV1/dt = θ̇ − 1 = 0, 是首次积分.
对 ṙ = r3(r2 − 1) 分离变量并作部分分式

1
r3(r2 − 1)

= −1
r

− 1
r3 + 1

2(r − 1)
+ 1

2(r + 1)
,
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得

− ln |r| + 1
2r2 + 1

2
ln |r2 − 1| = t+ C,

即

V2(t, x, y) = 1
2(x2 + y2)

+ 1
2

ln |x2 + y2 − 1|
x2 + y2 − t

是第二个首次积分. 在 r /∈ {0, 1} 且 sin θ, cos θ 有定义的区域内,

det ∂(V1, V2)
∂(x, y)

6= 0,

故 V1, V2 函数独立, 二者确定了系统的通解.
相平面上的轨线由 θ̇ = 1 与 ṙ = r3(r2 − 1) 描述.

• r = 0 即原点, 它是平衡点 (ẋ = ẏ = 0).
• r = 1: ṙ = 0, 而 θ̇ = 1, 故单位圆周是闭轨, 逆时针作角速度为 1的匀速圆周运动,
周期为 2π.

• 0 < r < 1: ṙ = r3(r2 − 1) < 0, 半径单调减小且 θ 匀速增大, 轨线逆时针螺旋地趋
于原点 (当 t → +∞ 时 r ∼ 1/

√
2t → 0).

• r > 1: ṙ > 0, 半径单调增大, 轨线逆时针螺旋向外, 并在有限时间内发散至无穷
(解爆破).

结果: 两个函数独立的首次积分为

V1 = arctan y
x

− t, V2 = 1
2(x2 + y2)

+ 1
2

ln |x2 + y2 − 1|
x2 + y2 − t.

轨线性态: 原点为平衡点; 单位圆周 r = 1 为逆时针闭轨 (周期 2π), 且不稳定 (圆内圆
外的轨线都远离它); 单位圆内的轨线逆时针螺旋收敛于原点, 圆外的轨线逆时针螺旋
发散至无穷.

习题 2.5(2)

求下列微分系统的函数独立的首次积分, 并确定其解:

(2) dx
dt

= yz,
dy
dt

= xz,
dz
dt

= xy

(3) dx
dt

= y

x− y
,

dy
dt

= x

x− y

解答

解题思路: 对 (2), 由 xẋ = yẏ = zż = xyz 直接看出两两平方差是首次积分, 余下的一
步归结为可分离变量的积分; 对 (3), 注意到 ẋ − ẏ = −1 与 xẋ − yẏ = 0, 可分别得到
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含 t 与不含 t 的两个首次积分, 进而显式解出.
解答:
(2) 由

ẋ = yz, ẏ = xz, ż = xy

得 xẋ = yẏ = zż = 2−1 d(x2) /dt = xyz, 故

d
dt

(x2 − y2) = 0, d
dt

(x2 − z2) = 0,

即

V1 = x2 − y2, V2 = x2 − z2

是两个首次积分. 它们的 Jacobi 矩阵为

∂(V1, V2)
∂(x, y, z)

=

2x −2y 0

2x 0 −2z

 ,

其 2 × 2 子式 det

−2y 0

0 −2z

 = 4yz, 在 yz 6= 0 处不为零, 故 V1, V2 函数独立.

确定解: 记 u = x2, 则 y2 = u− c1, z2 = u− c2 (c1, c2 为常数). 由 ẋ = yz 得

du
dt

= 2xyz = ±2
√
u(u− c1)(u− c2),

分离变量积分 ˆ
du√

u(u− c1)(u− c2)
= ±2(t− t0).

于是解由两个首次积分 x2 − y2 = c1, x2 − z2 = c2 连同上述积分关系隐式确定.
(3) 计算

d
dt

(x− y) = ẋ− ẏ = y

x− y
− x

x− y
= −1,

故 d(x− y + t) /dt = 0, 即
V1 = x− y + t

是首次积分. 又

d
dt

(x2 − y2) = 2xẋ− 2yẏ = 2xy
x− y

− 2xy
x− y

= 0,

故

V2 = x2 − y2
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也是首次积分. 在 x 6= y 处,

det ∂(V1, V2)
∂(x, y)

= det

 1 −1

2x −2y

 = 2(x− y) 6= 0,

故 V1, V2 函数独立.
由 V1 得 x−y = c1 − t,由 V2 得 x2 −y2 = (x−y)(x+y) = c2,于是 x+y = c2/(c1 − t).
解出

x(t) = 1
2

(
c1 − t+ c2

c1 − t

)
, y(t) = 1

2

(
c2

c1 − t
− (c1 − t)

)
.

结果: (2) 的首次积分为 V1 = x2 − y2, V2 = x2 − z2, 解由它们与积分´
du/

√
u(u− c1)(u− c2) = ±2(t − t0) 确定. (3) 的首次积分为 V1 = x − y + t,

V2 = x2 − y2, 解为

x = 1
2

(
c1 − t+ c2

c1 − t

)
, y = 1

2

(
c2

c1 − t
− c1 + t

)
.

习题 2.5(3)

设 n 维微分系统 (2.33) 在区域 G 上有一个首次积分, 证明: 系统 (2.33) 在区域 G 上

的求解问题可以转化为 n− 1 维微分系统在区域 G 上的求解问题.
考虑由 n 个一阶微分方程组成的方程组



dx1

dt
= f1(t, x1, · · · , xn),

· · ·
dxi

dt
= fi(t, x1, · · · , xn),

· · ·
dxn

dt
= fn(t, x1, · · · , xn)

(2.33)

其中 f1(t, x1, · · · , xn), · · · , fn(t, x1, · · · , xn) 是区域 D ⊆ Rn+1 上的连续函数并且对

(x1, · · · , xn) 连续可微. 一阶微分方程组 (2.33) 也称为 n 维微分系统 (简称微分系统
或系统).

解答

解题思路: 首次积分 V (t, x1, · · · , xn) = c 在 Vxn 6= 0 处可用隐函数定理解出 xn, 把它
代进前 n − 1 个方程便得到一个 n − 1 维系统; 再验证第 n 个方程沿所构造的曲线自

动成立.
解答: 设 V (t, x1, · · · , xn) 是系统 (2.33) 在 G 上的一个首次积分. 由定义, V 在 G 的
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任一子域上均不恒为常数, 故存在 p0 ∈ G 使 gradV 6= 0; 必要时对变量重新编号, 可
设 ∂V/∂xn 6= 0 于 p0 的某邻域 G0 ⊆ G.
在 G0 上取定常数 c, 由隐函数定理, 方程

V (t, x1, · · · , xn−1, xn) = c

唯一确定 xn 为其余变量的连续可微函数

xn = φ(t, x1, · · · , xn−1; c).

把它代入 (2.33) 的前 n− 1 个方程, 得

dxi

dt
= fi

(
t, x1, · · · , xn−1, φ(t, x1, · · · , xn−1; c)

)
, i = 1, · · · , n− 1, (∗)

这是一个定义在 G0 上的含参数 c 的 n− 1 维微分系统.
证明两者等价.

1. 设 (x1(t), · · · , xn−1(t)) 是 (∗) 在 G0 上的一个解, 令 xn(t) =
φ(t, x1(t), · · · , xn−1(t); c). 前 n− 1 个方程由构造已满足. 对恒等式

V (t, x1(t), · · · , xn−1(t), xn(t)) ≡ c

求导, 得

Vt +
n−1∑
i=1

Vxi
ẋi + Vxnẋn = 0.

另一方面, V 是首次积分, 在 G0 上恒有

Vt +
n−1∑
i=1

Vxi
fi + Vxnfn = 0.

两式相减, 利用 ẋi = fi (i < n) 得 Vxn(ẋn − fn) = 0. 因 Vxn 6= 0, 故 ẋn = fn, 第 n

个方程成立. 所以每条这样的曲线都是 (2.33) 在 G0 上的解.
2. 反过来, (2.33) 的任一解 x = ϕ(t) 满足 V (t,ϕ(t)) ≡ c0 (某常数), 故其前 n− 1 个
分量必是 (∗) 对应于 c = c0 的解.

因此, 求解 n 维系统 (2.33) 等价于求解 n − 1 维系统 (∗), 第 n 个分量由 V = c 自动

给出.
结果: 一个首次积分可把 n 维系统降为含一个参数的 n − 1 维系统; 原系统的解由
n− 1 维系统的解与隐式关系 V = c 拼合而成, 且第 n 个方程自动满足.
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4
第四次作业

习题 3.1(3)

讨论下列向量函数组在 R 上是否线性相关, 以及其中哪些向量函数组能构成某个齐次
线性系统的基本解矩阵:

(2)

et cos t

et sin t

 ,
− sin t

cos t



(4)


1

t

et

 ,


2

2t

2et

 ,


t

cos t

tet



解答

解题思路: 用 Wronski 行列式判定线性相关; 一个 n 元向量函数组能构成某个齐次线

性系统 dx/dt = A(t)x 的基本解矩阵当且仅当它在区间上线性无关 (此时取 A(t) =
X ′(t)X−1(t) 即可).

解答: (2) 记 X(t) =

et cos t − sin t

et sin t cos t

, 其 Wronski 行列式为

W (t) = det

et cos t − sin t

et sin t cos t

 = et cos2 t+ et sin2 t = et 6= 0 (∀t ∈ R).

故两个向量函数在 R 上线性无关. 取 A(t) = X ′(t)X−1(t) (连续矩阵函数), 则
X ′(t) = A(t)X(t), 即 X 是系统 dx/dt = A(t)x 的基本解矩阵. 故 (2) 能构成基
本解矩阵.
(4) 第二个向量函数恰为第一个的两倍:


2

2t

2et

 = 2


1

t

et

 ,
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故存在不全为零的常数 2,−1, 0 使

2


1

t

et

−


2

2t

2et

+ 0


t

cos t

tet

 = 0

对一切 t 成立, 三个向量函数线性相关. 基本解矩阵要求列向量线性无关, 故 (4) 不能
构成基本解矩阵.
结果:(2) 在 R 上线性无关, 能构成基本解矩阵; (4) 线性相关, 不能构成基本解矩阵.

习题 3.1(4)

求齐次线性系统
dx

dt
= A(t)x

的基本解矩阵和通解, 其中 A(t) 分别如下:

(1)


1
t

0

0 1
t

 (t > 0)

(4)


t et 1

0 t2 0

0 0 1



解答

解题思路:(1) 是对角矩阵, 各分量解耦, 直接逐分量积分; (4) 是上三角矩阵, 从最后一
个方程自下而上逐个解出, 每步都是一阶线性方程.
解答: (1) 系统为

dx1

dt
= 1
t
x1,

dx2

dt
= 1
t
x2 (t > 0).

分离变量 dxi/xi = dt/t, 得 x1 = c1t, x2 = c2t. 基本解矩阵与通解为

X(t) =

t 0

0 t

 , x(t) = X(t)c =

c1t

c2t

 .

检验: X ′(t) =

1 0

0 1

 = A(t)X(t), 且 det X = t2 6= 0.
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(4) 系统为
ẋ1 = tx1 + etx2 + x3, ẋ2 = t2x2, ẋ3 = x3.

自下而上求解. ẋ3 = x3 给出 x3 = c3et; ẋ2 = t2x2 给出 x2 = c2et3/3. 代入第一式,

ẋ1 − tx1 = c2et+t3/3 + c3et.

乘以积分因子 e−t2/2:

d
dt
(
e−t2/2x1

)
= c2et+t3/3−t2/2 + c3et−t2/2,

故

x1 = et2/2
[
c1 + c2

ˆ t

0
es+s3/3−s2/2 ds+ c3

ˆ t

0
es−s2/2 ds

]
.

取

I1(t) =
ˆ t

0
es+s3/3−s2/2 ds, I2(t) =

ˆ t

0
es−s2/2 ds,

则基本解矩阵 (在 t = 0 处为单位矩阵) 为

X(t) =


et2/2 et2/2I1(t) et2/2I2(t)

0 et3/3 0

0 0 et

 ,

通解为 x(t) = X(t)c. 其中

x1 = c1et2/2 + c2et2/2I1(t) + c3et2/2I2(t), x2 = c2et3/3, x3 = c3et.

结果:(1) 的基本解矩阵为 X =

t 0

0 t

, 通解 x = (c1t, c2t)T; (4) 的基本解矩阵如上三

角矩阵所示, 通解为 x = X(t)c.

习题 3.1(5)

验证基本解矩阵完全决定齐次线性系统, 即如果下列两个齐次线性系统

dx

dt
= A(t)x, dx

dt
= B(t)x

有相同的基本解矩阵, 则
A(t) ≡ B(t)
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解答

解题思路: 把基本解矩阵代入两个系统的矩阵方程 X ′ = AX 与 X ′ = BX, 相减后
利用基本解矩阵的可逆性消去 X.
解答: 设 X(t) 是两个系统的公共基本解矩阵. 由基本解矩阵的定义,

X ′(t) = A(t)X(t), X ′(t) = B(t)X(t)

对一切 t 成立. 两式相减得
(
A(t) − B(t)

)
X(t) = 0.

基本解矩阵的列向量线性无关, 故 X(t) 处处可逆. 在右端乘以 X−1(t), 得 A(t) −
B(t) = 0, 即 A(t) ≡ B(t).
结果:A(t) ≡ B(t) 得证.

习题 3.1(6)

设下列矩阵分别是某个齐次线性系统的基本解矩阵, 求对应的齐次线性系统并确定其
定义域:

(1)

 et 0

−(t+ 1) 1



解答

解题思路: 由 X ′ = A(t)X 解出 A(t) = X ′(t)X−1(t); 定义域取 X 可逆 (Wronski 行
列式非零) 且 A 连续的范围.
解答: 记

X(t) =

 et 0

−(t+ 1) 1

 ,
则

X ′(t) =

 et 0

−1 0

 , det X(t) = et 6= 0 (∀t ∈ R),

X−1(t) = 1
et

 1 0

t+ 1 et

 =

 e−t 0

(t+ 1)e−t 1

 .
故

A(t) = X ′(t)X−1(t) =

 et 0

−1 0


 e−t 0

(t+ 1)e−t 1

 =

 1 0

−e−t 0

 .
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对应的齐次线性系统为
dx1

dt
= x1,

dx2

dt
= −e−tx1.

检验第一列: x1 = et, x2 = −(t + 1) 满足 ẋ1 = et = x1, ẋ2 = −1 = −e−tet; 第二列
(0, 1) 满足 ẋ1 = 0 = 1 · 0, ẋ2 = 0 = −e−t · 0. A(t) 在 R 上连续, 故定义域为 R.

结果: 对应系统为 dx/dt = A(t)x, A(t) =

 1 0

−e−t 0

, 定义域为 R.

习题 3.1(9)

求解下列非齐次线性系统的初值问题:

(1)


dx1

dt
= −2

t
x1 + 1,

dx2

dt
=
(

1 + 2
t

)
x1 + x2 − 1,

(t > 0), x1(1) = 1
3
, x2(1) = −1

3

(2)


dx1

dt
= 2t

1 + t2
x1,

dx2

dt
= −1

t
x2 + x1 + t,

(t > 0), x1(1) = 0, x2(1) = 4
3

解答

解题思路: 两个系统都是上三角形式, 第一式不含 x2, 先用一阶线性方程公式解出 x1,
再代入第二式解 x2, 最后用初值条件定出常数.
解答:
(1) 由 ẋ1 = −(2/t)x1 + 1 得 ẋ1 + (2/t)x1 = 1. 积分因子 e

´
(2/t)dt = t2, 于是

d
dt

(t2x1) = t2, t2x1 = t3

3
+ c1, x1 = t

3
+ c1

t2
.

由 x1(1) = 1/3 得 1/3 + c1 = 1/3, 即 c1 = 0, 故 x1(t) = t/3. 代入第二式,

ẋ2 = x2 +
(

1 + 2
t

)
t

3
− 1 = x2 + t− 1

3
,

即 ẋ2 − x2 = (t− 1)/3. 积分因子 e−t:

d
dt

(e−tx2) = e−t(t− 1)
3

,

e−tx2 = 1
3

ˆ
e−t(t− 1) dt = 1

3
(
−te−t

)
+ c2
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(用分部积分
´
te−tdt = −(t+ 1)e−t,

´
e−tdt = −e−t), 故

x2 = − t

3
+ c2et.

由 x2(1) = −1/3 得 −1/3 + c2e = −1/3, 即 c2 = 0. 所以 x1(t) = t/3, x2(t) = −t/3. 直
接代入可验证两个方程与初值均成立.
(2) 由 ẋ1 = 2t

1+t2x1 分离变量

dx1

x1
= 2t

1 + t2
dt, x1 = c(1 + t2).

由 x1(1) = 0 得 2c = 0, 故 x1(t) ≡ 0. 代入第二式

ẋ2 = −1
t
x2 + t, ẋ2 + 1

t
x2 = t.

积分因子 e
´

(1/t)dt = t:

d
dt

(tx2) = t2, tx2 = t3

3
+ c2, x2 = t2

3
+ c2

t
.

由 x2(1) = 4/3 得 1/3 + c2 = 4/3, 即 c2 = 1. 所以 x1(t) ≡ 0, x2(t) = t2/3 + 1/t.
结果: (1) 的解为 x1(t) = t/3, x2(t) = −t/3; (2) 的解为 x1(t) ≡ 0, x2(t) = t2/3 + 1/t.

习题 3.2(1)

求常系数齐次或非齐次线性系统

dx

dt
= Ax + b(t)

的通解, 其中

(2) A =

2 −1

1 0

 , b(t) =

 0

2et



(3) A =


2 1 −2

−1 0 0

1 1 −1

 , b(t) =


0

0

0



解答

解题思路:(2) 求特征值与广义特征向量得到基本解矩阵, 再用常数变易法求非齐次特
解; (3) 是齐次系统, 有一实根与一对共轭复根, 取实部虚部构成实基本解组.
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解答:
(2) 特征多项式

det(A − λI) = det

2 − λ −1

1 −λ

 = (2 − λ)(−λ) + 1 = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2,

特征根 λ = 1 (二重). 解 (A − I)v = 0,
1 −1

1 −1


v1

v2

 = 0 =⇒ v1 = v2,

取 v = (1, 1)T. 求广义特征向量 (A − I)w = v:

w1 − w2 = 1 =⇒ w = (1, 0)T.

于是齐次基本解矩阵的两列为 etv 与 et(tv + w):

X(t) =

et (t+ 1)et

et tet

 , det X = −e2t 6= 0.

用常数变易公式求非齐次特解. 计算

X−1(t) =

−te−t (t+ 1)e−t

e−t −e−t

 ,

X−1(t)b(t) =

−te−t (t+ 1)e−t

e−t −e−t


 0

2et

 =

2(t+ 1)

−2

 ,
ˆ

X−1b dt =

t2 + 2t

−2t

 ,

xp(t) = X(t)

t2 + 2t

−2t

 =

 −t2et

(2t− t2)et

 .
(可直接代入方程验证.) 故通解为

x(t) = X(t)c + xp(t),
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即

x1 =
(
c1 + c2(t+ 1) − t2

)
et, x2 =

(
c1 + c2t+ 2t− t2

)
et.

(3) 特征多项式

det(A − λI) = det


2 − λ 1 −2

−1 −λ 0

1 1 −1 − λ

 = −(λ− 1)(λ2 + 1),

特征根为 λ = 1 与 λ = ±i. 对 λ = 1: (A − I)v = 0 给出 v2 = −v1, v3 = 0, 取
v = (1,−1, 0)T, 得实解

x1(t) = et


1

−1

0

 .

对 λ = i: (A − iI)v = 0 给出 v = (−i, 1,−i)T. 复值解

eitv = (cos t+ i sin t)(−i, 1,−i)T,

其分量分别为 sin t− i cos t, cos t+ i sin t, sin t− i cos t. 取实部虚部得两个实解

x2(t) =


sin t

cos t

sin t

 , x3(t) =


− cos t

sin t

− cos t

 .

(可直接代入验证.) 通解为

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + c3x3(t),

即

x1 = c1et + c2 sin t− c3 cos t, x2 = −c1et + c2 cos t+ c3 sin t, x3 = c2 sin t− c3 cos t.

结果: (2) 的通解为 x1 = (c1 + c2(t+ 1) − t2)et, x2 = (c1 + c2t+ 2t− t2)et; (3) 的通解
为 x1 = c1et + c2 sin t− c3 cos t, x2 = −c1et + c2 cos t+ c3 sin t, x3 = c2 sin t− c3 cos t.

习题 3.2(2)

求微分系统
dx

dt
= Ax + b(t)
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满足初值条件 x(0) = η 的解, 其中

(2) A =

0 −2

2 0

 , b(t) =

3t

4

 , η =

2

3



解答

解题思路: 用常系数线性系统的初值公式 x(t) = X(t)X−1(0)η +
X(t)

´ t

0 X−1(s)b(s)ds. 这里 A 有一对共轭纯虚根, 取实部虚部得实基本解矩
阵.
解答: 特征多项式

det(A − λI) = det

−λ −2

2 −λ

 = λ2 + 4,

特征根 λ = ±2i. 对 λ = 2i, 解 (A − 2iI)v = 0:
−2i −2

2 −2i

v = 0 =⇒ v2 = −iv1,

取 v = (1,−i)T. 复值解

e2itv = (cos 2t+ i sin 2t)(1,−i)T =

cos 2t+ i sin 2t

sin 2t− i cos 2t

 ,
取实部虚部得实基本解矩阵

X(t) =

cos 2t sin 2t

sin 2t − cos 2t

 , det X = −1.

注意到 X2 = I, 故 X−1 = X. 于是 X−1(0) =

1 0

0 −1

,

X−1(0)η =

1 0

0 −1


2

3

 =

 2

−3

 .
又

X−1(s)b(s) =

cos 2s sin 2s

sin 2s − cos 2s


3s

4

 =

3s cos 2s+ 4 sin 2s

3s sin 2s− 4 cos 2s

 .
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分部积分得 ˆ t

0
(3s cos 2s+ 4 sin 2s) ds = 3t

2
sin 2t− 5

4
cos 2t+ 5

4
,

ˆ t

0
(3s sin 2s− 4 cos 2s) ds = −3t

2
cos 2t− 5

4
sin 2t.

于是

X(t)
ˆ t

0
X−1(s)b(s) ds = X(t)

3t
2 sin 2t− 5

4 cos 2t+ 5
4

−3t
2 cos 2t− 5

4 sin 2t

 =

 5
4 cos 2t− 5

4

3t
2 + 5

4 sin 2t

 .
故解为

x(t) = X(t)X−1(0)η + X(t)
ˆ t

0
X−1(s)b(s) ds,

即

x1(t) = 13
4

cos 2t− 3 sin 2t− 5
4
, x2(t) = 3 cos 2t+ 13

4
sin 2t+ 3t

2
.

检验初值: x1(0) = 13/4 − 5/4 = 2, x2(0) = 3.
结果:x1(t) = 13

4 cos 2t− 3 sin 2t− 5
4 , x2(t) = 3 cos 2t+ 13

4 sin 2t+ 3t
2 .

习题 3.2(4)

设 n 阶实常数矩阵 A 在复数域中有 s 个互不相同的特征值 λ1, λ2, · · · , λs, 它们的重
数分别为 n1, n2, · · · , ns, 这里 n1 + n2 + · · · + ns = n, 证明: 对于 i = 1, 2, · · · , s, 齐次
线性方程组

(A− λiI)niv = 0

在 Cn 中有 ni 个线性无关的解 v
(i)
0k (k = 1, 2, · · · , ni). 进一步, 证明:n 个解 v

(i)
0k (i =

1, 2, · · · , s;k = 1, 2, · · · , ni) 在 Cn 中是线性无关的.

解答

解题思路: 记 Vi = ker(A − λiI)ni 为广义特征子空间. 先用 Bezout 恒等式与 Cayley-
Hamilton 定理证明 Cn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs, 再由特征多项式在各不变子空间上的分解确
定 dim Vi = ni; 不同 Vi 之交为零, 故它们的一组基拼起来仍线性无关.
解答: 设

Vi =
{
v ∈ Cn : (A − λiI)niv = 0

}
, i = 1, · · · , s.

每个 Vi 都是 (A − λiI)ni 的核, 因而是 Cn 的子空间; 又 A 与 (A − λiI)ni 可交换, 故
AVi ⊆ Vi, 即 Vi 是 A 的不变子空间.
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第一步: 证明 Cn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs. 记

pi(λ) =
∏
j 6=i

(λ− λj)nj .

多项式 pi(λ) 与 (λ− λi)ni 互素, 故存在多项式 ai(λ), bi(λ) 使

ai(λ)pi(λ) + bi(λ)(λ− λi)ni = 1.

把 λ = A 代入并作用到任意 v ∈ Cn:

v = ai(A)pi(A)v + bi(A)(A − λiI)niv.

第一项属于 Vi, 因为

(A − λiI)niai(A)pi(A)v = ai(A) p(A)︸ ︷︷ ︸
=0

v = 0,

其中 p(λ) = ∏s
j=1(λ − λj)nj 是特征多项式, p(A) = 0 由 Cayley-Hamilton 定理保证.

所以 Cn = V1 + · · · + Vs.
再证和为直和. 设 ∑s

i=1 vi = 0, 其中 vi ∈ Vi. 固定 i, 把 pi(A) 作用于上式: 对 j 6= i,
pi(A)vj 中含因子 (A − λjI)nj , 它把 vj 化为零, 故得 pi(A)vi = 0. 又 vi ∈ Vi 给出

(A − λiI)nivi = 0. 由 pi 与 (λ− λi)ni 的互素性, 存在多项式 u,w 使

u(λ)pi(λ) + w(λ)(λ− λi)ni = 1,

于是

vi = u(A)pi(A)vi + w(A)(A − λiI)nivi = 0.

由 i 的任意性, 所有 vi = 0, 直和成立, 即 Cn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs.
第二步: 确定 dim Vi = ni. 因 A 保持每个 Vi 不变, 且 A − λiI 在 Vi 上幂零, A 在 Vi

上的唯一特征值是 λi, 故 A 在 Vi 上的特征多项式为 (λ − λi)dim Vi . 于是 A 在 Cn 上

的特征多项式分解为

s∏
i=1

(λ− λi)ni = p(λ) = det(λI − A) =
s∏

i=1
(λ− λi)dim Vi .

比较两侧指数得 dim Vi = ni. 故方程组 (A − λiI)niv = 0 的解空间 Vi 是 ni 维的, 存
在 ni 个线性无关的解 v

(i)
0k (k = 1, · · · , ni).

第三步: 全部 n 个解线性无关. 直和分解 Cn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs 中, 若

s∑
i=1

ni∑
k=1

cikv
(i)
0k = 0,
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则括号内每个
∑

k cikv
(i)
0k ∈ Vi 必为零 (直和), 再由各 Vi 内 {v(i)

0k }k 线性无关得全部

cik = 0. 因而 n = ∑
i ni 个向量在 Cn 中线性无关, 构成 Cn 的一组基.

结果: 每个 Vi = ker(A − λiI)ni 维数为 ni, 其 ni 个线性无关解拼成的 n 个向量在 Cn

中线性无关.

习题 3.2(6)

对于常系数齐次线性系统
dx

dt
= Ax (t ∈ R)

eAt 是其基本解矩阵. 该结果能否推广到变系数情形? 即对于变系数齐次线性系统

dx

dt
= A(t)x

(A(t)是区间 I 上的连续矩阵函数),e
´ t

0 A(s) ds 是否是矩阵函数?能否成为该变系数系统
的解矩阵? 若不能, 请给出例子; 若能, 请给出证明.

解答

解题思路: 矩阵函数 eB(t) 总是良定义的, 但其导数一般不等于 B′(t)eB(t); 只有 B(t)
与其导数可交换时才对. 取一个使

´ t

0 A(s)ds 与 A(t) 不交换的例子, 即可说明 e
´ t

0 A

不是解矩阵.
解答:
e
´ t

0 A(s)ds 是矩阵函数. 因为 A 连续时 B(t) =
´ t

0 A(s)ds 是连续可微矩阵函数, 而矩阵
指数由收敛幂级数

∑
k≥0 Bk/k! 定义, 故 eB(t) 是 (可微的) 矩阵函数.

但 eB(t) 一般不是系统 dx/dt = A(t)x 的解矩阵. 原因: 对一般的矩阵函数 B(t),

d
dt

eB(t) =
ˆ 1

0
esB(t)B′(t)e(1−s)B(t) ds,

它等于 B′(t)eB(t) 当且仅当 B(t) 与 B′(t) 可交换. 要使 X = e
´ t

0 A 满足 X ′ = AX,
需
´ t

0 A(s)ds 与 A(t) 对一切 t 可交换, 这通常不成立.
反例: 取

A(t) =

0 1

t 0

 , B(t) =
ˆ t

0
A(s)ds =

 0 t

t2/2 0

 .
计算

A(t)B(t) =

0 1

t 0


 0 t

t2/2 0

 =

t2/2 0

0 t2

 ,
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B(t)A(t) =

 0 t

t2/2 0


0 1

t 0

 =

t2 0

0 t2/2

 ,
故 AB 6= BA, B 与 B′ = A 不交换. 此时 eB 不满足 d/dt eB = AeB, 故 e

´ t
0 A(s)ds 不

是解矩阵.
作为对照, 若 A(t1)A(t2) = A(t2)A(t1) 对一切 t1, t2 成立 (例如 A 为常数矩阵), 则
B(t) =

´ t

0 A(s)ds 与 A(t) 可交换, 此时 d/dt eB = AeB, eB 确为解矩阵, 常系数情形
etA 正是这一情形的特例.
结果:e

´ t
0 A(s)ds 总是矩阵函数, 但一般不构成变系数系统的解矩阵; 只有当 A(t) 与其积

分可交换 (如 A 为常数) 时才可以, 反例为 A(t) =

0 1

t 0

.

习题 3.2(8)

求出所有 3 阶常数矩阵的实 Jordan 标准形及其相应的齐次线性系统的基本解矩阵.

解答

解题思路:3 阶实矩阵的特征多项式是 3 次实系数多项式, 特征根要么全为实根, 要
么一个实根加一对共轭复根. 按实根的重数与可对角化性, 以及复根情形逐类列出实
Jordan 标准形; 基本解矩阵即 etJ , 由 Jordan 块的标准公式给出.
解答: 设 J 为实 Jordan 标准形, 对应的齐次线性系统为 dx/dt = Jx, 基本解矩阵为
X(t) = etJ . 全部可能情形如下 (常数 λ, µ, λ1, λ2, λ3, α, β 均为实数, β 6= 0, 且同形中
未加说明的实根互异).
1. 三个互异实特征根 λ1, λ2, λ3:

J =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 , etJ =


eλ1t 0 0

0 eλ2t 0

0 0 eλ3t

 .

2. 实根 λ 二重 (可对角化) 与实根 µ (λ 6= µ):

J =


λ 0 0

0 λ 0

0 0 µ

 , etJ =


eλt 0 0

0 eλt 0

0 0 eµt

 .
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3. 实根 λ 二重 (一个二阶 Jordan 块) 与实根 µ (λ 6= µ):

J =


λ 1 0

0 λ 0

0 0 µ

 , etJ =


eλt teλt 0

0 eλt 0

0 0 eµt

 .

4. 实根 λ 三重且可对角化:

J = λI, etJ = eλtI.

5. 实根 λ 三重, 一个二阶 Jordan 块加一个一阶块:

J =


λ 1 0

0 λ 0

0 0 λ

 , etJ =


eλt teλt 0

0 eλt 0

0 0 eλt

 .

6. 实根 λ 三重, 一个三阶 Jordan 块:

J =


λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

 , etJ =


eλt teλt t2

2 eλt

0 eλt teλt

0 0 eλt

 .

7. 实根 λ 与一对共轭复根 α± iβ (β 6= 0):

J =


λ 0 0

0 α β

0 −β α

 , etJ =


eλt 0 0

0 eαt cos βt eαt sin βt

0 −eαt sin βt eαt cos βt

 .

以上 7 类互不相似, 且任一 3 阶实矩阵必与其一相似, 故这就是全部实 Jordan 标准
形.
结果: 共 7 类实 Jordan 标准形 (情形 1 至 7), 各自的基本解矩阵 etJ 如上式所示.

习题 3.2(10)

如果存在实数 α 和 n 阶实常数矩阵 A, 使得对于任意 v ∈ Rn, 向量内积 (Av, v) 满足

(Av, v) ≤ α‖v‖2
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证明:
‖eAt‖ ≤ eαt, ∀t ≥ 0

解答

解题思路: 对固定的 v, 令 u(t) = etAv, 把 t 视为变量, 对 ‖u(t)‖2 求导, 用题设条件得
到微分不等式, 积分后除以 ‖v‖ 并按算子范数的定义取上确界. 这里的范数取 Euclid
范数, 矩阵范数为相应的诱导算子范数.
解答: 设 (·, ·) 为 Rn 上标准内积, ‖ · ‖ 为 Euclid 范数. 对任意 v ∈ Rn, 定义

u(t) = etAv.

则 u′(t) = AetAv = Au(t). 记 f(t) = ‖u(t)‖2 = (u(t),u(t)), 求导得

f ′(t) = 2(u′(t),u(t)) = 2(Au(t),u(t)) ≤ 2α‖u(t)‖2 = 2αf(t).

于是
d
dt
(
e−2αtf(t)

)
= e−2αt

(
f ′(t) − 2αf(t)

)
≤ 0,

故 e−2αtf(t) 在 [0,+∞) 上单调不增, 所以

e−2αtf(t) ≤ f(0) = ‖v‖2.

即

‖etAv‖2 = f(t) ≤ e2αt‖v‖2, ‖etAv‖ ≤ eαt‖v‖.

对一切 t ≥ 0 与 v ∈ Rn 成立. 按诱导算子范数定义

‖etA‖ = sup
v 6=0

‖etAv‖
‖v‖

≤ eαt.

结果:‖etA‖ ≤ eαt 对一切 t ≥ 0 成立.

习题 3.4(6)

求下列微分方程的通解:

(3) x(4) − 4x′′′ + 8x′′ − 8x′ + 3x = 0

(6) t3x′′′ − 3t2x′′ + tx′ − x = t

(7) x′′ + 2x′ = 3 + 4 sin 2t
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解答

解题思路:(3) 是常系数齐次方程, 写特征方程并分解因式; (6) 是 Euler 方程, 令 t = es

化为常系数, 注意 es 是特征根需作共振处理; (7) 用待定系数法, 常数项因 λ = 0 是特
征根要乘 t.
解答:
(3) 特征方程

λ4 − 4λ3 + 8λ2 − 8λ+ 3 = 0.

试根 λ = 1: 代入得 1 − 4 + 8 − 8 + 3 = 0, 故

λ4 − 4λ3 + 8λ2 − 8λ+ 3 = (λ− 1)(λ3 − 3λ2 + 5λ− 3),

再对三次式试根 λ = 1: 1 − 3 + 5 − 3 = 0, 故

λ3 − 3λ2 + 5λ− 3 = (λ− 1)(λ2 − 2λ+ 3).

λ2 − 2λ+ 3 = 0 给出 λ = 1 ±
√

2 i. 故特征根为 1 (二重) 与 1 ±
√

2 i, 通解为

x(t) = et
(
c1 + c2t+ c3 cos

√
2 t+ c4 sin

√
2 t
)
.

(6) Euler 方程. 对 t > 0 令 t = es, 记 D = d/ds, 则

tx′ = Dx, t2x′′ = D(D − 1)x, t3x′′′ = D(D − 1)(D − 2)x.

代入方程左端:

t3x′′′ − 3t2x′′ + tx′ − x =
(
D3 − 6D2 + 6D − 1

)
x,

右端 t = es. 特征方程
r3 − 6r2 + 6r − 1 = 0.

试根 r = 1: 1 − 6 + 6 − 1 = 0, 故

r3 − 6r2 + 6r − 1 = (r − 1)(r2 − 5r + 1),

根为 r = 1 与 r = (5 ±
√

21)/2. 齐次通解

xh(s) = c1es + c2e
5+

√
21

2 s + c3e
5−

√
21

2 s.

对非齐次项 es: 因 P (1) = 0 且 P ′(r) = 3r2 − 12r + 6, P ′(1) = −3, 由共振公式

xp(s) = 1
P (D)

es = es s

P ′(1)
= −ses

3
.
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换回 t: s = ln t, es = t, 故

x(t) = c1t+ c2t
5+

√
21

2 + c3t
5−

√
21

2 − t ln t
3

(t > 0).

(7) 齐次方程 x′′ + 2x′ = 0 的特征根 λ = 0,−2, 齐次通解

xh = c1 + c2e−2t.

求特解. 对常数项 3: 因 λ = 0 是单特征根, 设 xp1 = at, 代入得 2a = 3, a = 3/2, 故
xp1 = 3t/2. 对 4 sin 2t: 设 xp2 = A sin 2t+B cos 2t, 代入

x′′
p2 + 2x′

p2 = (−4A− 4B) sin 2t+ (4A− 4B) cos 2t,

与 4 sin 2t 比较系数:

−4A− 4B = 4, 4A− 4B = 0 =⇒ A = B = −1
2
.

故 xp2 = −1
2(sin 2t+ cos 2t). 通解

x(t) = c1 + c2e−2t + 3t
2

− 1
2

(sin 2t+ cos 2t).

结果: (3) x = et(c1 + c2t + c3 cos
√

2 t + c4 sin
√

2 t); (6) x = c1t + c2t
(5+

√
21)/2 +

c3t
(5−

√
21)/2 − t ln t

3 (t > 0); (7) x = c1 + c2e−2t + 3t
2 − 1

2(sin 2t+ cos 2t).

习题 3.4(7)

求二阶线性微分方程

x′′ + b2x = a cos(mbt)

的通解, 并讨论周期解的存在性, 这里 a ∈ R, b > 0,m ∈ N+.

解答

解题思路: 齐次方程的特征根为 ±ib. 非齐次项 a cos(mbt) 的频率为 mb. 当 m 6= 1 时
mb 6= b, 无共振, 直接设余弦型特解; 当 m = 1 时 mb = b, 发生共振, 特解需乘以 t.
解答: 齐次方程 x′′ + b2x = 0 的特征根 λ = ±ib, 齐次通解

xh(t) = c1 cos bt+ c2 sin bt.

当 m 6= 1 (即 m ≥ 2) 时, 设特解 xp = A cos(mbt). 代入得

x′′
p + b2xp = −Am2b2 cos(mbt) + Ab2 cos(mbt) = Ab2(1 −m2) cos(mbt).
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与 a cos(mbt) 比较, A = a

b2(1 −m2)
. 通解为

x(t) = c1 cos bt+ c2 sin bt+ a

b2(1 −m2)
cos(mbt).

当 m = 1 时, 方程 x′′ + b2x = a cos bt, 发生共振. 设 xp = t(A cos bt+B sin bt), 代入得

x′′
p + b2xp = −2Ab sin bt+ 2Bb cos bt.

与 a cos bt 比较, A = 0, B = a

2b
. 通解为

x(t) = c1 cos bt+ c2 sin bt+ a

2b
t sin bt.

周期解的存在性:

• m 6= 1: 齐次解以 2π/b 为周期, 特解以 2π/(mb) 为周期, 而 2π/(mb) 整除 2π/b
(因 m ∈ N+), 故每个解都以 2π/b 为周期. 周期解恒存在.

• m = 1: 若 a 6= 0, 通解含无界项 a
2b
t sin bt, 任何解在 R 上无界, 故不存在周期解;

若 a = 0, 方程为齐次的, 一切解 x = c1 cos bt+ c2 sin bt 都以 2π/b 为周期.

结果:m 6= 1时通解为 x = c1 cos bt+c2 sin bt+ a
b2(1−m2) cos(mbt),且一切解都是 2π/b-周

期的; m = 1 时通解为 x = c1 cos bt + c2 sin bt + a
2b
t sin bt, 当 a 6= 0 时无周期解, 当

a = 0 时一切解周期为 2π/b.

习题 3.4(9)

设 f(t) 是区间 [0,+∞) 上的连续函数, 证明微分方程

x′′(t) + 3x′(t) + 2x(t) = f(t)

的解具有如下性质:
(1) 若 f(t) 在区间 [0,+∞) 上是有界的, 则该方程的每个解在区间 [0,+∞) 上有界;
(2) 若 lim

t→+∞
f(t) = 0, 则该方程的每个解 ϕ(t) 满足 lim

t→+∞
ϕ(t) = 0;

(3) 若 f(t) 是周期函数, 则该方程的有界解也是周期函数.

解答

解题思路: 齐次方程 x′′ + 3x′ + 2x = 0 的基本解组为 e−t, e−2t, 用常数变易法写出带积
分核 K(τ) = e−τ − e−2τ 的特解, 把解表示成衰减项加卷积积分, 再分别估计.
解答:特征方程 λ2 +3λ+2 = (λ+1)(λ+2) = 0,基本解组 x1 = e−t, x2 = e−2t, Wronski
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行列式 W = −e−3t. 常数变易法给出

x(t) = c1e−t + c2e−2t +
ˆ t

0

(
e−(t−s) − e−2(t−s)

)
f(s) ds, (∗)

其中核 K(t− s) = e−(t−s) − e−2(t−s) ≥ 0.
(1) 设 |f(t)| ≤ M . 由 (∗),

∣∣∣∣
ˆ t

0
K(t−s)f(s) ds

∣∣∣∣ ≤ M

ˆ t

0

(
e−(t−s) +e−2(t−s)

)
ds = M

[
(1−e−t)+ 1

2
(1−e−2t)

]
≤ 3M

2
.

又 |c1e−t + c2e−2t| ≤ |c1| + |c2|, 故

|x(t)| ≤ |c1| + |c2| + 3M
2
,

一切解在 [0,+∞) 上有界.
(2) 设 f(t) → 0 (t → +∞). 对给定 ε > 0, 取 T 使 |f(s)| < ε 对 s ≥ T , 记
MT = max[0,T ] |f |. 把积分拆为 [0, T ] 与 [T, t] 两段. 对 0 ≤ s ≤ T ,

K(t− s) = e−(t−s) − e−2(t−s) ≤ e−(t−s) ≤ e−(t−T ),

故第一段 ∣∣∣∣
ˆ T

0
K(t− s)f(s)ds

∣∣∣∣ ≤ MT T e−(t−T ) → 0 (t → +∞).

第二段

∣∣∣∣
ˆ t

T

K(t− s)f(s)ds
∣∣∣∣ ≤ ε

ˆ t

T

(
e−(t−s) + e−2(t−s)

)
ds < ε

(
1 + 1

2

)
= 3ε

2
.

于是积分项当 t → +∞ 时趋于 0; 又 c1e−t + c2e−2t → 0, 故 x(t) → 0.
(3) 设 f 以 ω 为周期, 把它周期延拓到 R. 令

xp(t) =
ˆ t

−∞
K(t− s)f(s) ds =

ˆ +∞

0
K(τ)f(t− τ) dτ.

f 有界且
´∞

0 K(τ)dτ = 1 − 1/2 = 1/2 < +∞, 故积分收敛; 由常数变易公式知 xp 是

方程的一个解. 又由 f 的周期性,

xp(t+ ω) =
ˆ ∞

0
K(τ)f(t+ ω − τ)dτ =

ˆ ∞

0
K(τ)f(t− τ)dτ = xp(t),

故 xp 是周期为 ω 的周期解, 且 |xp(t)| ≤ 1
2 max |f |, 在 R 上有界.

任一解 x 与 xp 之差是齐次方程的解, 即 x(t) − xp(t) = c1e−t + c2e−2t. 若 x 在 R 上有
界, 则当 t → −∞ 时 c1e−t + c2e−2t 有界, 这迫使 c1 = c2 = 0, 于是 x = xp 为周期函
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数. 故方程的有界解 (在 R 上有界的解) 必为周期函数.
结果:(1) f 有界 ⇒ 一切解有界; (2) f(t) → 0 ⇒ 一切解 ϕ(t) → 0; (3) f 周期 ⇒ 方程

在 R 上有界的解等于周期解 xp, 因而也是周期的.

习题 3.4(11)

设 x(t) = ϕ1(t) 和 x(t) = ϕ2(t) 分别是初值问题x
′′(t) + x = 0,

x(0) = 1, x′(0) = 0
和

x
′′(t) + x = 0,

x(0) = 0, x′(0) = 1

的解, 请不求解直接证明:
(1)ϕ1(t) 是偶函数,ϕ2(t) 是奇函数;
(2)ϕ2

1(t) + ϕ2
2(t) ≡ 1;

(3)ϕ2(t+ s) = ϕ1(t)ϕ2(s) + ϕ1(s)ϕ2(t),∀s, t ∈ R;
(4) 如果 T 是 ϕ1(t) 在区间 [0,+∞) 上的最小零点, 则 ϕ1(t) 和 ϕ2(t) 都是以 4T 为周
期的函数.

解答

解题思路: 全部用解的唯一性. (1) 用 −t 替换 t 后比较初值; (2) 先证 ϕ′
1 = −ϕ2,

ϕ′
2 = ϕ1, 再对 ϕ2

1 + ϕ2
2 求导; (3) 对固定的 s, 把等式两边看成 t 的函数, 验证它们满足

同一初值问题; (4) 由 ϕ2(T ) = 1 与加法公式 ϕ2(t+ T ) = ϕ1(t) 递推出 4T 周期性.
解答: 记两初值问题的解分别为 ϕ1, ϕ2, 它们均满足 x′′ + x = 0, 且

ϕ1(0) = 1, ϕ′
1(0) = 0; ϕ2(0) = 0, ϕ′

2(0) = 1.

(1) 令 ψ(t) = ϕ1(−t). 则 ψ′′(t) = ϕ′′
1(−t) = −ϕ1(−t) = −ψ(t), 且 ψ(0) = 1, ψ′(0) = 0.

ψ 与 ϕ1 满足同一初值问题, 由唯一性 ψ ≡ ϕ1, 即 ϕ1(−t) = ϕ1(t), ϕ1 为偶函数. 再令
ψ(t) = −ϕ2(−t). 则

ψ′′(t) = −ϕ′′
2(−t) = −

(
−ϕ2(−t)

)
= ϕ2(−t) = −ψ(t),

且 ψ(0) = 0, ψ′(0) = ϕ′
2(0) = 1. ψ 与 ϕ2 满足同一初值问题, 故 ψ ≡ ϕ2, 即 ϕ2(−t) =

−ϕ2(t), ϕ2 为奇函数.
(2)先证恒等式 ϕ′

1 = −ϕ2, ϕ′
2 = ϕ1. 事实上 (ϕ′

2)′′ = ϕ′′′
2 = (ϕ′′

2)′ = (−ϕ2)′ = −ϕ′
2, 故 ϕ′

2

满足 x′′ + x = 0; 又 ϕ′
2(0) = 1, (ϕ′

2)′(0) = ϕ′′
2(0) = −ϕ2(0) = 0, 与 ϕ1 满足同一初值问

题, 故 ϕ′
2 = ϕ1. 同理 (ϕ′

1)′′ = −ϕ′
1 且 ϕ′

1(0) = 0, (ϕ′
1)′(0) = ϕ′′

1(0) = −1, 与 −ϕ2 满足

同一初值问题 ((−ϕ2)′′ = −ϕ2 且 (−ϕ2)(0) = 0, (−ϕ2)′(0) = −1), 故 ϕ′
1 = −ϕ2.
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于是令 U(t) = ϕ2
1(t) + ϕ2

2(t),

U ′(t) = 2ϕ1ϕ
′
1 + 2ϕ2ϕ

′
2 = 2ϕ1(−ϕ2) + 2ϕ2ϕ1 = 0,

U 为常数, 而 U(0) = ϕ1(0)2 + ϕ2(0)2 = 1, 故 ϕ2
1 + ϕ2

2 ≡ 1.
(3) 固定 s ∈ R, 令

F (t) = ϕ2(t+ s) − ϕ1(t)ϕ2(s) − ϕ1(s)ϕ2(t).

作为 t 的函数, ϕ2(t+ s), ϕ1(t), ϕ2(t) 均满足 x′′ + x = 0, 故 F ′′ + F = 0. 又

F (0) = ϕ2(s) − ϕ1(0)ϕ2(s) − ϕ1(s)ϕ2(0) = 0,

F ′(0) = ϕ′
2(s) − ϕ′

1(0)ϕ2(s) − ϕ1(s)ϕ′
2(0) = ϕ′

2(s) − ϕ1(s) = 0

(用 ϕ′
2 = ϕ1). 初值全为零, 由唯一性 F ≡ 0, 即

ϕ2(t+ s) = ϕ1(t)ϕ2(s) + ϕ1(s)ϕ2(t).

(4)设 T > 0为 ϕ1 在 [0,+∞)上的最小零点,即 ϕ1(T ) = 0且 ϕ1(t) > 0对 0 ≤ t < T .
由 ϕ2

1 + ϕ2
2 = 1 得 ϕ2(T )2 = 1; 又 ϕ′

2 = ϕ1 > 0 于 (0, T ), 故 ϕ2 在 [0, T ] 上严格递增,
ϕ2(0) = 0, 从而 ϕ2(T ) = 1.
在 (3) 中取 s = T :

ϕ2(t+ T ) = ϕ1(t)ϕ2(T ) + ϕ1(T )ϕ2(t) = ϕ1(t).

两边对 t 求导, 并用 ϕ′
1 = −ϕ2, ϕ′

2 = ϕ1:

ϕ1(t+ T ) = ϕ′
1(t) = −ϕ2(t).

于是递推

ϕ1(t+ 2T ) = −ϕ2(t+ T ) = −ϕ1(t), ϕ2(t+ 2T ) = ϕ1(t+ T ) = −ϕ2(t),

再次应用得

ϕ1(t+ 4T ) = −ϕ1(t+ 2T ) = ϕ1(t), ϕ2(t+ 4T ) = −ϕ2(t+ 2T ) = ϕ2(t).

故 ϕ1 与 ϕ2 均以 4T 为周期.
结果:(1) ϕ1 偶, ϕ2 奇; (2) ϕ2

1 + ϕ2
2 ≡ 1; (3) 加法公式成立; (4) ϕ1, ϕ2 均以 4T 为周期.
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