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微分方程的基本概念

1 微分方程的基本概念

Def. 1 常微分方程

联系着自变量 x 与其一元函数 y(x), 及其直至 n 阶的导数 y′ = y′(x), · · · , y(n) = y(n)(x)
在内的方程

F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0 (1.1)

称为常微分方程 (ODE), 其中实际出现的导数的最高阶数 n, 称为 ODE 的阶.

Def. 2 线性

若已知函数 F 关于 y 及其各阶导数 y′, · · · , y(n) 的全体是一次的, 则称为线性 ODE, 否则
称为非线性 ODE.

Def. 3 解

设 y = ϕ(x) ∈ Cn−1(J) 且 n 阶导数存在, 若 F (x, ϕ(x), ϕ′(x), · · · , ϕ(n)(x)) = 0, 对于一切
x ∈ J 均成立, 则称 y = ϕ(x) 为 ODE 在区间 J 上的一个解.

Def. 4 通解, 特解, 奇解

设 n 阶 ODE 的解 y = ϕ(x,C1, · · · , Cn) 包含 n 个独立的任意常数 C1, · · · , Cn, 则称其为
ODE 的通解. 独立意即 Jacobi 行列式非零.

det
(
∂(ϕ, ϕ′, · · · , ϕ(n))
∂(C1, C2, · · · , Cn)

)
6= 0

将通解中的任意常数全部确定, 使得 y = ϕ(x) 不包含任意常数, 则称其为 ODE 的特解.

Def. 5 隐式解

若方程 Φ(x, y, C) = 0 在常数 C 于某个给定区域取值时, 所确定的隐函数 y = ϕ(x) 是一
阶微分方程 F (x, y, y′) = 0 的解, 则称 Φ(x, y, C) = 0 是微分方程的隐式解.

Def. 6 初值问题

Cauchy 问题

Def. 7 积分曲线

方程 ϕ̇(t) = f(t, ϕ(t)), 其中 f(t, x) ∈ C(G), 解 x = ϕ(t) 在 t-x 平面上给出一条光滑曲线
Γ , 称为该方程的积分曲线.
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微分方程的基本概念

Def. 8 等倾线

每点斜率相同的曲线称为等倾线, 由 f(t, x) = k 确定.
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2.2 一阶线性方程

2 初等积分法

将方程的求解问题,转化为初等函数的积分问题.

2.1 变量分离方程

Def. 1 变量分离方程

形如
dy
dx

= h(x)g(y) (2.1)

的一阶微分方程称为变量分离方程, 其中 h(x) ∈ C[a, b], g(y) ∈ C[c, d], 且 g(y) 6= 0.

Meth. 1 分离变量法

1. 变形为 dy
g(y)

= h(x) dx;

2. 两边积分, 得隐式通解 G(y) = H(x) + C, 其中 G(y) =
ˆ

dy
g(y)

, H(x) =
ˆ
h(x) dx,

C 为任意常数.

3. 考虑初值条件 y(x0) = y0, 代入通解得 C = G(y0) −H(x0), 于是方程的特解为

y = G−1
(
H(x) +G(y0) −H(x0)

)
(2.2)

2.2 一阶线性方程

2.2.1 齐次与非齐次线性方程

Def. 2 齐次与非齐次线性方程

一阶线性方程
dy
dx

= a(x)y + f(x), 当 f(x) = 0 时, 称为齐次线性方程. 否则, 称为非齐次
线性方程.

Prop. 1 齐次线性方程的通解

齐次线性方程
dy
dx

= a(x)y 是变量分离方程, 通解为

y(x) = Ce
´

a(x) dx (2.3)
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2.2 一阶线性方程

Meth. 2 常数变易法: 非齐次线性方程的通解

1. 将齐次方程通解中的常数 C 换成函数 c(x), 得到 y(x) = c(x)e
´

a(x) dx;

2. 代入非齐次方程,得到 c′(x) = f(x)e−
´

a(x) dx,积分得 c(x) =
ˆ
f(x)e−

´
a(x) dx dx+C;

3. 代入 y(x) 表达式, 得非齐次方程的通解

y(x) = Ce
´

a(x) dx︸ ︷︷ ︸
齐次通解

+ e
´

a(x) dx

ˆ
f(x)e−

´
a(x) dx dx︸ ︷︷ ︸

非齐次的一个特解

(2.4)

2.2.2 Bernoulli 方程

Def. 3 Bernoulli 方程

Bernoulli 方程是一个一阶非线性方程

dy
dx

= a(x)y + f(x)yα (α 6= 0, 1) (2.5)

Meth. 3 Bernoulli 方程的求解

可通过变量代换将 Bernoulli 方程化为线性方程. 引入未知函数 z = y1−α, 可将 Bernoulli
方程转化为

dz
dx

= (1 − α)a(x)z + (1 − α)f(x) (2.6)

代入非齐次线性方程的通解公式, 可得 Bernoulli 方程的通解为

z(x) = y1−α(x) = Ce
´

(1−α)a(x) dx + e
´

(1−α)a(x) dx

ˆ
(1 − α)f(x)e−

´
(1−α)a(x) dx dx (2.7)

2.2.3 齐次方程

Def. 4 齐次方程

若一阶微分方程
dy
dx

= f(x, y) 中 f(x, y) 为 x, y 的零次齐次函数, 即若令 u = y

x
, 则

f(x, y) = f(u), 则称其为齐次方程.

Meth. 4 齐次方程的求解

引入新变量 u = y

x
, 得 u + x

du
dx

= f(u), 分离变量并两边积分
ˆ

du
f(u) − u

=
ˆ

dx
x

, 若解

得 u = U(x,C), 则通解为 y(x) = U(x,C)x
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2.3 恰当方程

2.2.4 线性分式形式的微分方程

Def. 5 线性分式形式方程

给定常数 a1, b1, c1, a2, b2, c2, 则线性分式形式方程形如

dy
dx

= f

(
a1x+ b1y + c1

a2x+ b2y + c2

)
(2.8)

Meth. 5 线性分式形式方程的求解 (分类讨论)

1. 若 c1 = c2 = 0, 则方程为齐次方程;

2. 若 c1c2 6= 0 且 ∆ = det

a1 b1

a2 b2

 6= 0, 则可令 x = ξ + h, y = η + k, 其中 h =

b1c2 − c1b2

∆
, k = c1a2 − a1c2

∆
, 于是方程化为齐次方程形式

dη
dξ

= f

(
a1ξ + b1η

a2ξ + b2η

)
(2.9)

3. 若 c1c2 6= 0 且 ∆ = 0,

(a) a1b1 6= 0, a2

a1
= b2

b1
= λ, 设 z = a1x+ b1y, 则可将方程化为变量分离形式

dz
dx

= a1 + b1f
(
z + c1

λz + c2

)
(2.10)

(b) b1 6= 0, a1 = a2 = 0 or a1 6= 0, b1 = b2 = 0, 则方程可分别化为变量分离形式

dy
dx

= f

(
b1y + c1

b2y + c2

)
dy
dx

= f
(
a1x+ c1

a2x+ c2

)
(2.11)

(c) a1 = b1 = 0, 令 z = a2x+ b2y, 则方程可分别化为变量分离形式

dz
dx

= a2 + b2f
(

c1

z + c2

)
(2.12)

2.3 恰当方程

Def. 6 恰当方程 (全微分方程)

将一阶微分方程写成对称形式 M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0, 若可写为某一函数的全微分,
即

dU(x, y) = M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (2.13)
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2.4 积分因子法

则称其为恰当方程, 或称全微分方程.

Def. 7 首次积分

U(x, y) = C (2.14)

为恰当方程的隐式通解, 称为恰当方程的首次积分, 或称通积分.

Prop. 2 通积分的性质

若 Φ(x, y) = C 是恰当方程的在 Ω 内的通积分, 则

1. ∀C ∈ R, Φ(x, y) = C 的解 y = u(x), x ∈ I 或 x = v(y), y ∈ J 是恰当方程的解;

2. 设恰当方程在 Ω 中有解 y = ϕ(x), x ∈ I 或 x = ψ(y), y ∈ J , 则必然存在 C ∈ R, 使
得 Φ(x, ϕ(x)) = C 或 Φ(ψ(y), y) = C.

Thm. 1 恰当方程的判定定理

设 G ⊂ R × R 为单连通开矩域, M(x, y), N(x, y) ∈ C1(G), 则 M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0
是恰当方程 ⇐⇒

∂M

∂y
= ∂N

∂x
(2.15)

Prop. 3 恰当方程的通解

若 M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 是恰当方程, 取任意一点 (x0, y0) ∈ G, 则其等价的两个通
解为 ˆ x

x0

M(x, y) dx+
ˆ y

y0

N(x0, y) dy = C (2.16)

ˆ x

x0

M(x, y0) dx+
ˆ y

y0

N(x, y) dy = C (2.17)

2.4 积分因子法

Def. 8 积分因子

若微分方程 M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 不是恰当方程, 但乘上一个非零函数 µ = µ(x, y)
后成为恰当方程, 即存在函数 W = W (x, y), 使得

dW (x, y) = µ(x, y)M(x, y) dx+ µ(x, y)N(x, y) dy = 0 (2.18)

则称 µ(x, y) 为方程的积分因子.
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2.4 积分因子法

Prop. 4 积分因子的判定

µ(x, y) 是 M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 的积分因子 ⇐⇒

∂(µM)
∂y

= ∂(µN)
∂x

(2.19)

⇐⇒ N
∂µ

∂x
−M

∂µ

∂y
= µ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
(2.20)

Meth. 6 只依赖于 x 或 y 的积分因子

1. 设 E(x, y) = ∂M

∂y
− ∂N

∂x
;

2. 计算 E(x, y)
N(x, y)

与
E(x, y)
M(x, y)

;

3. 分别对 x, y 求偏导, 有

∂

∂y

E

N
= 0 =⇒ µ = µ(x) = e

´
E
N

dx (2.21)

∂

∂x

E

M
= 0 =⇒ µ = µ(y) = e−

´
E
M

dy (2.22)

Thm. 2 积分因子的复合函数定理

若方程 M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 有积分因子 µ(x, y) 与相应的原函数 U(x, y) 满足
dU = µM dx+ µN dy, 则 µ(x, y)h(U(x, y)) 也是方程的一个积分因子.

Meth. 7 分组求积分因子

1. 将方程可以分成两组

(M1 dx+N1 dy) + (M2 dx+N2 dy) = 0 (2.23)

2. 求得各组的积分因子 µ1, µ2 与原函数 U1, U2;

3. 寻求合适的可微函数 h1, h2 使得

µ1h1(U1) = µ2h2(U2) (2.24)

则 µ = µ1h1(U1) 即原方程的积分因子.
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2.5 隐式方程

2.5 隐式方程

Def. 9 一阶隐式方程

F

(
x, y,

dy
dx

)
= 0 (2.25)

Meth. 8 一阶隐式方程的求解

1. 令 p = dy
dx
并视作独立变量;

2. 将方程 F (x, y, p) = 0 定义的曲面参数化

x = ϕ(s, t) y = ψ(s, t) p = κ(s, t) (2.26)

3. 求 x, y 的微分

dx = ∂ϕ

∂s
ds+ ∂ϕ

∂t
dt dy = ∂ψ

∂s
ds+ ∂ψ

∂t
dt dy = κ dx (2.27)

4. 将隐式方程化为对称形式(
∂ψ

∂s
− ∂ϕ

∂s

)
ds+

(
∂ψ

∂t
− ∂ϕ

∂t

)
dt = 0 (2.28)

5. 求解上述方程,将通解 s = s(t, C)代入曲面参数式,得到一阶隐式方程的参数形式解


x = ϕ(s(t, C), t)

y = ψ(s(t, C), t)
(2.29)

Meth. 9 可解出 y 的隐式方程的求解

y = f(x, p) (2.30)

设参数式为

x = x y = f(x, p) p = p (2.31)

隐式方程两边对 x 求导后, 可化为对称形式
(
p− ∂f

∂x

)
dx− ∂f

∂p
dp = 0 (2.32)

若解出 p = U(x,C), 则方程的解为 y = f(x, U(x,C)).
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2.5 隐式方程

Meth. 10 可解出 x 的隐式方程的求解

x = f(y, p) (2.33)

设参数式为

x = f(y, p) y = y p = p (2.34)

隐式方程两边对 y 求导后, 可化为一阶微分方程

dp
dy

=

1
p

− ∂f

∂y
∂f

∂p

(2.35)

Meth. 11 不显含 y 的隐式方程的求解

F (x, p) = 0 (2.36)

设方程所代表的曲线的参数式为 (圆锥曲线可作三角参数化, 有理曲线可作分式线性参数
化 p = sx, 亦可尝试极坐标参数化 x = r cos θ, y = r sin θ)

x = ϕ(s) p = ψ(s) (2.37)

利用 dy = p dx 可解出隐式方程的参数形式通解为

x = ϕ(s)

y =
ˆ
ψ(s)ϕ′(s) ds+ C

(2.38)

Meth. 12 不显含 x 的隐式方程的求解

F (y, p) = 0 (2.39)

参数式为

y = ϕ(s) p = ψ(s) (2.40)

利用 dx = dy/p 可解出隐式方程的参数形式通解为


x =
ˆ
ϕ′(s)
ψ(s)

ds+ C

y = ϕ(s)
(2.41)
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2.7 Riccati 方程

2.6 包络与奇解

Def. 10 曲线族的包络

设 Φ(x, y, C) 为三元连续可微函数, Φ(x, y, C) 为给定平面单参曲线族. 若平面上的一条曲
线 Γ 本身不包含在曲线族中, 但过每一点, 都有一条曲线族中的曲线与 Γ 切于该点, 则称
Γ 为曲线族的包络.

Prop. 5 包络的判定

曲线 Γ 是包络 ⇐⇒ Γ 为由 C-判别式
Φ(x, y, C) = 0
∂Φ(x, y, C)

∂C
= 0

(2.42)

确定的曲线, 且满足非退化条件, 即
(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y

)
6= (0, 0) (2.43)

Def. 11 奇解

若微分方程的某个解不包含在通解中, 但是该方程积分曲线族的包络, 则称其为方程的奇
解.

Thm. 3 p-判别式

设 F ∈ C1(R3), 方程 F

(
x, y,

dy
dx

)
的解 y = ϕ(x) 是奇解 =⇒


F (x, y, p) = 0
∂F (x, y, p)

∂p
= 0

(2.44)

2.7 Riccati 方程

Def. 12 Riccati 方程

设 a(t), b(t), c(t) ∈ C(I), 且 a(t) 6= 0, 则形如

dx
dt

= a(t)x2 + b(t)x+ c(t) (2.45)

的一阶微分方程, 称为 Riccati 方程.
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2.7 Riccati 方程

Meth. 13 Riccati 方程的转化

1. 寻找一个特解 x = ϕ(t);

2. 作变换 y(t) = x(t) − ϕ(t);

3. 代入 Riccati 方程, 则可将其化为 Bernoulli 方程的形式

dy
dt

= [2a(t)ϕ(t) + b(t)]y + a(t)y2 (2.46)

Meth. 14 一类特殊 Riccati 方程的求解

dx
dt

= −x2 + ctm (2.47)

1. 当 m = 0 时, 方程为变量分离形式;

2. 当 m = −2 时, 作变换 y = tx, 方程可化为变量分离形式

dy
dt

= y + c− y2

t
(2.48)

3. 当 m = − 4k
2k + 1

时, 作变换 t = τ− 1
m+1 , x = c

m+ 1
1

τ − τ 2y
, 则方程化为

dy
dτ

= −y2 + c1τ
n

(
c1 = c

(m+ 1)2 , n = − 4(k − 1)
2(k − 1) + 1

)
(2.49)

重复 k 次后, 可将方程化为 z′(t) = −z2 的形式;

4. 当 m = − 4k
2k − 1

时, 与上述过程类似, 最终可化为一个变量分离方程.

Thm. 4 Riccati 方程可解性定理

Riccati 方程 dx
dt

= −x2 + ctm 可用初等积分法求解 ⇐⇒

m = 0,−2, 1, 4k
2k ± 1

(k ∈ N∗) (2.50)

Prop. 6 Riccati 方程的通解

若已知 x1(t), x2(t) 为 Riccati 方程 x′ = a(t)x2 + b(t)x+ c(t) 的两个不同的特解, 则通解为

x = x1x2 − Cx2 + x1

x1 − Cx2 + x2
(2.51)
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3.1 距离空间的定义

3 距离空间

3.1 距离空间的定义

Def. 1 距离空间

设 X 为任意非空集合, 若 ∀x, y ∈ X, 有一实数 ρ(x, y) 与之对应, 且满足

1. 非负性: ρ(x, y) > 0, 且 ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

2. 对称性: ρ(x, y) = ρ(y, x);

3. 三角不等式: ∀x, y, z, ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y),

则称 ρ(x, y) 为 x 与 y 间的距离, 称 (X, ρ) 为以 ρ 为距离的距离空间.

映射 ρ : X ×X → R 是连续的.

Thm. 1
给定非空集合 X, 总存在 X 上的一个距离, 使之成为一个距离空间.

Def. 2 子空间

若 Y ⊂ X, 则 (Y, ρ) 也是一个距离空间, 称为 (X, ρ) 的子空间.

Eg. 1 连续函数空间

设 C[a, b] 为定义在区间 [a, b] 上的全体连续函数构成的集合, 称为连续函数空间.
∀x(t), y(t) ∈ C[a, b], 定义

ρ(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t) − y(t)| (3.1)

则 C[a, b] 是以 ρ(x, y) 为距离的距离空间.

Pf 易证 ρ(x, y) 满足非负性与对称性. ∀x(t), y(t), z(t) ∈ C[a, b]

|x(t) − y(t)| ≤ |x(t) − z(t)| + |z(t) − y(t)| (∀t ∈ [a, b])

=⇒ max
t∈[a,b]

|x(t) − y(t)| ≤ max
t∈[a,b]

|x(t) − z(t)| + max
t∈[a,b]

|z(t) − y(t)|

=⇒ ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y)
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3.2 距离空间的收敛性

3.2 距离空间的收敛性

Def. 3 Cauchy 序列

设距离空间 (X, ρ), 点列 {xn} ⊂ X. 若 ∀ϵ > 0, ∃N ∈ N∗, s.t. 当 n,m ≥ N 时, 有

ρ(xn, xm) < ϵ (3.2)

则称 {xn} 是一个 Cauchy 序列.

Def. 4 收敛序列

设 {xn} ⊂ X, 若 ∀ϵ > 0, ∃N ∈ N∗, s.t. 当 n ≥ N 时, 有

ρ(xn, z) < ϵ (3.3)

则称 {xn} 收敛到 z, 称 z 是 {xn} 的极限. 记作 limn→∞ xn = z.

Prop. 1 极限的性质

若 {xn} 收敛, 则其

1. 极限唯一;

2. 子序列必然收敛, 且极限与 {xn} 相等;

3. 必为 Cauchy 序列.

Pf 设 z 与 z′ 均为 {xn}的极限, 则 ∀ϵ > 0, ∃N ∈ N∗, s.t. 当 n > N 时, 有 ρ(xn, z) <
ϵ

2
,

∃N ′ ∈ N∗, 当 n > N ′ 时, 有 ρ(xn, z
′) < ϵ

2
. 令 Nm = max{N,N ′}, 当 n > Nm 时, 由三角不等

式, 有 ρ(z, z′) ≤ ρ(xn, z) + ρ(xn, z
′) < ϵ. 由于 ϵ > 0 任意, 必然 ρ(z, z′) = 0, 即 z = z′, 因此极

限唯一.

Def. 5 距离空间的完备性

若距离空间的任意 Cauchy 序列都收敛, 则称其是完备的.

Prop. 2 连续函数空间的完备性

(C[a, b], ρ) 是完备的, 其中 ρ(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t) − y(t)|.

Cor. 1 (C(Ω), ρ) 的完备性

设 Ω ⊂ Rn 是有界闭区域, C(Ω) 为定义在 Ω 上的全体连续函数构成的集合.
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3.3 压缩映射

∀y1(x), y2(x) ∈ C(Ω), 定义

ρ(y1, y2) = max
x∈Ω

|y1(x) − y2(x)| (3.4)

则 (C(Ω), ρ) 是完备的距离空间.

3.3 压缩映射

Def. 6 压缩映射与不动点

设距离空间 (X, ρ), 映射 T : X → X, 若 ∃α ∈ [0, 1), 使得对于 ∀x, y ∈ X, 有

ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y) (3.5)

则称 T 是 X 上的压缩映射, α 为压缩系数.
若 ∃x0 ∈ X 使得 Tx0 = x0, 则称 x0 是 T 的不动点.

Prop. 3 连续性

距离空间上的压缩映射是连续的.

Pf 设 x0 ∈ X, ∀ϵ > 0, 取 ϵ = δ, 使得当 ρ(x, x0) < δ 时, 有 ρ(Tx, Tx0) ≤ αρ(x, x0) <
ρ(x, x0) < δ = ϵ, 因此 T 在 x0 处连续, 由 x0 的任意性, T 在 X 上连续.

Eg. 2

设 f(x, y) ∈ C([a, b] × R), 当 f 关于 y 的 L-常数满足 L <
1

b− a
, 则

T : y(x) 7→
ˆ x

a

f(s, y(s)) ds (3.6)

是压缩映射.

|Ty1 − Ty2| ≤
∣∣∣∣∣
ˆ x

a

f(x, y1) − f(x, y2) ds
∣∣∣∣∣ ≤
ˆ x

a

|f(x, y1) − f(x, y2)| ds

≤ L

ˆ x

a

|y1 − y2| ≤ L|b− a|︸ ︷︷ ︸
<1

|y1 − y2|
(3.7)

Thm. 2 压缩映射原理 (Banach 不动点定理)

设完备的距离空间 X, 压缩映射 T : X → X, 则存在唯一的 z ∈ X 使得 Tz = z, 即完备的
距离空间上的压缩映射有唯一的不动点.

Pf
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3.3 压缩映射

Cor. 2
设完备的距离空间 X, 压缩映射 T : X → X, 若 ∃α ∈ [0, 1), n ∈ N, 使得对 ∀x, y ∈ X, 有

ρ(T nx, T ny) ≤ αρ(x, y) (3.8)

则 T 在 X 上存在唯一的不动点.

Pf 存在性: 设 z 为 T n 的唯一不动点, 即 T nz = z, ⇒ T (T nz) = T n(Tz) = Tz, 因此 Tz

为 T n 的不动点, 于是有 Tz = z, 即 z 为 T 的不动点. 唯一性: 设 z1, z2 为 T 的不动点, 迭代

T 2z = Tz = z ⇒ T 3z = Tz = z · · · ⇒ T n = z

T 2y = Ty = y ⇒ T 3y = Ty = y · · · ⇒ T n = y
⇒ y = z

Eg. 3 Fredholm 积分算子

对于 K(t, s) ∈ C([a, b] × [a, b]), f ∈ C[a, b], λ ∈ R, 定义

Tx(t) = λ

ˆ t

a

K(t, s)x(s) ds+ f(t) x ∈ C[a, b] (3.9)

映射 T 不一定是 C[a, b] 上的压缩映射, 但 ∃n ∈ N, 使得 T n 是 C[a, b] 上的压缩映射.
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4.2 Picard 定理

4 解的存在性、唯一性、连续依赖性

4.1 Lipschitz 条件

Def. 1 局部 Lipschitz 条件

设 f ∈ C(G), 矩域 G = {(t, x) ∈ R2 | |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}, 若存在常数 L ≥ 0, 使得
对 ∀(t, x1), (t, x2) ∈ G

|f(x1) − f(x2)| ≤ L|x1 − x2| (4.1)

则称 f 在 G 上关于 x 满足局部 Lipschitz 条件, 其中 L 为 Lipschitz 常数.

连续条件的强弱性: 连续 < Lipschitz 连续 < 可微且导数有界.

4.2 Picard 定理

Thm. 1 Picard 定理

设 f ∈ C(G), 矩域 R = {(t, x) ∈ Rn | |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}, 且 f(t, x) 关于 x 满足

Lipschitz 条件, Lipschitz 常数为 L, 则初值问题


dx
dt

= f(t, x)

x(t0) = x0

在区间 I = [t0 − h, t0 + h] 上的解存在且唯一, 其中

h = min
{
a,

b

M

}
M = max{|f(t, x)| | (t, x) ∈ R}

4.2.1 压缩映射法

Meth. 1 由压缩映射原理证明 Picard 定理

构造函数空间

C =
{
x ∈ C[t0 − δ, t0 + δ] | |x(t) − x0| ≤ b, δ ∈

(
0,min

{
a,

b

M
,

1
L

})}
(4.2)

其中 L 为 f(t, x) 在 R 上的 Lipschitz 常数, M = max
(t,x)∈R

|f(t, x)|. 构造映射

Tx(t) = x(t) = x0 +
ˆ t

t0

f(t, x(t)) dt (4.3)
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4.2 Picard 定理

|Tx(t) − x0| ≤
∣∣∣∣∣
ˆ t

t0

f(t, x(t)) dt
∣∣∣∣∣ ≤
ˆ t

t0

|f(t, x(t))| dt ≤ M |t− t0| < b (4.4)

因此 T 是 C 上的自映射. 取 ∀x1, x2 ∈ C

ρ(Tx1, Tx2) ≤ max
t∈[t0−δ,t0+δ]

∣∣∣∣∣
ˆ t

t0

f(t, x1) − f(t, x2) dt
∣∣∣∣∣

≤ max
t∈[t0−δ,t0+δ]

ˆ t

t0

|f(t, x1) − f(t, x2)| dt

≤ max
t∈[t0−δ,t0+δ]

ˆ t

t0

L|x1 − x2| dt ≤ Lδ max
t∈[t0−δ,t0+δ]

|x1 − x2| = Lδρ(x1, x2)

(4.5)

其中 Lδ < 1, 因此 T 是压缩映射, 有唯一的不动点, 记作 ϕ0(t). ϕ0(t) 即微分方程初值问
题在 [t0 − δ, t0 + δ] 上的唯一的解.

4.2.2 Picard 逐次逼近法

Def. 2 Picard 序列

对于初值问题 ẋ = f(t, x), ϕ(t0) = x0, 则 Picard 序列 {ϕk(t)} 为


ϕ0(t) = x0

ϕk+1(t) = x0 +
ˆ t

t0

f(s, ϕk(s)) ds (k = 0, 1, 2, · · · )
(4.6)

Meth. 2 由 Picard 逐次逼近法证明 Picard 定理

1. 构造 Picard 序列


ϕ0(t) = x0 t ∈ [t0, t0 + δ]

ϕ1(t) = x0 +
ˆ t

t0

f(τ, ϕ0(τ)) dτ t ∈ [t0, t0 + δ]

· · ·

ϕn(t) = x0 +
ˆ t

t0

f(τ, ϕn−1) dτ t ∈ [t0, t0 + δ]

(4.7)

2. 序列 {ϕn(t)} 在 I = [t0, t0 + δ] 上一致收敛, 即 ∀ϵ > 0, ∃N(ϵ) > 0, s.t. ∀t ∈ I,
m,n ∈ N, |ϕn(t) − ϕm(t)| < ϵ.
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4.3 Peano 定理

4.2.3 Osgood 条件

Thm. 2 Osgood 条件下的存在唯一性定理

设 f(t, x) ∈ C(G), 且满足

|f(t, x1) − f(t, x2)| ≤ F (|x1 − x2|)

其中 F (r) > 0 在 r > 0 上连续, 且瑕积分
ˆ r1

0

dr
F (r)

= +∞ (4.8)

4.3 Peano 定理

Thm. 3 Peano 定理

设 f(t, x) ∈ C(R), 矩域 R = {(t, x) ∈ R2 | |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}, 则初值问题


dx
dt

= f(t, x)

x(t0) = x0

在区间 I = [t0 − h, t0 + h] 上至少有一个解, 其中

h = min
{
a,

b

M

}
M = max{|f(t, x)| | (t, x) ∈ R}

4.3.1 Ascoli-Arzelà 引理

Def. 3 一致连续

若对 ∀ϵ > 0, ∃δ(ϵ) > 0, 当 |t− s| < δ, t, s ∈ I, 有

|f(t) − f(s)| < ϵ (4.9)

则称 f(t) 在 I 上一致连续.
Rmk 闭区间上函数的连续性与一致连续性是等价的.

Def. 4 一致有界

对于函数列 {fk(t)}, 若存在常数 M > 0, 使得对 ∀k ∈ N∗, t ∈ [α, β] 都有

|fk(t)| ≤ M (4.10)
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4.3 Peano 定理

则称 {fk(t)} 在有界闭区间 [α, β] 上一致有界.
Rmk {fk(t)} 中每个函数都是有界函数.

Def. 5 一致收敛

若对 ∀ϵ > 0, ∃N(ϵ) > 0, 使得当 k > N 时, ∀t ∈ I, 都有

|fk(t) − f(t)| < ϵ (4.11)

则称函数列 {fk(t)} 在 I 上一致收敛于 f(t).

Def. 6 等度连续

对于函数列 {fk(t)}, 若对 ∀ϵ > 0, 存在仅与 ϵ 相关的常数 δ(ϵ) > 0, 使得对于 ∀k ∈ N∗, 当
|t− s| < δ(ϵ), t, s ∈ [α, β], 有

|fk(t) − fk(s)| < ϵ (4.12)

则称 {fk(t)} 在有界闭区域 {α, β} 上等度连续.
Rmk {fk(t)} 中每个函数都是一致连续的.

Prop. 1

若函数列 {fk(t)} 在 I = [a, b] 上满足 lim
k→∞

fk(t) = f(t), 则下述等价

1. fk(t) 与 f(t) 在 I 上一致连续;

2. {fk(t)} 在 I 上等度连续;

3. fk(t) 在 I 上一致收敛于 f(t),

且 fk(t) 在 I 上一致连续.

Lem. 1 Ascoli-Arzelà 引理

定义在有界闭区间 {α, β} 上的一致有界 且等度连续 的无穷函数族 F = {fk(t)} 必然存在
一个在 [α, β] 上一致收敛的子序列.
Rmk Ascoli-Arzelà 引理为 Weierstrass 定理 (任何有界序列必然存在收敛子序列) 在函
数项级数的推广.
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4.3 Peano 定理

4.3.2 Euler 折线法

Meth. 3 由 Euler 折线法证明 Peano 存在性定理

1. 构造折线: 将 [t0 − h, t0 + h] 分为 2n 等份, 分点为 tk = t0 + kh

n
, k = 0,±1, · · · ,±n.

对于 s = 0, 1, · · · , n− 1, Euler 折线方程为

ϕn(t) =


x0 +

s−1∑
k=0

f(tk, xk)(tk+1 − tk) + f(ts, xs)(t− ts) t ∈ [ts, ts+1)

x0 +
−s+1∑
k=0

f(tk, xk)(tk−1 − tk) + f(t−s, x−s)(t− t−s) t ∈ (t−s−1, t−s]

(4.13)

2. 证明 {ϕn(t)} 的收敛性: ∀n ∈ N∗, (t, ϕn(t)) ∈ R, 故一致有界, 设上界为 M . ∀ϵ > 0,
取 δ(ϵ) = ϵ

M
, 使得 ∀n ∈ N∗, 当 |t− s| < δ, 有 |ϕ(t) − ϕ(s)| ≤ M |t− s| < ϵ, 故等度

连续. 由 Ascoli-Arzelà 引理, {ϕn} 中有一致收敛的子序列 {ϕm(t)} ⇒ ϕ(t).

3. 估计 ϕm(t)

ϕm(t) = x0 +
s−1∑
k=0

f(tk, xk)(tk+1 − tk) + f(ts, xs)(t− ts)

= x0 +
s−1∑
k=0

[ˆ tk+1

tk

f(τ, ϕm(t)) dτ + dm(k)
]

+
ˆ t

ts

f(τ, ϕm(t)) dτ + d∗
m(t)

= x0 +
ˆ t

0
f(τ, ϕm(τ)) dτ +

s−1∑
k=0

dm(k) + d∗
m(t)

(4.14)

其中 s = 0, 1, · · · ,m − 1. 由于 f(t, x) 连续, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0, 当 |τ − tk| < δ, 且
|ϕm − xk| < δ 时, 有 |f(tk, xk) − f(τ, ϕm(τ))| < ϵ

h
. 当 n � 1, |tk+1 − tk| = h

n
<

δ

M
,

且 |ϕm(τ) − xk| ≤ M |τ − tk| < δ.

|dm(k)| ≤
ˆ tk+1

tk

|f(tk, xk) − f(τ, ϕm(τ))| dτ < ϵ

h
|tk+1 − tk| = ϵ

n
(4.15)

|d∗
m(t)| ≤

ˆ t

ts

|f(ts, xs) − f(τ, ϕm(τ))| dτ ≤ ϵ

h
|t− ts| <

ϵ

n
(4.16)

∣∣∣∣∣
s−1∑
k=0

dm(k) + d∗
m(t)

∣∣∣∣∣ ≤
s−1∑
k=0

|dm(k)| + |d∗
m(t)| ≤ s+ 1

n
ϵ ≤ ϵ (4.17)

lim
m→∞

ϕm(t) = x0 +
ˆ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ (4.18)

ϕ(t) 为满足初值问题的等价积分方程, 因此解存在.

Rmk {ϕn(t)} 的一致收敛的子序列不唯一, 因此解的唯一性无法保证.
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4.4 解的延拓

4.3.3 ϵ-逼近解

Def. 7 ϵ-逼近解

设 t ∈ [α, β], 若函数 x = ϕ(t) 满足

1. ϕ(t) ∈ [α, β], 且除了有限个点外处处可微, 在该有限个点处左右导数均存在;

2. ∀t ∈ [α, β], (t, ϕ(t)) ∈ R;

3. ∀t ∈ [α, β], |ϕ′(t) − f(t, ϕ(t))| ≤ ϵ, 当 ϕ′(t)不存在且


t 6= β 时, 取 ϕ(t) 的右导数;

t = β 时, 取 ϕ(t) 的左导数,

则称为初值问题的 ϵ-逼近解

4.4 解的延拓

Meth. 4 解的延拓的基本思想

设 x = ϕ(t)为开区域 G上初值问题


dx
dt

= f(t, x)

x(t0) = x0

的解,其中 f(t, x) ∈ C(G), t ∈ [α, β].

可构造一个以 (β, ϕ(β)) ∈ G 为中心的包含于 G 内的矩域, 由 Peano 存在性定理, 方程
有定义在某一区间 [β − h1, β + h1] 上的过 (β, ϕ(β)) 的解 x = ϕ1(t). 同理, 有定义在
[α− h2, α + h2] 上的满足 ϕ2(α) = ϕ(α) 的解 x = ϕ2(t). 定义函数

ψ(t) =


ϕ2(t) t ∈ [α− h2, α]

ϕ(t) t ∈ [α, β]

ϕ1(t) t ∈ [β, β + h1]

(4.19)

则 x = ψ(t) 是初值问题定义在 [α− h2, β + h1] 的解, 即将解的定义区间由 [α, β] 延拓到了
一个更大的区间 [α− h2, β + h1] 上.

Def. 8 饱和解

解的延拓过程可一直进行下去, 直到得到一个无法再继续延拓的解, 称其为初值问题的饱
和解.

Prop. 2 存在区间

饱和解 x = ϕ(t) 的存在区间必定为一个开区间.
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4.5 解的估计

Thm. 4 解的延拓定理

设 f ∈ C(G), 其中 G ⊂ R2 为一个开区间, 对任一饱和解 x = ϕ(t), 其积分曲线必能达到
G 的边界 ∂G.
特别地, 当 G 有界时, 若 x = ϕ(t) 的存在区间为 (a, b), 则当 t → b− 和 t → a+ 时, 都有

ρ((t, ϕ(t)), ∂G) → 0 (4.20)

Pf 记 ϕ(t) 最大存在区域为 J .

Cor. 1 解在无界域的延拓

若 G 无界, f(t, x) ∈ C(G), 则初值问题的解 x = ϕ(t) 可以延拓.
以 t 增大方向为例, x = ϕ(t) 或者可以延拓到 [t0,+∞), 或者只能延拓到有限区间 [t0,m),
此时当 t → m 时, 要么 x = ϕ(t) 无界, 要么 (t, ϕ(t)) 趋于 ∂G.
即, 要么 x = ϕ(t) 发散, 无法继续延拓, 要么撞上 G 的边界, 被迫停止延拓, 否则 x = ϕ(t)
可以延拓到无穷远.

Cor. 2 有界整体解

设 G = {(t, x) ∈ R2 | a < t < b, |x| < ∞}, 若 f(t, x) ∈ C(G), 且相应微分方程初值问题的
饱和解 x = ϕ(t) 有界, 则 ϕ(t) 的存在区间必定为 (a, b).

4.5 解的估计

4.5.1 线性控制下的整体解

Lem. 2
设开域 G = {(t, x) ∈ R2 | a < t < b, x ∈ R} 上初值问题


ẋ = A(t)|x| +B(t) + 1

x(t0) = x0

(4.21)

其中非负函数 A(t), B(t) ∈ C(a, b), 则初值问题的任一饱和解 x = ϕ2(t) 都在区间 (a, b) 上
存在.

Lem. 3
设开域 G 上初值问题 

ẋ = −A(t)|x| −B(t) − 1

x(t0) = x0

(4.22)

则初值问题的任一饱和解 x = ϕ1(t) 都在区间 (a, b) 上存在.
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4.5 解的估计

Prop. 3 线性控制下的整体解

若 f(t, x) ∈ C(G), 且存在 (a, b) 上的非负连续函数 A(t), B(t), 使得

|f(t, x)| ≤ A(t)|x| +B(t) (4.23)

则初值问题的任一饱和解 x = ϕ(t) 的存在区间均为 (a, b).

Pf 引理中初值问题的解 x = ϕ2(t), x = ϕ1(t) 的存在区间均为 (a, b), 根据比较定理,
x = ϕ(t) 的存在区间也为 (a, b).

4.5.2 Wintner 定理

Thm. 5 Wintner 定理

设 G = {(t,x) ∈ Rn+1 | T0 < t < T1, ‖x‖ < ∞}, f(t,x) ∈ C(G), L(r) ∈ [0,∞) 且当 r > 0
时 L(r) > 0, 若满足

‖f(t,x)‖ ≤ L(‖x‖) (r = ‖x‖) (4.24)ˆ ∞

α

dr
L(r)

= ∞ (α > 0) (4.25)

则 ẋ = f(t,x) 的任一饱和解 x = ϕ(t) 在 (T0, T1) 存在.

4.5.3 Granwall 不等式

Thm. 6 Granwall 不等式

设 x(t), f(t) ∈ C[t0, t1], f(t) ≥ 0, 若存在实常数 g, 使得

x(t) ≤ g +
ˆ t

t0

f(τ)x(τ) dτ (t ∈ [t0, t1]) (4.26)

则当 t ∈ [t0, t1] 时, 有不等式

x(t) ≤ g exp
(ˆ t

t0

f(τ) dτ
)

(4.27)

Thm. 7 推广的 Granwall 不等式

设 x(t), f(t) ∈ C[t0, t1], 且 f(t) ≥ 0 在 [t0, t1] 可积, 若满足

x(t) ≤ g(t) +
ˆ t

t0

f(τ)x(τ) dτ (t ∈ [t0, t1]) (4.28)
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4.5 解的估计

则当 t ∈ [t0, t1] 时, 有不等式

x(t) ≤ g(t) +
ˆ t

t0

f(τ)g(τ) exp
(ˆ t

τ

f(s) ds
)

dτ (4.29)

Pf 设 H(t) =
ˆ t

t0

f(τ)x(τ) dτ , 则 Ḣ(t) = f(t)x(t) ≤ f(t)g(t) + f(t)H(t), 代入常数变易

法公式, 则有 H(t) ≤
ˆ t

t0

f(τ)g(τ)e
´ t

τ f(s) ds dτ , 代入 x(t) ≤ g(t) +H(t) 得证.

Cor. 3
若附加条件 g(t) ∈ C[t0, t1], 且 g′(t) ≥ 0, 则

x(t) ≤ g(t) exp
(ˆ t

t0

f(τ) dτ
)

(4.30)

Pf 对推广的 Granwall 不等式用分部积分

x(t) ≤ g(t) exp
(ˆ t

t0

f(τ) dτ
)

= g(t) −
ˆ t

t0

g(τ) d exp
(ˆ t

τ

f(s) ds
)

= g(t) − g(τ) exp
(ˆ t

τ

f(s) ds
)∣∣∣∣∣

t

t0

+
ˆ t

t0

exp
(ˆ t

τ

f(s) ds
)
g′(τ) dτ

≤ −g(t0) exp
(ˆ t

t0

f(s) ds
)

+ exp
(ˆ t

t0

f(s) ds
)ˆ t

t0

g′(τ) dτ = g(t) exp
(ˆ t

t0

f(s) ds
)

4.5.4 比较定理

Thm. 8 第一比较定理

设 f(t, x), F (t, x) ∈ C(G), 且 f(t, x) < F (t, x). 过 (t0, x0) ∈ G, ϕ(t) 和 Φ(t) 分别是初值问

题


ẋ = f(t, x)

x(t0) = x0

和


ẋ = F (t, x)

x(t0) = x0

的解, 且均在 [a, b] 有定义, 则


ϕ(t) < Φ(t) ∀t ∈ (t0, b)

ϕ(t) > Φ(t) ∀t ∈ (a, t0)
(4.31)
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4.5 解的估计

Pf 设 ψ(t) = ϕ(t) − Φ(t), 则 ψ(t0) = 0, ψ′(t)|t=t0 = f(t0, x0) − F (t0, x0) < 0. ∃δ > 0, 当
t ∈ (t0 − δ, t0), 有 ψ(t) > 0. 反证: 设 β = sup{t | ψ(t) = 0, t ∈ (a, t0 − δ)} 使得 ψ(β) = 0, 且
ψ(t) > 0, t ∈ (β, t0). 又 ψ′(β) ≥ 0, 即 [(ϕ′(t) − Φ(t)]t=β = f(βϕ(β)) − F (β, Φ(β)) ≥ 0, 与条件
矛盾. 因此 ∀t ∈ (a, t0), ϕ(t) > Φ(t). 同理可证 ∀t ∈ (t0, b), ϕ(t) < Φ(t).

Def. 9 最大解与最小解

设 R = {(t, x) ∈ R2 | |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}, f(t, x) ∈ C(R), 令 M = max{|f(t, x)| |

(t, x) ∈ R}, h = min
{
a,

b

M

}
. 若存在区间 I = [t0 − h, t0 + h] 上的两个解 ϕ(t) 与 Φ(t), 使

得对于任一解 ψ(t), 都有
ϕ(t) ≤ ψ(t) ≤ Φ(t) (t ∈ I) (4.32)

则称 ϕ(t) 与 Φ(t) 分别为初值问题的最小解与最大解.

Thm. 9 最大解与最小解的存在唯一性定理

存在 δ > 0, 使得 δ < h 且在 [t0 − δ, t0 + δ] 上, 初值问题的最大解和最小解均存在, 且是唯
一的. 且可以将最大解和最小解延拓至 ∂R.

Pf 构造


ẋ = f(t, x) + εm

x(t0) = x0

εm > 0, 单调递减, 且 εm
m→∞−−−→ 0

Thm. 10 第二比较定理

设 f(t, x), F (t, x) ∈ C(G), 且 f(t, x) ≤ F (t, x). 过 (t0, x0) ∈ G, ϕ(t) 和 Φ(t) 分别是初值问

题


ẋ = f(t, x)

x(t0) = x0

和


ẋ = F (t, x)

x(t0) = x0

的解, 且均在 [a, b] 有定义, Φ(t) 是在 (t0, b) 上的最

大解和在 (a, t0) 上的最小解, 则有


ϕ(t) ≤ Φ(t) ∀t ∈ (t0, b)

ϕ(t) ≥ Φ(t) ∀t ∈ (a, t0)
(4.33)
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4.6 解对初值和参数的依赖性

Meth. 5 利用比较定理估计解

对于


ẋ = f(t, x)

x(t0) = x0

,寻找两个满足 f1(t, x) ≤ f(t, x) ≤ f2(t, x)的函数,且


ẋ = f1(t, x)

x(t0) = x0

与


ẋ = f2(t, x)

x(t0) = x0

容易解出, 记解为 ϕ1(t) 与 ϕ2(t). 则可根据 ϕ1(t), ϕ2(t) 及其存在区间,

估计原初值问题的解 ϕ(t) 及其存在区间.

4.6 解对初值和参数的依赖性

4.6.1 初值问题的简化

初值问题的解 x = ϕ(t)依赖于初值 (t0, x0)与微分方程的参数 λ,应写为 x = ϕ(t; t0, x0, λ).

对于初值问题


ẋ = f(t,x,λ),

x(t0) = x0,
x,x0,f ∈ Rn, λ ∈ Rm. 作变换 t → t+ t0, x → x + x0,

则可将初值固定于 (0,0). 问题简化为


ẋ = f(t,x,λ)

x(0) = 0
(4.34)

4.6.2 连续依赖性定理

Thm. 11 局部连续依赖性定理

设 f ∈ C(G), 其中闭域 G = {(t,x,λ) ∈ R × Rn × Rm | |t| ≤ a, ‖x‖ ≤ b, ‖λ − λ0‖ ≤ c}, f

对 x 满足 Lipschitz 条件

‖f(t,x1,λ) − f(t,x2,λ)‖ ≤ L‖x1 − x2‖ (4.35)

其中 L > 0, 则解 x = ϕ(t,λ) 在区域 D = {(t,λ) ∈ R × Rm | |t| ≤ h, ‖λ − λ0‖ ≤ c} 上连
续, 其中

h = min
{
a,

b

M

}
M = max{‖f(t,x,λ)‖ | (t,x,λ) ∈ G} (4.36)

Pf 初值问题的解等价于积分方程

x(t) = 0 +
ˆ t

0
f(τ,x(τ),λ) dτ (4.37)

构造 Picard 序列 
ϕ0(t,λ) = 0

ϕk+1(t,λ) =
ˆ t

0
f(τ,ϕk(τ,λ),λ) dτ

(4.38)
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4.6 解对初值和参数的依赖性

证明 ϕk(t,λ) 对 (t,λ) ∈ D 连续, 且

‖ϕk(t,λ) − ϕk−1(t,λ)‖ ≤ MLk−1

k!
|t|k (4.39)

{ϕk(t,λ)} 对 (t,λ) ∈ D 一致收敛于初值问题的解.

Thm. 12 整体连续依赖性定理

设 G ⊂ R × Rn 为一个开域, f ∈ C(G), f 对 x 满足局部 Lipschitz 条件. 设 x = ξ(t) 为
ẋ = f(t,x)的一个解,且至少在 [a, b]上存在,则存在常数 δ > 0,当初值点满足 a < t0 < b,
‖x0 − ξ(t0)‖ ≤ δ 时, 满足初始条件 x0(t0) = x0 的解 ϕ(t, t0,x0) 至少也在 [a, b] 上存在, 且
在区域 Dδ = {(t, t0,x) ∈ R × R × Rn | t, t0 ∈ [a, b], ‖x0 − ξ(t0)‖ ≤ δ} 上对 t, t0,x0 连续.

4.6.3 光滑依赖性定理

Thm. 13 C1 依赖性定理

设 G = {(t,x,λ) ∈ R × Rn × Rm | |t| ≤ a, ‖x‖ ≤ b, ‖λ − λ0‖ ≤ c}, f ∈ C(G) 且对 x,λ 有

连续偏导数,则初值问题的解 ϕ(t,λ)在区域 D = {(t,λ) ∈ R×Rm | |t| ≤ h, ‖λ − λ0‖ ≤ c}

上是连续可微的, 其中 h = min
{
a,

b

M

}
, M = max{‖f(t,x,λ)‖ | (t,x,λ) ∈ G}.

Thm. 14 Ck 依赖性定理

若 f(t,x,λ) 对 t 为 Ck−1 的, 对 x,λ 为 Ck 的, 则初值问题的解 x = ϕ(t; t0,x0,λ) 对
t, t0,x0,λ 均为 Ck 的.

Thm. 15 C∞ 依赖性定理

若 f(t,x,λ) 对 t,x,λ 为 C∞ 的, 则解 x = ϕ(t; t0,x0,λ) 对 t, t0,x0,λ 均为 C∞ 的.

Thm. 16 解析 (Cω) 依赖性定理

若 f(t,x,λ) 对 t,x,λ 为 Cω 的, 则解 x = ϕ(t; t0,x0,λ) 对 t, t0,x0,λ 均为 Cω 的.

4.6.4 变分方程

Prop. 4

设 x = ϕ(t; t0, x0, λ) 为初值问题


ẋ = f(t, x, λ)

x(t0) = x0

(t, x, λ) ∈ G ⊂ R3
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4.7 微分方程数值解法

的解, f ∈ C(G) 且对 x, λ 是 C1 的, 则 z1 = ∂ϕ

∂t0
, z2 = ∂ϕ

∂x0
, z3 = ∂ϕ

∂λ
分别满足初值问题


dz1

dt
= ∂f

∂x
z1

z1(t0) = −f(t0, x0, λ)


dz2

dt
= ∂f

∂x
z2

z2(t0) = 1


dz3

dt
= ∂f

∂x
z3 + ∂f

∂λ

z3(t0) = 0
(4.40)

Prop. 5 高维光滑方程的变分方程

解 ϕ(t, t0,x0,λ) 关于 t0 的偏导数为 n 维向量函数

u(t, t0,x0,λ) =
(
∂ϕ

∂t0

)
n×1

(4.41)

关于 x0 的偏导数为 n 阶矩阵函数

V (t, t0,x0,λ) =
(
∂ϕ

∂x0

)
n×n

(4.42)

关于 λ 的偏导数为 n×m 矩阵函数

W (t, t0,x0,λ) =
(
∂ϕ

∂λ

)
n×m

(4.43)

满足线性微分系统初值问题
dW

dt
= A(t, t0,x0,λ)W + B(t, t0,x0,λ)

V (t0) = 0n×m

(4.44)

其中

A(t, t0,x0,λ) = ∂f

∂x
(t,ϕ(t, t0,x0,λ),λ) ∈ Mn×n(R) (4.45)

B(t, t0,x0,λ) = ∂f

∂λ
(t,ϕ(t, t0,x0,λ),λ) ∈ Mn×m(R) (4.46)

4.7 微分方程数值解法

Def. 10 数值解

初值问题


ẋ = f(t, x)

x(t0) = x0

的解 x(t) 在一些离散节点 t1 < t2 < · · · < tn < · · · 处的近似值

x1, x2, · · · , xn, · · · 称为数值解, 两相邻节点的间距 hk = tk+1 − tk 称为步长.
求数值解的核心为: 已知初始值 x0, 得到 xn 的递推公式.
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4.7 微分方程数值解法

4.7.1 局部误差估计

Def. 11 局部截断误差与精度阶数

显式单步法一般形式为

xn+1 = xn + hΦ(tn, xn, h) (4.47)

设 x(t) 为准确解, 则该方法的局部截断误差为

Tn+1 = x(tn+1) − x(tn) − hΦ(tn, x(tn), h) (4.48)

若存在最大的 p ∈ N, 使得

Tn+1 = ϕ(tn, x(tn))hp+1 + o(hp+2) (4.49)

则称该方法具有 p 阶精度. 局部截断误差的主项为 ϕ(tn, x(tn))hp+1.

4.7.2 Euler 折线法

Meth. 6 Euler 折线法

xn+1 = xn + hf(tn, xn) (n = 0, 1, 2, · · · ) (4.50)

只有一阶精度, 局部截断误差主项为 h2

2
x′′(tn), 累计误差大.

4.7.3 梯形方法

Meth. 7 梯形方法

xn+1 = xn + h

2
[f(tn, xn) + f(tn+1, xn+1)] (4.51)

有二阶精度, 局部截断误差主项为 −h3

12
x′′′(tn).

4.7.4 Euler 预测-校正法

Meth. 8 Euler 预测-校正法

改进的 Euler 方法为一个预测-校正系统

xp = xn + hf(tn, xn)

xc = xn + hf(tn+1, xp)

xn+1 = 1
2

(xp + xc)

(4.52)
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4.7 微分方程数值解法

其中 xp 为预测值, xc 为校正值. 有二阶精度, 算法比梯形方法简单.

4.7.5 显式 Runge-Kutta 法

Meth. 9 q 级显式 Runge-Kutta 法

xn+1 = xn + h
q∑

i=1
wiKi (4.53)


K1 = f(tn, xn)

Ki = f

tn, λih, xn + h
i−1∑
j=1

µjKj

 (i = 2, · · · , q)
(4.54)

其中 µj 为常数. 调整级数 q 并配合适当的权重系数 wi, λi, µj, 则可实现任意阶精度.

Eg. 1 4 阶 Runge-Kutta 法

K1 = f(tn, xn)

K2 = f

(
tn + h

2
, xn + h

2
K1

)

K3 = f

(
tn + h

2
, xn + h

2
K2

)
K4 = f(tn + h, xn + hK3)

(4.55)

xn+1 = xn + h

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4) (4.56)
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5.1 矩阵函数

5 线性微分方程

微分方程组的线性化

dx

dt
= f(x) = f(x0) + A(x − x0) + R(x) (5.1)

5.1 矩阵函数

Def. 1 矩阵函数的运算

1. 矩阵函数加法与乘法的定义与常数矩阵相同.

2. 微分
dA(t)

dt
=
(

daij(t)
dt

)
(5.2)

3. 积分 ˆ β

α

A(t) dt =
(ˆ β

α

aij(t) dt
)

(5.3)

Def. 2 范数

‖A‖ =
n∑

i,j=1
|aij| ‖x‖ =

n∑
i=1

|xi| (5.4)

‖x‖1 =
n∑

i=1
|xi| 称为 L1-范数, ‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

x2
i 称为 Euclid 范数, ‖x‖∞ = max

1≤i≤n
|xi| 称为

L∞-范数, 三种范数所定义的 Cauchy 序列收敛性一致. 若在 n 维线性空间 Rn 引入范数,
则称其为 n 维赋范线性空间.

Prop. 1 矩阵范数的性质

‖γA‖ = |γ|‖A‖ (∀γ ∈ R,C) (5.5)

‖A1 + A2‖ ≤ ‖A1‖ + ‖A2‖ (5.6)

‖A1A2‖ ≤ ‖A1‖ · ‖A2‖ (5.7)∥∥∥∥∥
ˆ β

α

A(t) dt
∥∥∥∥∥ ≤
ˆ β

α

‖A(t)‖ dt (5.8)

Def. 3 向量函数的线性相关与无关

给定 [α, β]上的 k 个向量函数 x1(t), · · · ,xk(t),若存在 k 个不全为零的常数 C1, · · · , Ck 使
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5.2 线性微分方程组

得 ∀t ∈ [α, β]
n∑

k=1
Ckxk = 0 (5.9)

则称 x1(t), · · · ,xk(t) 在 [α, β] 上线性相关, 否则称为线性无关, 亦即可从
n∑

k=1
Ckxk = 0 推

出 C1 = · · · = Ck = 0.

5.2 线性微分方程组

5.2.1 解的存在唯一性

Thm. 1 解的存在唯一性定理

设矩阵函数 A(t) ∈ C([α, β]n×n), 向量函数 f(t) ∈ C([α, β]n), 则对 ∀t0 ∈ [α, β] 与常向量
x0, 方程组

dx

dt
= A(t)x + f(t) (5.10)

在 [α, β] 上存在唯一的满足初值条件 x(t0) = x0 的解 x(t).

5.2.2 解的叠加

Thm. 2 解的叠加原理

若 x1(t) 与 x2(t) 均为齐次线性微分方程组 ẋ = A(t)x 的两个解, 则

x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) (5.11)

也是该方程组的解, 且解的全体 S 构成一个 n 维线性空间.

S ∼= Rn (5.12)

Pf 任选 n 个线性无关的向量 x0
1, · · · ,x0

n 作为初值, 方程组存在唯一满足 xk(t0) = x0
k

的解 xk(t). 假设解线性相关, 即
n∑

k=1
Ckxk = 0, 则

n∑
k=1

Ckx0
k = 0, 出现矛盾. 因此 [α, β] 上

一定存在 n 个线性无关的解 x1(t), · · · ,xn(t). {x0
1, · · · ,x0

n} 构成 Rn 的一个基, 故存在常数

C1, · · · , Cn, 使得 x(t0) =
n∑

k=1
Ckx0

k =
n∑

k=1
Ckxk(t0), 由解的存在唯一性定理, 方程组的任一解 x

均可表为 x(t) =
n∑

k=1
Ckxk.

35



5.2 线性微分方程组

5.2.3 基本解矩阵与 Liouville 定理

Def. 4 基本解组

齐次方程组 ẋ = A(t)x 的 n 个线性无关的解 {x1(t), · · · ,xn(t)} 称为一个基本解组.
Rmk 齐次方程组的基本解组不唯一.

Cor. 1 齐次方程组的通解

若齐次方程组 ẋ = A(t)x 有基本解组 {xk(t)}k=1,··· ,n, 则通解可表为基本解组的线性组合

x(t) =
n∑

k=1
Ckxk(t) (5.13)

因此求得 n 个线性无关的特解, 即可得到通解.

Def. 5 基本解矩阵

由方程组 ẋ = A(t)x 的 n 个解 x1(t), · · · ,xn(t) 构成的矩阵

X(t) =



x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

... ... . . . ...
xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

 (5.14)

称为方程组的解矩阵.
若解组 {xk(t)}k=1,··· ,n 为一个基本解组, 则称解矩阵为基本解矩阵.
若在某点 t0 处, X(t0) = I, 则称 X(t) 为标准解矩阵.
Rmk 任一基本解矩阵都存在逆矩阵.

Prop. 2 基本解矩阵的判定

Ẋ(t) = A(t)X(t) (5.15)

Cor. 2
若已知基本解矩阵 X(t), 可求出对应的齐次线性方程组, 其系数矩阵为

A(t) = Ẋ(t)X−1(t) (5.16)

Prop. 3 初值问题的解

设 X(t) 为方程组 ẋ = A(t)x 的一个基本解矩阵, 则方程组满足初值条件 x(t0) = x0 的解

为

x(t) = X(t, t0)x0 (5.17)
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5.2 线性微分方程组

其中 X(t, t0) = X(t)X−1(t0) 为一个标准解矩阵.

Pf x(t) = X(t)C, x(t0) = x0 = X(t0)C. ⇒ C = X−1(t0)x0. ⇒ x(t) = X(t)X−1(t0)︸ ︷︷ ︸
=X(t,t0)

x0.

Def. 6 Wronski 行列式

解矩阵 X(t) 的行列式 det X(t) 称为该解组的 Wronski 行列式, 记作 W (t).

Prop. 4 解线性相关的判定

n 个解 x1(t), · · · ,xn(t) 线性相关 ⇐⇒ Wronski 行列式 W (t) = 0.

Thm. 3 Liouville 定理

齐次方程组 ẋ = A(t)x 的解组 {xk}k=1,··· ,n 线性无关, 亦即解矩阵 X(t) 为基本解矩阵
⇐⇒ 其 Wronski 行列式 W (t) 在某处 t = t0 ∈ [α, β] 取值不为零, 且满足 Liouville 公式

W (t) = W (t0) exp
(ˆ t

t0

tr A(t) dt
)

(5.18)

Rmk 函数矩阵的行列式恒为零或恒不为零的判定方式, 只适用于齐次线性微分方程组
给出的解矩阵.

Pf

d(det X)
dt

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dx11

dt
· · · dx1n

dt... ...
xk1 · · · xkn

... ...
xn1 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 · · · x1n

... ...
dxk1

dt
· · · dxkn

dt... ...
xn1 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 · · · x1n

... ...
xk1 · · · xkn

... ...
dxn1

dt
· · · dxnn

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 · · · x1n

... ...
dxk1

dt
· · · dxkn

dt... ...
xn1 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 · · · x1n

... ...
n∑

j=1
akjxj1 · · ·

n∑
j=1

akjxjn

... ...
xn1 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 · · · x1n

... ...
xk1 · · · xkn

... ...
xn1 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= akk(t) det X(t)

=⇒ d(det X)
dt

=
n∑

k=1
akk(t) det X(t) = tr A(t) det X(t)
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5.2 线性微分方程组

5.2.4 非齐次线性方程组的解

Thm. 4 非齐次方程组的通解结构

设 A ∈ C([α, β]n×n), f ∈ C([α, β]n). 若 xp(t) 为非齐次方程组

ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t) (5.19)

的一个解, 则方程组的任一解 x(t) 均可表示为齐次通解 + 非齐次特解的形式

x(t) = X(t)C + xp(t) (5.20)

其中 C 为 n 维常向量, X(t) 为其相应齐次方程组的基本解矩阵.
Rmk 设 S∗ 为非齐次方程组的解集, S∗ 不构成线性空间.

Prop. 5 非齐次方程组的线性无关解

非齐次方程组存在且最多存在 n+ 1 个线性无关解.

Pf 设齐次方程组的基本解组为 {xk(t)}k=1,··· ,n, 非齐次方程组的一个解为 xp(t).
yk(t) = xk(t) + xp(t), yn+1(t) = xp(t) 均为非齐次方程组的解.

设存在一组数 {Cj}j=1,··· ,n+1, s.t.
n+1∑
j=1

Cj =
n∑

i=1
Cixi(t) +

n+1∑
j=1

Cj

xp(t) = 0. 则必有

n+1∑
j=1

Cj = 0, 否则 x0(t) 可由 x1(t), · · · ,xn(t) 线性表出. ⇒ C1 = · · · = Cn = 0, 从而 Cn+1 = 0,

因此 S 中存在 n+ 1 个线性无关的解.
假设存在 n + m (m ≥ 2) 个线性无关解 z1, · · · , zn+m, 则 z̃k = zk − zn+m 为齐次方程

组的解. 设 C1z̃1 + · · · + Cn+m−1z̃n+m−1 =
n+m−1∑

i=1
Cizi +

n+m−1∑
j=1

Cj

 zn+m = 0, 由 zk 无关性,

C1 = · · · = Cn+m−1 = 0, 从而 Cn+m = 0, 出现矛盾. 因此最多存在 n+ 1 个线性无关解.

Thm. 5 通解定理

若 X(t) 为齐次方程组的基本解矩阵, 则非齐次方程组的通解为

x(t) = X(t)C + X(t)
ˆ t

t0

X−1(τ)f(τ) dτ (5.21)

且满足初值条件 x(t0) = x0 的解为

x(t) = X(t, t0)x0 +
ˆ t

t0

X(t, τ)f(τ) dτ (5.22)

其中 X(t, t0) = X(t)X−1(t0).

Pf 常数变易法.
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5.3 高阶线性微分方程

Meth. 1 常数变易法

1. 解出对应齐次方程组的通解 X(t)C;

2. 做常数变易 x0(t) = X(t)X(t), 代入非齐次方程组得

dX(t)
dt

C(t) + X(t)dC(t)
dt

= A(t)X(t)C(t) + f(t)

由于 X(t) 为齐次方程组的解矩阵, 有 dX(t)
dt

= A(t)X(t), 因此

dC(t)
dt

= X−1(t)f(t)

3. 积分得 C(t) = C0 +
ˆ t

t0

X−1(τ)f(τ) dτ , 取 C0 = 0, 可得非齐次方程组的通解为

x(t) = X(t)C + X(t)
ˆ t

t0

X−1(τ)f(τ) dτ (5.23)

5.3 高阶线性微分方程

5.3.1 高阶微分方程的一般理论

Meth. 2 n 阶微分方程化为 n 维微分方程组

1. 设含参数的 n 阶微分方程初值问题


y(n)(x) = f

(
x, y, y′, · · · , y(n−1)(x),λ

)
y(x0) = y0, y

′(x0) = y1, · · · , y(n−1)(x0) = yn−1

(5.24)

其中 λ 为 m 维参数, x0, y0, y1, · · · , yn−1 为实常数.

2. 作变换
z1 = y(x) z2 = y′(x) · · · zn = y(n−1)(x) (5.25)

3. 定义向量

z =



z1

z2
...
zn

 f =



z2

z3
...

f(x, z,λ)

 z0 =



y0

y1
...

yn−1

 (5.26)
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5.3 高阶线性微分方程

则 n 阶微分方程初值问题可转化为 1 阶 n 维微分方程组初值问题


z′(x) = f(x, z,λ)

z(x0) = z0

(5.27)

Prop. 6 n 阶微分方程与 n 维微分方程组的解的关系

1. y = ϕ 为 n 阶微分方程初值问题在区间 J 上的解 ⇐⇒

z =



ϕ(x)
ϕ′(x)

...
ϕ(n−1)(x)

 (5.28)

为 n 维微分方程组初值问题在 J 上的解.

2. y = ϕ1(x), · · · , y = ϕn(x) 为 n 阶微分方程在 J 上的线性无关解 ⇐⇒


z1 =

(
ϕ1(x), ϕ′

1(x), · · · , ϕ(n−1)
n (x)

)T

...

zn =
(
ϕn(x), ϕ′

n(x), · · · , ϕ(n−1)
n (x)

)T

(5.29)

为 n 维微分方程组初值问题在 J 上的线性无关解.

Thm. 6 微分方程组的解的存在唯一性定理

一般的 1 阶 n 维微分方程组的初值问题可化为


y′ = f(x,y,λ)

y(0) = 0
(5.30)

其中 (x,y) ∈ Ω ⊂ R1+n, λ ∈ Λ ⊂ Rm. 上述初值问题有唯一的解

y = ϕ(x,λ) (5.31)

其中 J 为解的存在区间, (x,λ) ∈ J × Λ. ϕ(x,λ) 关于其变量连续, 关于 x 可微.
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5.3 高阶线性微分方程

Thm. 7 解关于自变量和初值的连续可微性

对于显含初始条件的初值问题 
y′ = f(x,x,λ)

y(x0) = y0

(5.32)

设 f(x,y,λ),fy,fλ ∈ C(Ω,Λ), 则初值问题有唯一解 y = ϕ(x, x0,y0,λ), ϕ 关于所有变量

连续可微.

5.3.2 高阶方程的转化

Meth. 3 n 阶线性微分方程转化为 n 维微分方程组

n 阶线性微分方程一般形式为

dnx

dtn
+ a1(t)

dn−1x

dtn−1 + · · · + an(t)x = f(t) (5.33)

其中 a1, · · · , an(t), f(t) ∈ C[α, β]. 当 f(t) = 0 时为齐次方程. 若作变换

x1 = x x2 = dx
dt

· · · xn = dn−1x

dtn−1 (5.34)

可将高阶方程转化为 1 阶线性方程组

d
dt



x1

x2
...

xn−1

xn


=



0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1

−an(t) −an−1(t) −an−2(t) · · · −a1(t)





x1

x2
...

xn−1

xn


+



0
0
...
0
f(t)


(5.35)

即
dx

dt
= A(t)x + f(t) (5.36)

方程组的任一解 x = ϕ(t) 的第一分量即为高阶方程的解. 由高阶方程的任一解 x = ϕ(t)
可得方程组的一个解 x = ϕ(t) = (ϕ(t), ϕ′(t), · · · , ϕ(n−1)(t)).

5.3.3 解的线性无关性
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5.3 高阶线性微分方程

Def. 7 Wronski 行列式

设 x1(t), · · · , xn(t) 为齐次方程 dnx

dtn
+ a1(t)

dn−1x

dtn−1 + · · · + an(t)x = 0 的 n 个解, 称

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(t) · · · xn(t)
x′

1(t) · · · x′
n(t)

... . . . ...
x

(n−1)
1 (t) · · · x(n−1)

n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.37)

为解组 {xk(t) | k = 1, · · · , n} 的 Wronski 行列式.

Thm. 8 Liouville 定理

n 次齐次线性微分方程的解组 {xk(t) | k = 1, · · · , n} 线性无关 ⇐⇒ 其 Wronski 行列式
W (t) 在 [α, β] 恒不为零, 亦即在某点 t0 ∈ [α, β] 处 W (t0) 6= 0. 且任一解组的 Wronski 行
列式满足 Liouville 公式

W (t) = W (t0) exp
(

−
ˆ t

t0

a1(τ) dτ
)

(5.38)

5.3.4 高阶方程的通解

Thm. 9 齐次方程的通解

若齐次方程在 [α, β] 上存在基本解组 {xk(t)}k=1,··· ,n, 则方程的通解为

x(t) =
n∑

k=1
Ckxk(t) (5.39)

其中 {Ck}k=1,··· ,n 为任意常数.

Thm. 10 非齐次方程的通解结构

设 {xk}k=1,··· ,n 为齐次方程的基本解组, 则非齐次方程的通解为

x(t) =
n∑

k=1
Ckxk(t) + x0(t) (5.40)

其中 {Ck}k=1,··· ,n 为任意常数, 方程的一个特解可以为

x0(t) =
n∑

k=1

ˆ t

t0

xk(τ)Wk(τ)
W (τ)

f(τ) dτ (5.41)

其中 Wk(t) 为 Wronski 行列式 W (t) 中第 n 行第 k 列元素的代数余子式.
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5.3 高阶线性微分方程

Prop. 7

已知二阶方程 ẍ + a1(t)ẋ + a2(t)x = 0 的一个非零解 x1(t), 且 a1(t), a2(t) ∈ C[α, β], 则通
解为

x(t) = x1(t)
[
C2 + C1

ˆ
1

x2
1(t)

exp
(

−
ˆ
a1(t) dt

)
dt
]

(5.42)

5.3.5 复值法

Def. 8 复值矩阵函数

实变量复值矩阵函数

A(t) = AR(t) + iAI(t) (5.43)

若实部矩阵函数 AR(t) 与虚部矩阵函数 AI(t) 均在 [α, β] 连续, 则称复值矩阵函数 A(t)
连续.
Rmk 复值矩阵函数的求导与积分为

dA

dt
= dAR

dt
+ idAI

dt
(5.44)

ˆ β

α

A(t) dt =
ˆ β

α

AR(t) dt+ i
ˆ β

α

AI(t) dt (5.45)

Prop. 8 复函数与其共轭函数的线性无关

复值向量函数 z(t) = x(t) + iy(t)与其共轭函数 z = x(t) − iy(t)在 [α, β]上线性无关⇐⇒
实向量函数 x(t),y(t) 在该区间上线性无关.

Pf c1z(t) + c2z(t) = c1x(t) + ic1y(t) + c2x(t) − ic2y(t) = (c1 + c2)x(t) + i(c1 − c2)y(t).
⇒ c1 + c2 = c1 − c2 = 0 ⇔ c1 = c2 = 0.

Thm. 11 复值线性方程组的复值解

设 A(t) = AR(t) + iAI(t) 与 f(t) = fR(t) + ifI(t) 连续. z(t) = x(t) + iy(t) 为线性方程组

dz

dt
= A(t)z + f(t) (5.46)

的复值解. ⇐⇒ x = x(t), y = y(t) 为

d
dt

x

y

 =

AR(t) −AI(t)
AI(t) AR(t)

x

y

+

fR(t)
fI(t)

 (5.47)

的解.

Pf ż = ẋ+iẏ = (AR +iAI)(x+iy)+(fR +ifI) = (ARx−AIy+fR)+i(AIx+ARy+fI).
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5.3 高阶线性微分方程

Thm. 12 实系数齐次线性方程组的复值解

z = x(t) + iy(t) 为实系数齐次线性微分方程组

dz

dt
= A(t)z (5.48)

的解. ⇐⇒ x(t) = Re{z(t)}, y(t) = Im{z(t)} 均为方程的解.

Pf 令 f(t) = 0, AI(t) = 0.

5.3.6 Cauchy 定理与幂级数解法

Def. 9 解析

对于实变量函数 x(t), 若存在 r ∈ R 使得当 |t− t0| < r 时, x(t) 可以展开为 t− t0 的收敛

的幂级数

x(t) =
∞∑

k=1
ck(t− t0)k (5.49)

其中 {ck}k=0,1,2,··· 为常数, 则称 x(t) 解析.

Lem. 1 Cauchy 定理

若 f(t, x) 在矩域 R = {(t, x) ∈ R2 | |t− t0| < α, |x− x0| < β} 上可以展开为收敛幂级数

f(t, x) =
∞∑

k,l=0
γkl(t− t0)k(x− x0)l (5.50)

则初值问题


ẋ = f(t, x)

x(t0) = x0

在 t0 附近存在唯一的解析解.

Pf 利用优级数 F (t, x) =
∞∑

k,l=0

M

αk
1β

l
1
(t−t0)k(x−x0)l = M

[1 − (t− t0)/α1][1 − (x− x0)/β1]
.

Cor. 3
若方程

d2x

dt2
+ a(t)dx

dt
+ b(t)x = 0 (5.51)

的系数 a(t), b(t) 在区间 |t− t0| < ρ 内均可以展开为 t − t0 的收敛幂级数, 则方程在
|t− t0| < ρ 上存在收敛幂级数解

x(t) =
∞∑

k=0
ck(t− t0)k (5.52)
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5.3 高阶线性微分方程

Meth. 4 幂级数解法

将系数 a(t), b(t) 展开为幂级数

a(t) =
∞∑

k=0
ak(t− t0)k b(t) =

∞∑
k=0

bk(t− t0)k (5.53)

代入方程并比较 t− t0 的同次幂的系数,即可递推地确定系数 {ck}k=0,1,···,从而求出解 x(t).

5.3.7 其他求解方法

Meth. 5 Laplace 变换法

在区间 [0,+∞) 上的函数 f(t), 若积分

L {f(t)} = F (p) =
ˆ ∞

0
f(t)e−pt dt (p ∈ C) (5.54)

收敛, 则称 F (p) = L {f(t)} 为 f(t) 的 Laplace 变换. 若存在 p > σ0, 则有

L
{
f (n)(t)

}
= pnF (p) − pn−1f(0) − pn−1f ′(0) − · · · − f (n−1)(0) (5.55)

其中 Re{p} > σ0. Laplace 变换可将微分方程转化为代数方程, 再通过逆变换则可得解.
逆变换公式为

f(t) = L −1 {F (p)} = 1
2πi

ˆ σ+i∞

σ−i∞
F (p)ept dp (5.56)

Meth. 6 变量代换法 (Euler 方程)

Euler 方程的一般形式为

tn
dnx(t)

dtn
+ an−1

dn−1x(t)
dtn−1 + · · · + a1t

dx(t)
dt

+ a0x(t) = 0 (5.57)

对于 t > 0, 令 t = es 则可将其转化为常系数微分方程. 对于 t < 0, 令 t = −es.

Meth. 7 n 阶齐次方程降阶法

若已知 n 阶齐次方程
dnx

dtn
+ a1(t)

dn−1x

dtn−1 + · · · + an(t)x = 0 (5.58)

的一个非平凡解, 则可利用该解降阶.
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5.4 常系数线性方程

5.4 常系数线性方程

5.4.1 算子形式

Def. 10 D 微分算子

引入微分算子

D = d
dt

D2 = d2

dt2
· · · Dn = dn

dtn
(5.59)

则可将 n 阶实常系数线性微分方程

dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1 + · · · + an−1 = dx
dt

+ anx = f(t) (5.60)

简化为算子形式

P (D)x = f(t) (5.61)

其中

P (D) = Dn + a1Dn−1 + · · · + an−1D + an (5.62)

为 D 的一个 n 次多项式.
Rmk 算子 D 为连续可微函数空间 → 连续函数空间的映射.

5.4.2 齐次方程的基本解组

Meth. 8 Euler 待定指数函数法

寻求形如

x(t) = eλt (5.63)

的解, 其中 λ 为待定指数.
P (D)eλt = P (λ)eλt = 0 (5.64)

则将微分方程转化为求解代数方程 P (λ) = 0 的根. 称 P (λ) 为特征多项式.

Thm. 13 无重根情况的基本解组

若特征方程

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · · + an−1λ+ an = 0 (5.65)

有 n 个互异的根 λ1, · · · , λn, 称为特征根, 则齐次方程有基本解组

{
eλ1t, · · · , eλnt

}
(5.66)
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Pf 显然均为齐次方程的解. 其 Wronski 行列式为

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eλ1t eλ2t · · · eλnt

λ1eλ1t λ2eλ2t · · · λneλnt

λ2
1eλ1t λ2

2eλ2t · · · λ2
neλnt

· · · · · · . . . · · ·
λn−1

1 eλ1t λn−1
2 eλ2t · · · λn−1

n eλnt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λn

λ2
1 λ2

2 · · · λ2
n

· · · · · · . . . · · ·
λn−1

1 λn−1
2 · · · λn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e(λ1+λ2+···+λn)t

W (0) 为一个 Vandermonde 行列式, 因此

W (0) =
∏

1≥i<j≥n

(λj − λi) 6= 0

从而得到 n 个线性无关解.

Lem. 2 乘积函数微分的 Leibniz 公式

Dm(uv) =
m∑

k=0

(
m

k

)
· Dku · Dm−kv (5.67)

Thm. 14 有重根情况的基本解组

设特征方程只有 r 个互异的根, 其重数分别为 n1, · · · , nr, 满足 n1 + · · · + nr = n, 则


eλ1t teλ1t · · · tn1−1eλ1t

eλ2t teλ2t · · · tn2−1eλ2t

· · · · · · · · · · · ·
eλrt teλrt · · · tnr−1eλrt


(5.68)

构成齐次方程的基本解组.

Pf 若有 {Ck}k=0,1,··· ,ni−1,使得
ni−1∑
k=0

Ckt
keλit = 0, ⇒ Ck = 0,因此 {eλit, teλit, · · · , tni−1eλit}

线性无关. λi 为 ni 重根, ⇒ P (λ) = (λ− λi)niQ(λ), ⇒ P (λi) = P ′(λi) = · · · = P (ni−1)(λi).
对于 l = 1, · · · , ni − 1,

P (D)(eλttl) = eλtP (D + λ)tl = eλt

[
P (λ)tl + P ′(λ)Dtl + · · · + P (l)(λ)Dltl

l!

]

从而 tleλit 为方程的解.

Cor. 4 含复根情况的基本解组

设特征方程有 r个互异的实特征根 λ1, · · · , λr 与 s对互异的复特征根 α1±iβ1, · · · , αs±iβs,
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5.4 常系数线性方程

重数分别为 n1, · · · , nr 与 m1, · · · ,ms, 且满足
r∑

i=1
ni + 2

s∑
j=1

mj = n, 则


eλit teλit · · · tni−1eλit

eαjt cos βjt teαjt cos βjt · · · tmj−1eαjt cos βjt

eαjt sin βjt teαjt sin βjt · · · tmj−1eαjt sin βjt


i=1,··· ,nr; j=1,··· ,ms

(5.69)

构成齐次方程的基本解组.

5.4.3 逆算子

Def. 11 逆算子

微分算子 D 的逆算子记作 1
D

, 满足

1
D
f(t) =

ˆ t

0
f(τ) dτ (5.70)

1
Dn

f(t) =
ˆ t

0
f(τ) dnτ (5.71)

1
D + a

f(t) = e−at

ˆ t

0
eaτf(τ) dτ (5.72)

1
P (D)

[αf1(t) + βf2(t)] = α
1

P (D)
f1(t) + β

1
P (D)

f2(t) (5.73)

1
P (D)

= 1
P1(D)P2(D)

= 1
P1(D)

· 1
P2(D)

= 1
P2(D)

· 1
P1(D)

(5.74)

Prop. 9 非齐次方程的逆算子表示

非齐次方程 P (D)x(t) = f(t) 的解可写为

x(t) = 1
P (D)

f(t) (5.75)

5.4.4 非齐次方程的特解

Meth. 9 算子解法

非齐次线性微分方程
dnx

dtn
+ a1

dn−1x

dtn−1 + · · · + an−1
dx
dt

+ anx = f(t) 可写为

P (D)x = f(t) (5.76)
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5.4 常系数线性方程

其中 P (D) = Dn + a1Dn−1 + · · · + an−1D + an. 其特解要求

xp(t) = 1
P (D)

f(t) (5.77)

Rmk f(t) 为几类特殊形式函数时, 适合使用该方法求特解.

Meth. 10 解析展开法

设方程为 P (D)x = fk(t), 其中 fk(t) 为 k 次多项式. 若 1
P (x)

在 x = 0 处解析, 且可以展

开为
1

P (x)
= Qk(x) +Hk(x) (5.78)

其中 Qk(x) 为 k 次多项式, Hk(x) 为 k + 1 次及以上的所有高次项, 则有

xp(t) = 1
P (D)

fk(t) = Qk(D)fk(t) (5.79)

Pf ∀i ≥ 1, Dk+ifk(t) = 0, ⇒ Hk(D)fk(t) = 0.

Eg. 1 几何级数 
(1 + D)

k∑
j=0

(−D)jfk(t) = id fk(t) = fk

(1 − D)
k∑

j=0
Djfk(t) = id fk(t) = fk

(5.80)

=⇒


1

1 + D
fk(t) =

(
1 − D + D2 − · · · + (−D)k

)
fk(t)

1
1 − D

fk(t) =
(
1 + D + D2 + · · · + Dk

)
fk(t)

(5.81)

Meth. 11 代换法

设方程为 P (D)x(t) = eλt. 若 P (λ) 6= 0, 则

xp(t) = 1
P (D)

eλt = 1
P (λ)

eλt (5.82)

Rmk λ 可为复数.

Pf P (D)eλt = P (λ)eλt 两边取逆算子
1

P (D)
, 得 eλt = P (λ) 1

P (D)
eλt.
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5.4 常系数线性方程

Meth. 12 二项式法

设方程为 P (D)x = eλtv(t), 则

xp(t) = 1
P (D)

[
eλtv(t)

]
= eλt 1

P (D + λ)
v(t) (5.83)

Rmk 若代换法中 P (λ) = 0, 1
P (D)

(
eλt · 1

)
= eλt 1

P (D + λ)
1 = eλt 1

p(D)
1

Dk
1, k ≥ 1.

Pf

Dm
[
eλtv(t)

]
=

m∑
k=0

(
m

k

)
Dkeλt · Dm−kv(t) =

m∑
k=0

(
m

k

)
λkeλt · Dm−kv(t) = eλt(D + λ)mv(t)

=⇒ P (D)
[
eλtv(t)

]
= eλtP (D + λ)v(t)

=⇒ P (D)
[
eλt 1
P (D + λ)

v(t)
]

= eλt P (D + λ) 1
P (D + λ)︸ ︷︷ ︸

=id

v(t) = eλtv(t)

再两边取
1

P (D)
得证.

5.4.5 矩阵指数函数

Lem. 3
所有 n 阶方阵构成的集合 Mn(K) 为一个 n2 维线性空间, 其关于模

‖A‖ =
n∑

i,j=1
|aij| (5.84)

是完备的, 即任一 Cauchy 序列均收敛, 且 ∀A,B ∈ Mn(K) 有

1. ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖;

2.
∥∥∥Ak

∥∥∥ ≤ ‖A‖k;

3. 幂级数 I + A + 1
2!

A2 + · · · + 1
k!

Ak + · · · 绝对收敛.

Pf 若 ‖A‖ ≤ M ,
∥∥∥Ak

∥∥∥ ≤ Mk, 幂级数的优级数
∞∑

k=0

Mk

k!
= eM 收敛至指数函数.

Def. 12 矩阵指数函数

eA =
∞∑

k=0

Ak

k!
(5.85)
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5.4 常系数线性方程

称为矩阵 A ∈ Mn(K) 的指数函数, 且 eA ∈ Mn(K).

Prop. 10 矩阵指数函数的性质

1. (eA)−1 = e−A;

2. ∀A,B ∈ Mn(K), 若 AB = BA, 则

eA+B = eAeB = eBeA (5.86)

3. 若 P ∈ Mn(K) 可逆, 则
eP AP −1 = P eAP −1 (5.87)

Pf eA+B =
∞∑

k=0

(A + B)k

k!
=

∞∑
k=0

k∑
j=0

(
k

j

)
AjBk−j =

∞∑
k=0

k∑
j=0

AjBk−j

j!(k − j)!
=

∞∑
j=0

Aj

j!︸ ︷︷ ︸
=eA

∞∑
i=0

Bi

i!︸ ︷︷ ︸
=eB

, 由

对易性易证 eAeB = eBeA. eP AP −1 =
∞∑

k=0

(P AP −1)
k!

=
∞∑

k=0
P

Ak

k!
P = P

∞∑
k=0

Ak

k!︸ ︷︷ ︸
=eA

P −1.

5.4.6 常系数线性方程组的解

Thm. 15 无重根情况的基本解组

若矩阵 A 有 n 个互异的特征根 λ1, · · · , λn, 则方程组 ẋ = Ax 有基本解组

{
eλ1tc1, · · · , eλntcn

}
(5.88)

其中 c1, · · · , cn 为相对应于 λ1, · · · , λn 的特征向量.
Rmk 只需给出 n 个线性无关的特征向量 {ck}k=1,··· ,n 即可给出基本解组, 不必要求无重
根.

Pf 设 ẋ = Ax 有形式解 x = ceλt, 代入得 Ac = λc, 要求 c 6= 0, 则 det(λI − A) = 0,
c 为 A 的属于 λ 的特征向量, 因此 ceλt 为方程组的解. 若 {ck}k=1,··· ,n 线性无关, 取 t = 0, 可
得 {ckeλkt}k=1,··· ,n 为基本解组.

Cor. 5 含共轭复根情况的基本解组

若矩阵 A 有一对共轭复根
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5.4 常系数线性方程

Thm. 16 齐次方程组的基本解矩阵

齐次方程组 ẋ = Ax 有基本解矩阵

X(t) = etA (5.89)

Pf Ẋ = d
dt

∞∑
k=0

(tA)
k!

= A
∞∑

k=1

k(tA)k−1

k!
= AetA.

Thm. 17 非齐次方程组的通解

非齐次方程组 ẋ = Ax + f(t) 的通解为

x(t) = etAc +
ˆ t

t0

e(t−s)Af(s) ds (5.90)

Rmk 该通解公式等价于 x(t) = X(t)C + X(t)
ˆ t

t0

X−1(s)f(s) ds.

Pf 常数变易法.

Lem. 4 Jordan 标准型定理

任一 n 阶复矩阵 A 都有 Jordan 标准型, 即相似于一个 Jordan 型矩阵 J , 亦即存在可逆
矩阵 P , 使得

J = P −1AP = diag(J1, · · · ,Js) (5.91)

设 λi 为 A 的 ni 重特征值, 则其对应 Jordan 块为

Ji =



λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi


ni×ni

= λiI + Z =



λi

λi

. . .
λi

 =



0 1

0 . . .
. . . 1

0

 (5.92)
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5.4 常系数线性方程

Meth. 13 齐次方程组基本解矩阵具体形式的求解

etA = etP JP −1 = P etJP −1. etJ = diag
(
etJ1 , · · · , etJs

)
.

etJi = etλiIetZ = etλi

I + tZ + t2Z2

2!
+ · · · + tni−1Zni−1

(ni − 1)!
+ tniZni

ni!
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

=0



= etλi



1 t
t2

2!
· · · tni−1

(ni − 1)!

1 t · · · tni−2

(ni − 2)!
1 . . . ...

. . . t

1



(5.93)

P etJ = (P1, · · · ,Ps)T diag
(
etJ1 , · · · , etJs

)
(5.94)

其中 Pi = (p1, · · · ,pni
)T, 则

PieJi = etλi

(
p1, tp1 + p2, · · · , tni−1

(ni − 1)!
p1 + · · · + pni

)
(5.95)

x(t) = etλi

[
c0 + tc1 + · · · + tni−1

(ni − 1)!
cni−1

]
(5.96)

其中 c0, · · · , cni−1 为广义特征向量.

Lem. 5 广义特征向量的求解方法

设 λi 为 A 的 ni 重特征根, 则

x(t) = eλit

[
c0 + t

1!
c1 + · · · + tni−1

(ni − 1)!
cni−1

]
(5.97)

为齐次线性方程组 P 的非零解 ⇐⇒ c0, · · · , cni−1 为广义特征向量, 满足


(A − λiI)nic0 = 0 (c0 6= 0)

c1 = (A − λiI)c0

c2 = (A − λiI)c1
...

cni−1 = (A − λiI)cni−2

(5.98)

其中 c0, · · · , cni−1 称为 A 对于 λi 的一条广义特征向量链, 或称 Jordan 链.
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5.5 可积理论

Thm. 18 有重根情况的基本解组

设 A ∈ Mn(K) 有互异特征根 λ1, · · · , λs, 重数分别为 n1, · · · , ns, 满足
s∑

i=1
ni = n. 则齐次

方程组 ẋ = Ax 有基本解组


eλ1tP

(1)
1 (t) · · · eλ1tP (1)

n1 (t)
· · · · · · · · ·

eλstP
(s)
1 (t) · · · eλstP (s)

ns
(t)

 (5.99)

其中 P

5.5 可积理论

5.5.1 首次积分

Def. 13 首次积分

设开域 D ⊂ R1+n, fi ∈ C1(D), 有 1 阶 n 维微分方程组

dyi

dx
= fi(x,y) (x,y) ∈ D, i = 1, · · · , n (5.100)

设 D0 ⊆ D, 若定义在 D0 上的函数 V (x,y) 满足

1. V (x,y) ∈ C(D0);

2. V (x,y) 在 D0 的任一子域中均不为常值函数;

3. 对方程组在 D0 中任一积分曲线

Γ = {(x,ϕ(x)) | ϕ(y1(x), · · · , yn(x)), x ∈ J} (5.101)

都有

V (x,ϕ(x)) ≡ CΓ (x ∈ J) (5.102)

其中 CΓ 为依赖于 Γ 的常数.

则称 V (x,y) 为方程组在 D0 上的首次积分.
Rmk 首次积分未必能定义在整个 D 上.

Prop. 11 首次积分的复合函数

若 V (x,y) 为方程组的一个首次积分, h(z) 为任意连续函数, 则 h(V (x,y)) 也是方程组的
一个首次积分
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5.5 可积理论

Prop. 12 首次积分的判定

设 V ∈ C1(D0), 且 V (x,y)|D1⊆D0 6= Const, 则 V 为方程组在 D0 中的首次积分 ⇐⇒

dV
dx

∣∣∣∣∣
Γ

= ∂V (x,y)
∂x

+ ∂V (x,y)
∂y1

f1(x,y) + · · · + ∂V (x,y)
∂yn

fn(x,y) = 0 (x,y ∈ D0) (5.103)

5.5.2 函数独立

Def. 14 函数独立

设 D0 ∈ R1+n, V1(x,y), · · · , V (x,y) ∈ C1(D0), 若在 D0 上 V1, · · · , Vk 关于 y 的 Jacobi 矩
阵满秩, 即

rank
(
∂(V1, · · · , Vk)
∂(y1, · · · , yn)

)
= k (k ≤ n) (5.104)

则称 V1, · · · , Vk 函数独立.

函数独立的首次积分的几何意义

Σc = {(x,y) | V (x,y) = c} (5.105)

称为 V 的一个等势面, 可用 V = c 表示 Σc.
函数独立的首次积分的等势面在交点处均为横截相交的. 这些等势面的交集为 n+ 1 维空
间中的 n+ 1 − k 维曲面.

Thm. 19 函数独立的首次积分的存在性定理

设 fi(x,y) ∈ C1(D), 则 ∀p0 = (x0,y0) ∈ D, ∃U0(p0) ⊂ D, s.t. 在 U0 内有且仅有 n 个函数

独立的首次积分.

Pf N0 ⊂ D 为 p0 的任一邻域, 任取 (x0, c) ∈ N0, 则微分方程组满足初始条件 y(x0) = c

的解 y = ϕ(x, c) ∈ C1(J × Rn) 在 N0 中存在且唯一. 利用微分中值定理

ϕi(x, c) = ϕi(x0, c)︸ ︷︷ ︸
=ci

+(x− x0)∂xϕi(x0 + θ(x− x0), c) =⇒ ∂ϕ(x, c)
∂c

∣∣∣∣∣
x=x0

= I

定义函数 F (x,y, c) = ϕ(x, c) − y, 有

F (x,y, c)|(x0,y0,y0) = 0 ∂F (x,y, c)
∂c

∣∣∣∣∣
(x0,y0,y0)

= I

由隐函数存在定理,在 p0 的邻域 U0 ⊂ N0 中存在 F (x,y, c) = 0的唯一的可微解 c = V (x,y).

∂V

∂y
=
(
∂ϕ

∂c

)−1
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5.5 可积理论

满秩, 因此 V 中 n 个函数独立.

∂xF = ∂ϕ

∂x
+ ∂ϕ

∂c

∂V

∂x
= 0 =⇒ ∂V

∂x
= −

(
∂ϕ

∂c

)−1
∂ϕ

∂x
= −∂V

∂y
f

因此 Vi(x,y) 均为微分方程组的首次积分. 设有 n+ 1 个首次积分, 则

rank
(
∂V

∂y

)
= rank



∂V1

∂y1
· · · ∂V1

∂yn... . . . ...
∂Vn

∂y1
· · · ∂Vn

∂yn

∂Vn+1

∂y1
· · · ∂Vn+1

∂yn


≤ n

因此不存在 n+ 1 个首次积分函数独立.

Thm. 20 首次积分与解的关系

设微分方程组在 G 内的首次积分 V1(x,y), · · · , Vn(x,y) ∈ C1(G) 函数独立, 则由隐函数存
在定理, 从 (V1, · · · , Vn) = (c1, · · · , cn) 解出的函数 y = ϕ(x, c), x ∈ Jc 为微分方程组在 G

内的通解, 且包含了 G 内的所有解.

Pf

Thm. 21 首次积分之间的关系

设 V1(x,y), · · · , Vn(x,y) ∈ C1(G) 为微分方程组的函数独立的首次积分, Φ(x,y) 为其任一
首次积分, 则对 ∀p = (x,y) ∈ G, 存在 p 的邻域 G0 ⊂ G 与 h ∈ C1(Rn) 使得 Φ(x,y) =
h(V1(x,y), · · · , Vn(x,y)).

Meth. 14 二阶方程组的极坐标换元
ẋ = f(x, y, x2 + y2)

ẏ = g(x, y, x2 + y2)
=⇒


rṙ = xẋ+ yẏ

r2θ̇ = xẏ − yẋ
(5.106)

可根据
dr
dθ
分析轨线的性态.
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5.5 可积理论

5.5.3 Hamilton 系统

Def. 15 Hamilton 系统

设 H(q,p) ∈ C1(R2n), 微分方程组

dqi(t)
dt

= ∂H

∂pi

dpi(t)
dt

= −∂H

∂qi

(5.107)

称为 n 自由度的 Hamilton 系统. H 称为 Hamilton 函数.
Rmk Hamilton 函数总是相应 Hamilton 系统的首次积分.

Def. 16 Hamilton 系统的矩阵形式

可将上述 Hamilton 系统写为 q̇

ṗ

 = J∇H (5.108)

其中 J =

 0 I

−I 0

 为辛矩阵, ∇H =
(
∂H

∂q1
, · · · , ∂H

∂qn

,
∂H

∂p1
, · · · , ∂H

∂pn

)T

为 H 的梯度.
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6.1 动力系统的基本概念

6 定性理论

6.1 动力系统的基本概念

6.1.1 自治系统

Def. 1 自治系统

若 x(t) ∈ Rn 的微分方程组的形式为

dx

dt
= f(x) (6.1)

则称为自治微分方程组, 或自治系统. 称 Rn 为相空间, (t,Rn) ∈ R × Rn, 称 R × Rn 为增

广相空间. 解在相空间上的投影称为轨道.

Def. 2 平衡点

若从 x0 ∈ Rn 出发的轨道一直驻留在该点, 则称 x0 为一个平衡点, 或称为奇点. 自治系统
ẋ = f(x) 关于初值条件 x(t0) = x0 的解为常值函数 x(t) ≡ x0, 称初值问题有定常解, 从
而 f(x0) = 0.

Lem. 1 自治系统的解的存在区间

自治系统 ẋ = f(x) 的解的存在区间为 (−∞,+∞).

Pf 考虑另一自治系统
dx

dt
= f(x)√

1 + ‖f(x)‖2
(6.2)

由 Wintner 定理与延拓定理, 其解的存在区间为 (−∞,+∞). 利用代换 ds = dt√
1 + ‖f(x)‖2

可将二者形式统一, 从而二者有相同的轨道.

Thm. 1 自治系统的解的性质

设自治系统 ẋ = f(x) 满足解的存在唯一性条件, 且解的存在区间为 (−∞,+∞), 则系统
的解 ϕ(t; t0,x0) 有

1. 积分曲线的平移不变性: ∀τ ∈ R, ϕ(t + τ ; t0,x0) 也是解, 因此 ϕ(t,x0) := ϕ(t; 0,x0)
的性质代表系统一切解的性质;

2. 群性质: ∀t, s ∈ R, ϕ(0,x0) = x0, 有 ϕ(t,ϕ(s,x0)) = ϕ(t+ s,x0);

3. 轨道唯一性: 过相空间中任一点 x0 的轨道 γ(x0)唯一, 不同轨道在相空间中不相交.
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6.1 动力系统的基本概念

6.1.2 动力系统与流

Def. 3 动力系统, 流

记 ϕt(x) = ϕ(t,x), 有映射 ϕt : Rn → Rn, 则 {ϕt | t ∈ R} 构成相空间 Rn 上的一个单参变

换族, 满足

1. ϕt : Rn → Rn 连续;

2. ϕ0 = idRn , 即 ϕ0(x) ≡ x;

3. ϕt ◦ ϕs = ϕt+s,

于是称 {ϕt | t ∈ R} 为一个动力系统, 或称为流.
Rmk t ∈ R 连续取值时, 称连续动力系统. t ∈ Z 时, 称离散动力系统.

Eg. 1 线性自治系统的动力系统

线性自治系统 ẋ = Ax, x ∈ Rn 有 ϕt(x) = eAtx, 从而其动力系统为线性变换

ϕt = eAt (6.3)

Meth. 1 非自治系统的动力系统的构造

对非自治系统 ẋ = f(t,x), 在 (x, θ) 的相空间 Rn × R 上考虑自治系统, 称为 ẋ = f(t,x)
的扭扩系统 

dx

dt
= f(x, θ)

dθ
dt

= 1
(6.4)

从而 ẋ = f(t,x) 仍可定义动力系统.

6.1.3 不变集与极限集

Def. 4 不变集

设 Ω ⊂ Rn, 若 ∀t ∈ R, 有 ϕt(Ω) = Ω, 则称 Ω 为 ϕt 的不变集.
若仅对 t ∈ [t0,+∞) 或 (−∞, t0] 成立, 则称 Ω 为 ϕt 的正向不变集或负向不变集.

Def. 5 极限集

对于任一点 x0 ∈ Rn 与流 ϕt, 定义集合

ω(x0) =
{

y ∈ Rn | ∃t ∈n∈ R+, lim
n→+∞

t0 = +∞, s.t. lim
n→+∞

ϕtn(x0) = y
}

(6.5)
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α(x0) =
{

y ∈ Rn | ∃t ∈n∈ R−, lim
n→+∞

t0 = −∞, s.t. lim
n→+∞

ϕtn(x0) = y
}

(6.6)

L(x0) = ω(x0) ∪ α(x0) (6.7)

分别称为轨道 γ(x0) 的 ω-极限集, α-极限集, 极限集.

6.1.4 向量场的等价性

Def. 6 向量场的等价

设两个连续时间的光滑系统为


ẋ = f(x) x ∈ U ⊂ Rn

ẏ = g(y) y ∈ V ⊂ Rn
(6.8)

设 ϕt
f 与 ϕt

g 分别为向量场 f(x) 与 g(y) 生成的流. 若存在一个 Ck 微分同胚 h : U → V ,
使得 ∀x ∈ U , t ∈ R, 有

h ◦ ϕt
f (x) = ϕt

g ◦ h(x) (6.9)

则称 f(x) 与 g(x) 为 Ck 等价的, 记作 f ∼ g.

Def. 7 向量场的轨道等价

若存在一个 Ck 微分同胚 h : U → V , 使得 ∀x ∈ U , t ∈ R, ∃t1, t2 ∈ R, 有

h ◦ ϕt1
f (x) = ϕt2

g ◦ h(x) (6.10)

则称 f(x) 与 g(x) 为 Ck 轨道等价的.

6.2 Liapunov 稳定性

6.2.1 稳定, 渐近稳定, 不稳定

Def. 8 Liapunov 稳定

设 x = ϕ(t) 为方程组 ẋ = f(t,x) 的一个定义在 [t0,∞) 的特解, 若 ∀ϵ > 0, ∃δ = δ(ϵ) > 0,
使得当 ‖x0 − ϕ(t0)‖ < δ 时, 方程组满足初值条件 x(t0) = x0 的解 x = x(t; t0,x0) 在
[t0,∞) 有定义, 且满足 ∀t ≥ t0, ‖x(t, t0,x0) − ϕ(t)‖ < ϵ, 则称该解是 Liapunov 稳定的.
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6.2 Liapunov 稳定性

Def. 9 Liapunov 渐近稳定

若 x = ϕ(t) 为 Liapunov 稳定的, 且存在常数 δ0 > 0, 使得当 ‖x0 − ϕ(t0)‖ < δ0 时有

lim
t→∞

x(t; t0,x0) = ϕ(t) (6.11)

则称解 x = ϕ(t) 是 Liapunov 渐近稳定的.
渐近稳定性包含稳定性和吸引性, ϕ(t0) 的 δ0-邻域即为一个吸引区域. 若 δ0 = ∞, 则称解
x = ϕ(t) 是全局渐近稳定的.

Def. 10 Liapunov 不稳定

若 ∃ϵ > 0, ∀δ > 0, ∃x0 满足 ‖x0 − ϕ(t0)‖ < δ, 使得 ẋ = f(x) 满足初值 x(t0) = x0 的解

x = x(t; t0,x0), ∃t1 > t0, 有

‖x(t1; t0,x0) − ϕ(t1)‖ = ϵ (6.12)

则称 x = ϕ 是 Liapunov 不稳定的.

6.2.2 线性系统零解稳定性的判定

Meth. 2 特解与零解的等价性

已知特解 x = ϕ(t), 做变换 y = x − ϕ(t), 有

ẏ = ẋ − ϕ(t) = f(t,y + ϕ(t)) − f(t,ϕ(t)) =: F (t,y) (6.13)

因此考虑 ẋ = f(t,x) 的稳定性变为考虑 ẏ = F (t,y) 的零解 y = 0 的稳定性

Prop. 1 一般线性系统零解稳定性的判定

线性系统 ẋ = A(t)x 的零解稳定 ⇐⇒ 其所有解均有界, 即 ∃K > 0, 使得 ∀t ≥ t0, 均有
‖X(t)‖ ≤ K, 其中 X(t) 为系统满足 X(t0) = I 的基本解矩阵.

Pf “⇒”: 已知解 x(t) = X(t)X−1(t0)︸ ︷︷ ︸
=X1(t)

x0 且零解稳定, 即 ∀ϵ > 0, ∃δ > 0, s.t. ‖x0‖ < δ,

有 ‖x(t)‖ < ϵ, 取 ẽj = δ

2
ej 作为初值, 有 ‖ẽj‖ < δ, 于是 ‖x(t)‖ = ‖X(t)ẽj‖ < ϵ.

“⇐”: 由通解 x(t) = X(t)C, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0, 当 ‖x0‖ < δ 时, 取 δ = ϵ

M
, 有

‖x(t)‖ =
∥∥∥X(t)X−1(t0)x0

∥∥∥ ≤ ‖X(t)‖ ·
∥∥∥X−1(t0)

∥∥∥ · ‖x0‖ ≤ M‖x0‖ < Mδ = ϵ

其中 M = max
t∈R

{
‖X(t)‖ ·

∥∥∥X−1(t0)
∥∥∥}.
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Prop. 2 一般线性系统零解渐近稳定性的判定

线性系统 ẋ = A(t)x 的零解渐近稳定 ⇐⇒ lim
t→∞

‖X(t)‖ = 0.

Lem. 2 Routh-Hurwitz 定理

实系数多项式 λn + a1λ
n−1 + · · · + an−1λ+ an 的全部根的实部均为负数 ⇐⇒ R-H 矩阵

Dn =



a1 1 0 0 0 0 · · · 0
a3 a2 a1 1 0 0 · · · 0
a5 a4 a3 a2 a1 1 · · · 0
· · ·
a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 a2n−5 a2n−6 · · · an


(6.14)

的全部主子式为正, 即

∆1 = a1 > 0 ∆2 =

∣∣∣∣∣∣a1 1
a3 a2

∣∣∣∣∣∣ > 0 ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 · · · ∆n = det Dn > 0

(6.15)

Prop. 3 常系数线性系统零解稳定性的判定

设 A 为常矩阵, 常系数线性系统 ẋ = Ax 的零解

1. 渐近稳定 ⇐⇒ A 的全部特征根的实部均为负数 (R-H 定理);

2. 稳定 ⇐⇒ A 的全部特征根的实部均非正, 且实部为零的特征根对应的 Jordan 块均
为 1 阶;

3. 不稳定 ⇐⇒ A 至少有一个特征根的实部为正, 或至少有一个特征根实部为零且其对
应 Jordan 块的阶数大于 1.

Rmk 对于常系数线性系统 (自治系统), 无需求解基本解矩阵, 仅依靠系数矩阵便可判断
零解的稳定性.

Pf 若 Re{λj} < 0, 设 λj = αj ± iβj, αj, βj ∈ R, αj < 0, 有 eλjt = eαjt(cos βjt± i sin βjt),
从而 lim

t→+∞

∥∥∥eλjt
∥∥∥ = lim

t→+∞

∥∥∥eαjt
∥∥∥ = 0, ⇒ lim

t→+∞
‖x(t)‖ = 0.

若 Re{λj} = 0, lim
t→+∞

∥∥∥eλjt
∥∥∥ = 1, 从而 lim

t→+∞
= lim

t→+∞

∥∥∥∥∥c0 + tc1 + · · · + tnj−1

(nj − 1)!
cnj−1

∥∥∥∥∥. 当
Jordan 块阶数 = 1 时, lim

t→+∞
‖x(t)‖ = ‖c0‖. 当 Jordan 块阶数 ≥ 2, 则零解必不稳定.
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6.2.3 线性近似判定零解稳定性

Lem. 3
设 n 阶矩阵 A 的特征根实部全负, 则 ∃K, ρ > 0, 使得对 t ≥ t0

∥∥∥e(t−t0)A
∥∥∥ ≤ Ke−ρ(t−t0) (6.16)

Thm. 2 非线性系统零解稳定性的判定

设 A ∈ Mn(R), 区域 G = {(t,x) ∈ Rn+1 | t ≥ t0, ‖x‖ ≤ M}, R(t,x) ∈ C(G) 关于 x 满足

Lipschitz 条件, 且 ∀t ≥ t0 满足 R(t,0) = 0 和

lim
‖x‖→0

‖R(t,x)‖
‖x‖

= 0 (6.17)

则非线性系统 ẋ = Ax + R(t,x) 的零解

1. A 的全部特征根的实部均为负数 =⇒ 渐近稳定;

2. A 至少有一个特征根的实部为正 =⇒ 不稳定.

Rmk 若系统线性部分无法控制非线性系统, 则需使用 Liapunov 直接法判定稳定性.

Eg. 2 单摆系统

已知单摆运动方程 
ẋ = y

ẏ = −g

l
sin x− µ

m
y

(6.18)

其中 l, g,m > 0, µ ≥ 0. 线性近似为

ẋ = y

ẏ = −g

l
x− µ

m
y

ẋ
ẏ

 =

 0 1
−g

l
− µ

m


x
y

 (6.19)

系数矩阵特征值为

λ± =
− µ

m
±
√(

µ

m

)2
− 4g

l
2

(6.20)

因此 sgn(Re{λ±}) = sgn(−µ). 若 µ > 0, 渐近稳定. 若 µ > 0, 不稳定. µ = 0 情况该定理
无法给出稳定性判定.
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Rmk 对于 A =

a b

c d

, tr A = a+ d, det A = ad− bc, 特征值为

λ± = tr ±
√

tr2 −4 det
2

(6.21)

1. tr2 −4 det ≤ 0, Re{λ±} = tr
2

;

2. tr2 −4 det > 0, Re{λ±} 符号仍由 tr 判定.

6.2.4 Liapunov 直接法

Liapunov 直接法的主要思想

观察由零解 0 附近一点出发的一个解 x(t) 的轨道与零解间的距离. 关键是给出一个判定
x(t) 与 0 的距离的函数. 要求该距离函数为定正函数.

Def. 11 定正函数与定负函数

设 V (x) ∈ C{x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ M1}, 满足 V (0) = 0, 其中 0 < M1 < M .

1. 若恒有 V (x) ≥ 0, 则称 V 为常正的;

2. 若 ∀‖x‖ 6= 0, V (x) > 0, 则称 V 为定正的;

3. 若 −V 是常正的, 则称 V 为常负的.

4. 若 −V 是定正的, 则称 V 为定负的.

Def. 12 全导数

设 x(t) 为自治系统 ẋ = f(x) 初值问题的唯一解, 则称

dV
dt

∣∣∣∣∣
ẋ=f(x)

= dV (x(t))
dt

=
n∑

i=1

∂V

∂xi

dxi

dt
=

n∑
i=1

∂V

∂xi

fi = 〈∇V,f〉 (6.22)

为函数 V (x) 通过自治系统 ẋ = f(x) 的全导数.

Thm. 3 Liapunov 稳定性判据

设 x ∈ Rn, f ∈ C{x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ M}, f(0) = 0. 若存在定正函数 V (x), 使得其通过系
统 ẋ = f(x) (记作 S) 的全导数 V̇ |S 为

1. 常负函数, 则系统零解稳定.

2. 定负函数, 则系统零解渐近稳定.
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3. 定正函数, 则系统零解不稳定.

称上述定正函数 V (x) 为 Liapunov 函数.
Rmk Liapunov 直接法的缺点: 没有构造 Liapunov 函数的一般方法.
Rmk 零解渐近稳定的条件可进一步弱化.

Pf 1: ∀ϵ > 0, 满足 ϵ < M1, 由 V (x) 的定正性, 必 ∃η(ϵ) > 0, s.t. η(ϵ) = min
ϵ≤‖x‖≤M1

V (x).

∃δ(ϵ) < ϵ, s.t. 当 ‖x‖ < δ(ϵ) 时, V (x) < η(ϵ).
3: 作时间尺度变换 t → −t, 有系统 S∗ : dx

dt1
= −f(x), 则 V̇ |S∗ = 〈∇V,−f〉 < 0.

Thm. 4 Barbashin-Krasovskii 定理

若存在定正函数 V (x), 其通过 ẋ = f(x) 的全导数 dV
dt
为常负函数, 但使 dV

dt
= 0 的点 x

集合中, 除了系统零解外, 不包含系统的整条正半轨, 则系统零解渐近稳定.

Eg. 3 二次型形式

一般选取二次型函数形式的 Liapunov 函数. 可理解为动力学系统的总能量, 若存在阻力,
随能量的耗散, 系统的运动逐渐停止.
较为一般的取法为

V (x, y) = ax2m + by2n (6.23)

其中 a, b > 0, m,n ∈ N∗.

Eg. 4 单摆系统的 Liapunov 直接法解法

由非线性系统零解稳定性的判定定理, 可给出 µ 6= 0 时的稳定性. 对于 µ = 0 的情形, 单
摆总能量为

E = ml2
[1
2
y2 + g

l
(1 − cosx)

]
+mgh0 (6.24)

由此构造 Liapunov 函数
V (x, y) = 1

2
y2 + g

l
(1 − cosx) (6.25)

全导数为
dV
dt

= − µ

m
y(t)2 = 0, 从而零解稳定.
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6.3 平面平衡点

6.3 平面平衡点

6.3.1 线性系统的初等平衡点

Def. 13 平面平衡点

设 X(x, y), Y (x, y) 连续且有二阶连续偏导数, 对于平面自治系统


ẋ = X(x, y)

ẏ = Y (x, y)
(6.26)

若存在一点 (x0, y0) ∈ R2, 使得 X(x0, y0) = 0 且 Y (x0, y0), 则称 (x0, y0) 为一个平面平衡
点.

Meth. 3 平衡点附近的线性展开

设平衡点在原点, 则可将平面自治系统


ẋ = X(x, y)

ẏ = Y (x, y)
展开为


ẋ = ax+ by +R1(x, y)

ẏ = cx+ dy +R2(x, y)
(6.27)

其中 R1,2(x, y) 均为高次项.
Rmk 在平衡点 (x0, y0) 处, 对应的线性系统为

ẋ
ẏ

 =

∂xX ∂yX

∂xY ∂yY

 ∣∣∣∣∣∣
(x,y)=(x0,y0)

x
y

 (6.28)

Def. 14 初等平衡点

对于平面线性系统 ẋ = Ax 的平衡点, 当 det A 6= 0 时, 称为初等平衡点.
否则, 即 A 存在等于 0 的特征值, 称为退化平衡点, 或高阶平衡点.

Lem. 4 平面线性系统分类

对于平面线性系统 ẋ = Ax, 当 det A 6= 0 时, A 有两个非零特征值 λ1,2 ∈ C. 上述系统
C∞ 等价于

d
dt

u
v

 = J

u
v

 (6.29)

其中

u
v

 = P

x1

x2

, J = P AP −1, P 为可逆矩阵. A 的 Jordan 标准型 J 有三种形式
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1. A 可对角化:

J =

λ 0
0 µ

 (6.30)

2. A 不可对角化:

J =

λ 0
1 λ

 (6.31)

3. A 有一对共轭复根:

J =

 α β

−β α

 (6.32)

其中 λ, µ, α, β ∈ R, 且 λ, µ, β 6= 0.

Prop. 4 可对角化情况的平衡点分析

1. λ = µ: 系统可简化为 u̇ = λu, v̇ = λv, 通解为 u(t) = u0eλt, v(t) = v0eλt, 且有

u

v
= C

(a) λ < 0 时零解渐近稳定, O 附近轨道为呈会聚状的直线束;

(b) λ > 0 时零解不稳定, O 附近的轨道为呈发散状的直线束.

称该系统的平衡点为星形结点, 或临界结点.

2. λ 6= µ 且 λµ > 0: u̇ = λu, v̇ = µv, 通解为 u(t) = u0eλt, v(t) = v0eµt, 从而

v = Cuµ/λ (6.33)

(a) λ, µ < 0 时零解渐近稳定, λ, µ > 0 时零解不稳定;

(b) |µ| > |λ| 时轨道与 u 轴切于 O;

(c) |µ| < |λ| 时轨道与 v 轴切于 O.
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称该系统的平衡点为两向结点, 或正常结点.

3. λ 6= µ 且 λµ < 0: v(t) = Cuµ/λ.

(a) 零解总是不稳定:

(b) λ < 0, µ > 0 时轨线渐进逼近于 v 轴;

(c) λ > 0, µ < 0 时轨线渐进逼近于 u 轴.

称该系统的平衡点为鞍点.

Prop. 5 不可对角化情况的平衡点分析

u 6= 0 时, 轨道微分方程为
dv
du

= 1
λ

+ v

u
(6.34)

可解得通解

v = Cu+ u

λ
ln |u| (6.35)

1. λ < 0 时渐近稳定, λ > 0 时不稳定.

2. v 轴的正半轴与负半轴亦为轨道.

3. 平衡点 O 附近的轨道与 v 轴切于 O.

称该系统的平衡点为单项结点, 或退化结点.
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Prop. 6 共轭复根情况的平衡点分析

取极坐标 u = r cos θ, v = r sin θ, 则系统化为 ṙ = αr, θ̇ = −β. 可解得

r(t) = ρ0eαt

θ(t) = −βt+ θ0

(6.36)

因此平衡点 O 附近的轨道为

r(θ) = ρ0e
α
β

(θ0−θ) (6.37)

1. α 6= 0, 则轨道为一族螺线.

(a) α < 0 时渐近稳定，α > 0 时不稳定;

(b) β > 0 时螺线顺时针盘旋, β < 0 时螺线逆时针盘旋.

称该系统的平衡点为焦点.

2. α = 0, 于是有 r(t) ≡ ρ0, 则轨道为一组同心圆.

(a) 平衡点稳定, 但不渐近稳定;

(b) β > 0 时同心圆顺时针盘旋, β < 0 时同心圆逆时针盘旋.

称该系统的平衡点为中心.

Thm. 5 平面线性系统的平衡点分类定理

对于平面线性系统 ẋ = Ax, 设

T = tr A D = det A ∆ = T 2 − 4D (6.38)

A 的特征值为

λ± = T ±
√
T 2 − 4D
2

= T ±
√
∆

2
(6.39)

定义参数空间为 T -D 平面, 不同分区对应不同类型的平衡点.
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1. D < 0: 鞍点

2. D = 0: 退化平衡点

3. D > 0: T < 0 渐近稳定, T > 0 不稳定

(a) ∆ > 0: 两向结点

i. T < 0: 渐稳两向结点

ii. T > 0: 不稳两向结点

(b) ∆ = 0: 星形结点 or 单向结点

(c) ∆ < 0: 焦点 or 中心

i. T < 0: 渐稳焦点

ii. T > 0: 不稳焦点

iii. T = 0: 中心

鞍点

渐稳两向结点 不稳两向结点

渐稳焦点 不稳焦点

中心

退化平衡点

星形结点
单向结点

不稳定渐近稳定

6.3.2 具有粗平衡点的系统

Def. 15 粗平衡点 (双曲平衡点)

除中心以外的初等平衡点, 称为粗平衡点, 或双曲平衡点 ⇐⇒ A 的所有特征值 λ 满足

Re{λ} 6= 0.
其余平衡点称为细平衡点, 或非双曲平衡点.

Thm. 6 Hartman-Grobman 线性化定理

若非线性系统


ẋ = ax+ by +R1(x, y)

ẏ = cx+ dy +R2(x, y)
的线性部分具有粗平衡点 (鞍点,结点,焦点),则

其在原点的邻域上, 与其线性化系统有相同的定性性质, 即线性可控制非线性.
亦可表述为: 在双曲平衡点附近, 非线性系统的局部动力学行为与线性化系统拓扑等价.
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6.3 平面平衡点

6.3.3 Hamilton 系统的平衡点

Def. 16 Hamilton 系统

设开集 W ⊂ R2n, x,y ∈ Rn, 且 (x,y) ∈ W . H ∈ C1(W ). 称如下形式的系统

dx

dt
= ∂H

∂y

dy

dt
= −∂H

∂x
(6.40)

为 W 上的 n 自由度的 Hamilton 系统, 称 H(x,y) 为系统的 Hamilton 函数.

Thm. 7
Hamilton 系统的 Hamilton 函数 H(x,y) 沿轨道为常数.
即, 该系统能量守恒, 称为保守系统.

Def. 17 平面 Hamilton 系统

自由度为 1 的 Hamilton 系统即为平面 Hamilton 系统.

Def. 18 “ 动能 + 势能” 型 Hamilton 系统

设平面系统

ẍ+ g(x) = 0 ⇐⇒


ẋ = y

ẏ = −g(x)
(6.41)

其中 y 为速度. 该系统为平面 Hamilton 系统, 其 Hamilton 函数为

H(x, y) = y2

2
+
ˆ x

0
g(s) ds︸ ︷︷ ︸

=G(x)

(6.42)

其中
y2

2
为动能, G(x) 为势能, 故称该系统为“动能 + 势能” 型 Hamilton 系统.

Thm. 8 “ 动能 + 势能” 型 Hamilton 系统的平衡点

系统


ẋ = y

ẏ = −g(x)
的平衡点都在 x 轴上, 且 (x0, 0) 为平衡点 ⇐⇒ x0 为势能函数 G(x)

的临界点, 即 G′(x)|x=x0 = 0.

1. 当 G′′(x0) < 0, 即 x0 为 G(x) 的严格极大值点时, (x0, 0) 为鞍点;

2. 当 G′′(x0) > 0, 即 x0 为 G(x) 的严格极小值点时, (x0, 0) 为中心.
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6.4 极限环

6.4 极限环

6.4.1 极限环的基本概念

Def. 19 轨线

令 ϕt(p) 表示自治方程 
ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y)
(6.43)

的 t = 0 时过点 p 的解, 其中 t ∈ (−∞,+∞). 对于固定的 p, 称 ϕt(p) 为过 p 的运动. 称集
合

γ(p, I) = {ϕt(p) | −∞ < t < +∞} (6.44)

为运动 ϕt(p) 的轨线, 记作 γp.

Def. 20 极限环

极限环为孤立的闭轨, 附近的轨道均螺旋地趋近或远离极限环.
极限环为其附近轨线的极限集.

Def. 21 ω(α)-极限点, ω(α)-极限集

若存在时间序列: 当 n → +∞ 时, tn → +∞(−∞), 使得

lim
n→+∞

γ(p, tn) = q (6.45)

则称 q 为 ϕt(p) 的 ω(α)-极限点. ϕt(p) 的所有 ω(α)-极限点构成的集合称为 ω(α)-极限集,
记作 ω(p), α(p).

Def. 22 极限环的稳定性

对于平面自治系统


ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y)

1. 若当 t → +∞ 时 Γ 内外两侧的轨道均盘旋地趋于 Γ , 即 Γ 为两侧轨道的 ω-极限集,
则称 Γ 为系统的稳定极限环;

2. 若当 t → −∞ 时 Γ 内外两侧的轨道均盘旋地趋于 Γ , 即 Γ 为两侧轨道的 α-极限集,
则称 Γ 为系统的不稳定极限环;

3. 若 Γ 一侧的轨道在 t → +∞ 时盘旋地趋于 Γ , 另一侧在 t → −∞ 时盘旋地趋于 Γ ,
即 Γ 为一侧轨道的 ω-极限集与另一侧的 α-极限集, 则称 Γ 为系统的半稳定极限环.
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6.4 极限环

6.4.2 极限环的存在性

Thm. 9 Poincré-Bendixson 环域定理

设平面自治系统


ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y)
在区域 G 满足解的存在唯一性条件, 原点 O ∈ G 为其一

个孤立平衡点. 包含 O 的内边界 L1 与外边界 L2 围成有界环形闭域 D̄ = L1 ∪D ∪ L2, 其
中 L1, L2 均为简单闭曲线, 且不是系统的闭轨. 若满足

1. D̄ 内无系统的平衡点;

2. 从 L1, L2 出发的轨道, 均不能离开 D̄,

则系统在 D̄ 内存在一条闭轨.
Rmk 边界 L1, L2 可以部分包含轨线段.

Eg. 5 van der Pol 系统的极限环

平面 van der Pol 系统 
ẋ = y

ẏ = −x− µ(x2 − 1)y
(6.46)

对任一 µ > 0 至少存在一个极限环.

6.4.3 极限环不存在性的判定

Thm. 10 Bendixson 准则

设在单连通区域 G 中, 系统的向量场 (P,Q) 有连续偏导数. 若散度

div(P,Q) = ∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
(6.47)

保持常号, 即恒 ≤ 0 或 ≥ 0, 且在 G 的任何子区域内不恒为零, 则系统在 G 内不存在闭轨.

Pf 反证法: 设有闭轨 Γ , 由 Green 公式

x
D

∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
dx dy =

˛
Γ

P dy −Q dx

沿 Γ 有 P dy −Q dx = (P ẏ −Qẋ) dt = (PQ−QP ) dt = 0. 产生矛盾, 因此无闭轨.
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6.4 极限环

Thm. 11 Dulac 准则

设在单连通区域 G 中, 系统的向量场 (P,Q) 有连续偏导数, 且存在可微函数 B(x, y), 使得

∂(BP )
∂x

+ ∂(BQ)
∂y

(6.48)

保持常号, 且在 G 的任何子区域内不恒为零, 则系统在 G 内不存在闭轨.

Pf P → BP , Q → BQ.

Meth. 4 Dulac 函数的选取

Dulac 函数 B(x, y) 可试取为 eax+by, xαtβ, xαyβeax+by, p(x, y)eax+by 等形式, 其中 a, b, α, β

为待定常数, p(x, y) 为待定函数.

Cor. 1
设在单连通区域 G 中, 系统的向量场 (P,Q) 有连续偏导数, 且存在可微函数 B(x, y) 与
F (x, y), 使得

∂(BP )
∂x

+ ∂(BQ)
∂y

+B

(
P
∂F

∂x
+Q

∂F

∂y

)
(6.49)

保持常号, 且在 G 的任何子区域内不恒为零, 则系统在 G 内不存在闭轨.

Pf 取 Dulac 函数 B1(x, y) = B(x, y)eF (x,y) 即可.

6.4.4 后继函数与极限环的稳定性

6.4.5 Hilbert’s 16th Problem
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