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行列式

1 行列式

行列式

行列式为所有取自不同行不同列的 n 个元素的乘积的代数和.

D = det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

... ...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

j1···jn

(−1)τ(j1···jn)a1j1 · · · anjn

平行六面体体积

由 a, b, c 确定的平行六面体的体积为

V = a · (b × c) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
行列式的运算性质

1. D = DT;

2. 互换两行或两列, 行列式反号;

3. 可将行列式某一行或某一列所有元素的公因子提出;

4. 行列式的两行或两列对应元素成比例, 则行列式为零;

5. 若行列式的某一行或某一列的元素均可表示为两数之和, 则可拆分为 D = D1 + D2;

6. 将某一行或列的元素的倍数加到令一行或列的对应元素上, 行列式的值不变.

按行/列展开

1. n 阶行列式 D = |aij| 划去 aij 所在的第 i 行第 j 列后, 余下的 n − 1 阶行列式称为
aij 的余子式 Mij, 代数余子式为 Aij = (−1)i+jMij, 又称余因子.

2. 行列式等于其任一行或列的元素与其代数余子式乘积之和

D =
n∑

k=1
aikAik =

n∑
l=1

aljAlj

3. 某一行或列的元素与另一行或列元素的代数余子式的乘积之和为零

n∑
k=1

aikAjk =
n∑

l=1
aliAlj = 0 (i ̸= j)
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行列式

Cramer 法则

若线性方程组的系数行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

... ...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, 则方程组有唯一解

{
x1 = D1

D
, · · · , xn = Dn

D

}

其中 Di =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,i−1 b1 a1,i+1 · · · a1n

... ... ... ... ...
an1 · · · an,i−1 bn an,i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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矩阵

2 矩阵

行列式相关的性质

1.
∣∣∣AT

∣∣∣ = |A|.

2. |λA| = λn|A|.

3. |AB| = |BA| = |A| · |B|.

逆矩阵

对于 n 阶矩阵 A, 若存在 n 阶矩阵 B, 使得

AB = BA = I (2.1)

则称 A 为可逆矩阵, 称 B 为 A 的逆矩阵, 记作 A−1.

逆矩阵的性质

1. 可逆的充要条件为 |A| ̸= 0.

2. (AB)−1 = B−1A−1.

3. (AT)−1 = (A−1)T.

4. 逆矩阵的行列式: |A−1| = |A|−1.

5. (A ± B)−1 不一定===== A−1 ± B−1.

6. 已知 A2 + bA + cI = 0, 求 (A + aI)−1.

Pf 设 (A + aI)(A + dI) − eI = A2 + bA + cI = 0 =⇒ (A + aI)−1 = 1
e

(A + dI).

伴随矩阵

A∗ =


A11 · · · An1

... ...
A1n · · · Ann


1. AA∗ = A∗A = |A|I.

2. 若 A 可逆, 则 A−1 = A∗

|A|
.

3. (AB)∗ = B∗A∗.

4. (A∗)T = (AT)∗.
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矩阵

5. 伴随矩阵的行列式: |A∗| = |A|n−1 (n ≥ 2).

k 阶子式

在 A 中任取 k 行 k 列交叉的元素组成的行列式称为 A 的一个 k 阶子式.

矩阵的秩

设 A 为 m × n 矩阵, 则 A 的不为零的子式的最高阶数为 A 的秩 rank A.

• 0 ≤ rank A ≤ min{m, n};

• rank(A ± B) ≤ rank A + rank B.

矩阵乘积的秩

1. rank(AB) ≤ min{rank A, rank B};

2. rank(AB) ≥ rank A + rank B − n

3. AB = 0 =⇒ rank A + rank B ≤ n;

初等变换不改变矩阵的秩

若 P , Q 可逆, 则 rank(P A) = rank(AQ) = rank A.

伴随矩阵的秩

rank A∗ =


n rank A = n

1 rank A = n − 1

0 rank A < n − 1
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向量组

3 向量组

β 可由 α1, · · · , αn 线性表出

给定向量组 α1, · · · , αn 与向量 β, 存在一组数 k1, · · · , kn 使得 β = k1α1 + · · · + knαn.

线性相关

存在一组不全为 0 的数 k1, · · · , kn, 使得 k1α1 + · · · + knαn = 0.

线性无关

从 k1α1 + · · · + knαn = 0 可推出 k1 = · · · = kn = 0.

线性方程组的解

设 Am×n = (α1, · · · , αn), 则线性方程组 Ax = β 可表为

(
α1 · · · αn

) 
x1
...

xn

 = β =⇒ x1α1 + · · · + xnαn = β

向量 β 可由向量组 α1, · · · , αn 线性表出 ⇐⇒ x1α1 + · · · + xnαn = β 有解.

列空间

1. Col A = {k1α1 + · · · + krαr | k1, · · · , kr ∈ R}.

2. dim(Col A) = r.

3. A 的主元列 α1, · · · , αr 构成 Col A 的一个基.

4. Ax = β 有解 ⇐⇒ β ∈ Col A.
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线性方程组

4 线性方程组

齐次线性方程组解的判定

1. Ax = 0 有非零解 ⇐⇒

(a) rank A < n.

(b) α1, · · · , αn 线性相关.

(c) |A| = 0 (m = n).

2. 只有零解 ⇐⇒

(a) rank A = n.

(b) α1, · · · , αn 线性无关.

(c) |A| ̸= 0 (m = n).

(d) dim 解空间 = 0.

设 rank A = r, 基础解系所含向量的个数为 n − r.

求 Ax = β 的通解

1. 对 A 进行初等行变换化为行阶梯形矩阵 J , 求出 rank A = r, 写出同解方程组;

2. 取 n − r 个自由未知量 xr+1, · · · , xn, 令其分别取



1
bm0

...
bm0

 , · · · ,



0
bm0

...
1

;

3. 代入同解方程组, 求得 n − r 个解向量 ξ1, · · · , ξn−r 即为基础解系;

4. 通解为基础解系的线性组合 k1ξ1 + · · · + kn−rξn−r.

零空间

1. Ax = 0 的解空间即 A 的零空间.

2. Nul A = {k1ξ1 + · · · + kn−rξn−r | k1, · · · , kn−r ∈ R}.

3. dim(Nul A) = n − r.

7



线性方程组

非齐次线性方程组解的判定

1. Ax = β 有解 ⇐⇒

(a) rank A = rank Ã.

(b) β 可由 α1, · · · , αn 线性表出.

(c) α1, · · · , αn 与 α1, · · · , αn, β 等价.

2. 无解 ⇐⇒

(a) rank A ̸= rank Ã.

(b) β 不能由 α1, · · · , αn 线性表出.

3. 有唯一解 ⇐⇒

(a) rank A = rank Ã = n.

(b) β 可由 α1, · · · , αn 唯一线性表出.

(c) |A| ̸= 0.

4. 有无穷多解 ⇐⇒

(a) rank A = rank Ã < n.

(b) β 可由 α1, · · · , αn 线性表出, 表法不唯一.

(c) |A| = 0.

Ax = β 的通解

若 ξ1, · · · , ξn−r 为 Ax = 0的基础解系, η 为 Ax = β 的一个解,则通解为 η + k1ξ1 + · · · +
kn−rξn−r.

求 Ax = β 的通解

1. 对增广矩阵 Ã = (A|β) 进行初等行变换化为行阶梯型矩阵 J , 根据 rank A 与

rank Ã 的关系判定解的情况;

2. 有解时, 将 J 进一步化为简化行阶梯型矩阵, 写出同解方程组;

3. 若有唯一解, 直接读出解向量;

4. 若有无穷多解, 直接给自由未知量 xr+1, · · · , xn 赋值 k1, · · · , kn−r, 即可得到通解.

Rmk Ax = β 的解集不构成一个线性空间.
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特征值与对角化

5 特征值与对角化

特征值

1. 设 A = (aij)n 的 n 个特征值为 λ1, · · · , λn, 则

n∑
i=1

λi = tr(A)
n∏

i=1
λi = det(A)

2. 若 rank An = r, 则 A 至少有 n − r 个特征值为 0.

3. A 与 AT, AB 与 BA 有相同的特征值.

4. 若 λ 为 A 的特征值, 则

(a)
∑

i

kiλ
i 为

∑
i

kiA
i 的特征值;

(b) 1
λ
为 A−1 的特征值 (A 可逆);

(c) |A|
λ
为 A∗ 的特征值 (λ ̸= 0).

特征向量

设 Ax = λx, x ̸= 0, 则

1. A 的属于不同特征值的特征向量线性无关.

2. 若 λ ̸= 0, 则 x 也是 A−1 的属于特征值
1
λ
的特征向量与 A∗ 的属于特征值

|A|
λ
的

特征向量.

3. 若 B = P −1AP , 则 λ 是 B 的特征值, P −1x 是 B 的属于 λ 的特征向量.

4. 若 Aαi = λiαi, 则有

A(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)


λ1

. . .
λn



矩阵相似

若 A ∼ B, 则

•
∑

i

kiA
i ∼

∑
i

kiB
i, AT ∼ BT, A−1 ∼ B−1, A∗ ∼ B∗.

• det A = det B, rank A = rank B, tr A = tr B, |A − λI| = |B − λI| (特征值相同).
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特征值与对角化

可对角化条件

• A 可对角化 ⇐⇒ 其属于任意特征值 λ 的线性无关的特征向量个数等于 λ 的重数.

• An 有 n 个不同的特征值 =⇒ A 可对角化.

对角化步骤

1. 解 |A − λI| = 0 求出所有特征值;

2. 解 (A − λiI)x = 0 求出基础解系;

3. 设所有线性无关的特征向量为 ξ1, · · · , ξn,则有 P −1AP = Λ,其中 P = (ξ1, · · · , ξn),
Λ = diag(λ1, · · · , λn).

正交矩阵

• A 为正交矩阵, 则 A∗ 也是正交矩阵.

• A 为正交矩阵 ⇐⇒ det A = 1 且 aij = Aij, 或者 det A = −1 且 aij = −Aij.

实对称矩阵

设 A 为实对称矩阵

• A 必可对角化, 且存在正交矩阵 Q, 使得 Q−1AQ = QTAQ = diag(λ1, · · · , λn).

• A 的属于不同特征值的特征向量相互正交.

正交标准化

1. 若 λi 的重数为 s > 1, 求出 (A − λiI)x = 0 的基础解系 α1, · · · , αs;

2. Schmidt 正交化

β1 = α1

β2 = α2 − (α2, β1)
(β1, β1)

β1

β3 = α3 − (α3, β1)
(β1, β1)

β1 − (α3, β2)
(β2, β2)

β2

· · ·

βs = αs −
s−1∑
j=1

(αs, βj)
(βj, βj)

βj

3. 标准化: η1 = β1

∥β1∥
, · · · , ηs = βs

∥βs∥
.
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二次型

6 二次型

二次型的矩阵表示

要求 A 为对称矩阵

f(x1, · · · , xn) = a11x
2
1 + · · · + annx2

n + 2a12x1x2 + · · · + 2a1nx1xn + · · · + 2an−1,nxn−1xn

=
(
x1 · · · xn

) 
a11 · · · a1n

... ...
a1n · · · ann

 = xTAx

二次型的标准型与规范型

xTAx = d1x
2
1 + · · · + dnx2

n

xTAx = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q (di = 1, −1, 0)

矩阵的合同

xTAx
x=Cy−−−→= yTBy = yT(CTAC)y

合同变换不改变矩阵的秩和实对称矩阵的正负惯性指数.

正交变换

对于任意二次型 xTAx, 必定存在正交变换 x = Qy, 使得二次型化为标准型

λ1y
2
1 + · · · + λny2

n

其中 λ1, · · · , λn 为 A 的 n 个特征值.

二次型化为标准型的方法

1. 配方法.

2. 正交变换法: A
Q?−−→ QTAQ = Λ = diag(λ1, · · · , λn)

(a) 求出 A的全部特征值, 再由 (A − λiI)x = 0求得基础解系, 并利用 Schmidt正
交化法将其正交化;

(b) 将全部特征向量标准化, 组成正交矩阵 Q;

(c) 将二次型 xTAx 写为标准型 yTQTAQy = yTΛy, 其中 y = QTx.

3. 合同变换法.
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二次型

二次型的最值

若限定 ∥x∥ = k, 则 f(x) 最大值为 k2λmax, 最小值为 k2λmin.

惯性指数

A 的正、负惯性指数分别为 p, q, 则 rank A = p + q, A 的正的特征值个数为 p, 负的特征
值个数为 q.

正定二次型的判定

xTAx 为正定二次型 ⇐⇒

1. A 为正定矩阵;

2. 存在可逆矩阵, 使得 A = P TIP , 即 A 合同于 I, 正惯性指数为 n;

3. 特征值全正;

4. 顺序主子式全正.

负定的判定

A 负定 ⇐⇒ 奇数阶顺序主子式为负, 偶数阶顺序主子式为正.

正定矩阵的性质

若 A 正定, 则 AT, A−1, A∗, Am 均正定.
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