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0.1 符号说明

1. 拉丁字母 i, j, k, l, · · · 表示标识指标, 不遵循 Einstein 求和约定;

2. 希腊字母 µ, ν, κ, λ, ρ, σ, · · · 表示具体指标, 遵循 Einstein 求和约定;

3. 拉丁字母 a, b, c, d, · · · 表示 Penrose 抽象指标, 不表示数值, 遵循 Einstein 求和约定.

0.2 内容概要

多重线性代数 −−→ Graßmann 外代数 微分结构−−−−→ Cartan 微分形式理论

集合
拓扑结构−−−−→拓扑流形 微分结构−−−−→微分流形



联络 ∇−−−→
Chap.4

仿射联络流形

Riemann 度规−−−−−−−→
Chap.5

Riemann 流形
伪 Riemann 度规−−−−−−−−−→

Chap.5
伪 Riemann 流形

辛形式−−−→
偶数维

Chap.6
辛流形

切触结构−−−−→
奇数维

Chap.6
切触流形

复结构−−−→
Chap.7
复流形
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微分流形的基本结构

1 微分流形的基本结构

1.1 流形的拓扑结构

1.1.1 拓扑空间

Def. 1 拓扑

设 T 为非空集合 X 的若干子集构成的集合, 若 T 满足:

1. X,∅ ∈ T ;

2. 若 Oi ∈ T (i = 1, · · · , n), 则
n⋂
i=1

Oi ∈ T ;

3. 若 Oα ∈ T , 则
⋃
α

Oα ∈ T ,

则称 T 为 X 的一个拓扑 (Topology).

Def. 2 拓扑空间

指定了拓扑 T 的集合 X 称为一个拓扑空间 (Topological Space), 可记作 (X,T ).

Eg. 1 离散拓扑与凝聚拓扑

设 X 为一个非空集合

1. 若 T 为 X 的全部子集的集合, 则 T 构成 X 的一个拓扑, 称为离散拓扑 (Discrete
Topology);

2. 若 T = {X,∅}, 则 T 构成 X 的一个拓扑, 称为凝聚拓扑 (Indiscrete Topology).

1. 的定义:

2. 的定义:

3. 若 O ∈ T , 则称 O 为一个开子集, 简称开集.

4. : 离散拓扑为元素最多的拓扑, 凝聚拓扑为元素最少的拓扑.

5. 设 X = Rn, 其中的开球 (Open Ball) 定义为

B(x0, r) = {x ∈ Rn | |x− x0| < r, x0 ∈ X, r > 0}

其中 x0 称为球心, r 称为半径. R2 的开球称为开圆盘 (Open Disc), R 的开球称为开区
间 (Open Interval).
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微分流形的基本结构

6. Rn 的通常拓扑 (Usual Topology) 定义为:

Tu :=
{
∅ 或 Rn 中能表为开球之并的子集

}
若无声明, 默认拓扑空间 Rn 为 (Rn,Tu).

7. 设 (X,T ) 为拓扑空间, A 为 X 的非空子集, 定义

S := {O ∩ A | O ∈ T }

则称 S 为由 T 诱导到 A 上的诱导拓扑 (Induced Topology), 称 (A,S ) 为 X,T 的拓

扑子空间 (Topological Subspace).

8. 乘积拓扑:设 (X1,T1) 与 (X2,T2) 为两个拓扑空间, X = X1 ×X2, 定义 X 的拓扑为

T :=
{
O ∈ X | O 可表为形如 O1 ×O2 的子集之并, O1 ∈ T1, O2 ∈ T2

}
则称 T 为 X 的乘积拓扑 (Product Topology).

9. 映射的连续性:设 (X,T ) 与 (Y,S ) 为两个拓扑空间, 映射 f : X → Y , 若 ∀O ∈ S ,
f−1[O] ∈ T (即 Y 中任意开集的原像在 X 中仍为开集), 则称 f 是连续的 (Continuous)
或 C0.

10. 同胚的定义:设 (X,T ) 与 (Y,S ) 为两个拓扑空间, 若存在映射 f : X → Y 满足

(a) f 是一个双射;

(b) f 是连续的;

(c) f 的逆映射 f−1 也是连续的,

则称 (X,T ) 与 (Y,S ) 为相互同胚的 (Homeomorphic), 称 f 为从 (X,T ) 到 (Y,S ) 的
同胚映射 (Homeomorphism), 简称同胚.

1.1.2 拓扑空间的紧致性

1.1.3 定义: 开覆盖, 有限子覆盖

设 {Oα}为 X 的开子集的集合,若 A ⊆
⋃
α

Oα,则称 {Oα}为 A的一个开覆盖,或称 {Oα}

覆盖 A. 若 {Oα} 中有限个元素构成的子集 {O1, · · · , On} 也覆盖 A, 则称 {Oα} 有有限子覆
盖.

1.1.4 定义: 紧致性

若 A ⊆ X 的任意一个开覆盖都有有限子覆盖, 则称 A 是紧致的.

1. R 中任一开区间或半开半闭区间均不紧致;
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微分流形的基本结构

2. R 不紧致;

3. R 中任一闭区间均紧致.

设 (X,T ) 是一个拓扑空间, 若 ∀x 6= y ∈ X, ∃O1, O2 ∈ T , 使得 x ∈ O1, y ∈ O2, 且
O1 ∩ O2 = ∅ (即任意两个不同的点均有不相交的开邻域), 则称 (X,T ) 为一个 T2 空间或

Hausdorff 空间.

1.1.5 定理

若 (X,T ) 为 T2 空间, A ⊆ X 是紧致的, 则 A 为一个闭集.

1.1.6 拓扑流形

1.2 流形的微分结构

1.2.1 微分流形及其参数化

Def. 3 n 维微分流形

设 M 为一个拓扑空间, 若 M 有开覆盖 {Oα}, 满足:

1. 对于每个 Oα, 均存在一个同胚 ψα : Oα → Vα, 其中 Vα 为 Rn 以 Tu 衡量的开子集

(即 M 中每点都有开邻域与 Rn 中的开集同胚);

2. (相容性条件) 若 Oα ∩Oβ 6= ∅, 则 ψβ ◦ ψ−1
α 是光滑的, 即 C∞,

则称 M 为一个 n 维微分流形 (n-dim Differential Manifold), 简称 n 维流形.

1. 的定义:

2. 局部参数化 (坐标卡): 设 p ∈ Oα, 其在 ψα 下的像 ψα(p) 在 Rn 中的坐标 (x1, · · · , xn)
称为 p 在 ψα 下获得的坐标. (Oα, ψα) 构成一个局部坐标系 () 或称坐标卡 (), 其坐标域
为 Oα.

3. 坐标变换:若有另一个局部坐标系 (Oβ, ψβ), 且 Oα ∩ Oβ 6= ∅, 则有 ψβ ◦ ψ−1
α 诱导的坐标

变换

x1
(β) = x1

(β)(x1
(α), · · · , xn(α)) · · · xn(β) = xn(β)(x1

(α), · · · , xn(α)) (1.1)

4. * 整体参数化 (图册): 一个图册 (Atlas) 为一族坐标卡的集合 A = {(Oα, ψα)}

5. n 维带边流形的定义:

1.2.2 微分同胚与单参微分同胚群

1. 微分同胚的定义:设 M 与 M ′ 是两个微分流形, 若存在映射 f : M → M ′ 满足

8



微分流形的基本结构

图 1: 微分流形

(a) f 是一个双射;

(b) f 是光滑的;

(c) f 的逆映射 f−1 也是光滑的,

则称 M 与 M ′ 为微分同胚的 (Diffeomorphic), 称 f 为从 M 到 M ′ 的微分同胚映射

(Diffeomorphism), 简称微分同胚.

2. 微分同胚的主动观点与被动观点:主动观点认为 ϕ 为点的变换, 即 p
∈M

7→ ϕ(p)
∈M ′

. 被动观点

认为只是坐标变换 {xµ(p)} → {x′µ(p)} = {y(ϕ(p))}. 两种观点是等价的.

3. 单参微分同胚群:设 ϕ : R × M → M 是一个光滑映射, 记 ϕt(·) = ϕ(t, ·), ϕp(·) = ϕ(·, p),
若

(a) ∀t ∈ R, ϕt : M → M 为一个微分同胚;

(b) ∀s, t ∈ R, ϕt ◦ ϕs = ϕs+t,

则称 {ϕt | t ∈ R} 是一个单参微分同胚群 (One-Parameter Group of Diffeomorphisms),
又称 ϕ 是一个单参微分同胚群.

1.2.3 流形上的函数

1. 流形上函数与标量场的定义:流形 M 上的函数 (Function on Manifold) 是 M 到实数域

R 上的一个映射
f : M → R

若 f 是 C∞ 的, 则称为 M 上的光滑函数, 又称 M 上的标量场 (Scalar Field).

9



微分流形的基本结构

2. M 上的光滑函数构成的集合记作 FM .

3. 不变性:若在 p ∈ M 附近的坐标系 (x1, · · · , xn)下,标量场表示为多元函数 fX(x1, · · · , xn),
在 (y1, · · · , yn) 表示为 fY (y1, · · · , yn), 则有 fX(x1, · · · , xn) = fY (y1, · · · , yn), 即函数形
式改变, 但对应点上的值不变.
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1.3 流形的局部线性结构

1.3.1 切矢量

1. 切矢量的代数定义:若映射 X : FM → R 对于 ∀f, g ∈ FM , ∀a, b ∈ R 满足

(a) 线性
Xp(af + bg) = aXp(f) + bXp(g) (1.2)

(b) Leibniz 法则 (定义 (fg)|p = f |p · g|p)

Xp(fg) = Xp(f)g(p) + f(p)Xp(g) (1.3)

则称 Xp 为在 p ∈ M 上的一个切矢量 (Tangent Vector).

2. 切矢量的几何定义:选定流形上一条过 p 的光滑曲线 γ(t), 令 γ(t0) = p, 则切矢量在 p 处

对任意光滑函数 f ∈ FM 的作用为 Xp(f) = d(f ◦ γ)
dt

∣∣∣∣∣
t0

= d
dt
f
(
γ(t)

)∣∣∣∣∣
t0

, 于是可定义 γ

在 p 处诱导的切矢量为

Xp := d
dt

∣∣∣∣∣
t0

(1.4)

切矢量是 Rn 上的方向导数在流形上的推广, Xp(f) 为 f 在 p 处沿 γ(t) 的方向导数. 若
取曲线为坐标线, 则可以诱导出坐标基矢量.

3. 坐标基矢量与切矢量的坐标分量:若选定局部坐标系 (x1, · · · , xn), 切矢量 Xp 对函数 f

的作用可写作

Xp(f) = ξµp ∂µf = dxµ

dt

∣∣∣∣∣
t=0

∂f

∂xµ
(1.5)

其中 ∂µ = ∂

∂xµ
(µ = 1, · · · , n) 为坐标基矢量 (Coordinate Basis Vector), 又称自然标架

或坐标标架 (Coordinate Frame), ξµp = dxµ

dt

∣∣∣∣∣
t=0
为 Xp 的第 µ 个坐标分量 (Coordinate

Component). 于是可将切矢量按基 (∂1, · · · , ∂n) 展开为

Xp = ξµp ∂µ (1.6)

4. 分量变换:切矢量的分量 ξµp 依赖于坐标系, 而切矢量 Xp 本身不依赖于坐标系. 若在 p

处的两组基矢量 {∂µ} 与 {∂′
ν} 下, 切矢量 Xp 可分别展开为 Xp = ξµp ∂µ = ξ′ν

p ∂
′
ν , 则两组

分量间的变换关系为

ξ′ν = ∂x′ν

∂xµ
ξµ ξµ = ∂xµ

∂x′ν ξ
′ν (1.7)

设 f(p) = F
(
x(p)

)
= F ′(x′(p)

)
, 则

∂µ(f) = ∂F ′

∂xµ
= ∂F ′

∂x′ν
∂x′ν

∂xµ
= ∂x′ν

∂xµ
· ∂′

ν(f) =
(

∂x′ν

∂xµ
∂′
ν

)
(f) =⇒ ∂µ = ∂x′ν

∂xµ
∂′
ν

基矢变换

11
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=⇒ Xp = ξ′ν∂′
ν = ξµ∂µ = ξµ

∂x′ν

∂xµ
∂′
ν =⇒ ξ′ν = ∂x′ν

∂xµ
ξµ

分量变换

1.3.2 切空间、切丛、切场

1. 切空间的定义:流形 M 上过 p 点所有切向量构成的集合, 称为 M 在 p 处的切空间

(Tangent Space), 记作 TpM . 若 M 为 n 维流形, 则 TpM 与 Rn 线性同构, 也成为一个
n 维实线性空间.

2. 切丛的定义:流形 M 的切丛 (Tangent Bundle) 为 M 上各点处切空间的不交并 (Disjoint
Union), 即所有有序元素对之并, 亦即所有有序元素对构成的集合

TM :=
⋃
p∈M

{p} × TpM := {(p,Xp) | p ∈ M,Xp ∈ TpM} (1.8)

n 维流形的切丛是一个 2n 维流形.

3. 切丛的局部平凡性:局部切丛 TU 同构于 p 点邻域 U 与 Rn 的 Cartesius 积

TU =
⋃
p∈U

{p} × TpM
∼= U × Rn (1.9)

4. 切场的定义:一个切场 (Tangent Field) X 为流形上每一点 p ∈ M 指定一个切向量 Xp ∈
TpM , 即将流形上每一点映射到切空间中的一个切矢量

X : M → TM p 7→ Xp ∈ TpM (1.10)

切场为切丛的一个截面.

5. 切场作用于一个光滑函数可得到一个新的函数

[X(p)](f) = Xp(f) ≡ [X(f)](p) (1.11)

X(f) : M → R p 7→ [X(f)](p) (1.12)

6. 切场的光滑性:

(a) 若 X(f) 是光滑函数, 则称切场 X 是光滑的.

(b) 若在给定局部坐标系 (x1, · · · , xn) 中, X 可表示为 X(x) = ξµ(x) ∂µ, 且 ξµ 均为光

滑函数, 则称切场 X 是光滑的.

7. 切场空间及其 Lie 括号: M 上所有光滑切场构成的集合 XM 成为实数域上的一个无

限维线性空间. 可在此切场空间内定义 Lie 括号 (Lie Bracket) 运算. 两个光滑切场

12
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X = ξµ ∂µ ∈ XM 与 Y = ηµ ∂µ ∈ XM 的 Lie 括号, 或称对易子 (Commutator) [X,Y ] 也
是一个光滑切场, 其定义为 ∀f ∈ FM

[X,Y ](f) := X
(
Y (f)

)
− Y

(
X(f)

)
= (ξµ∂µην − ηµ∂µξ

ν) ∂νf (1.13)

设 (x1, · · · , xn) 为任一坐标系, 对于坐标基矢场, 有

[∂µ, ∂ν ] = 0 (1.14)

8. 积分曲线:设 c(t) 为 M 上的一条光滑曲线, X 为 M 上的一个光滑切场, c(t0) = p, 若

Xp = dc(t)
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

(1.15)

即在每点处, 该曲线诱导的切矢量等于切场指定的切矢量, 则称 c(t) 为切场 X 的积分曲

线 (Integral Curve). 且 M 上任意一点 p, 必定有 X 的局部唯一的积分曲线 c(t) 经过.

9. 由单参微分同胚群生成切场:给定单参微分同胚群 ϕ, 对于 ∀p ∈ M , 映射 ϕp : R → M 为

M 上的一条过 p 的光滑曲线, 记 dϕp
dt

∣∣∣∣∣
t=0

= Xp, 若 p 取遍 M , 则可生成一个切场.

10. 由切场生成单参微分同胚群:给定切场 X, 对于 ∀p ∈ M , 必定存在局部唯一的积分曲线
c(t), 使得 c(0) = p, 定义微分同胚 ϕt : M → M , p 在 ϕt 下的像为 ϕt(p) = c(t), 易证
{ϕt} 构成一个群, 即单参微分同胚群, 其中 ϕ0 为恒等元.

11. 适配坐标系:选取一个局部坐标系 {x1}, 使得 xµ 坐标线为切场 va 的积分曲线, 即

va =
(

d
dt

)a
=
(
∂

∂x1

)a
(1.16)

其分量为 v = (1, 0, · · · , 0),则称 {xµ}为 va的适配坐标系 (Adapted Coordinate System).
若单参微分同胚变换诱导一个坐标变换 {xµ} → {x′µ}, 则有

x′1(ϕt(p)) = x1(p) = x(ϕ(p)) − t (1.17)

1.3.3 余切矢量、余切空间、余切丛、余切场

1. 余切空间:设流形M 在 p处的切空间为 TpM ,其对偶空间即余切空间 (Cotangent Space)
T∗
pM ,即从切空间 TpM 到 1-dim实线性空间 R的所有线性函数 (Linear Function)的集
合,或称所有线性泛函 (Linear Functional)的集合,亦即所有同态映射 (Homomorphism)
的集合.

T∗
pM = HomR(TpM,R) (1.18)
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2. 余切矢量:余切空间中的元素称为余切矢量 (Cotangent Vector), 即线性函数 (泛函)

ω : TpM → R Xp 7→ ωp(X) (1.19)

3. 分量变换:设 ω = ωµ dxµ = ω′
ν dx′ν , 则

ω′
ν = ∂xµ

∂x′ν ωµ ωµ = ∂xµ

∂x′ν ω
′
ν (1.20)

4. 余切场的定义及其光滑性:若在 M 上每一点均指定一个余切矢量,则可构成一个流形 M

上的余切场 (Cotangent Field) ω. 若 ∀X ∈ XM , 函数 ω(X) 是光滑的, 则称余切场 ω 是

光滑的. M 上所有光滑余切场构成的集合记作 Ω1
M .

5. 对偶基与余切场的按基展开: {dxµ}为余切空间 T∗
pM 中的,与切空间 TpM 中的基 {∂µ}

对偶的基, 称为对偶基 (Dual Basis).

dxµ(∂ν) = δµν (1.21)

于是 p ∈ M 邻域内的任意余切场可按基展开为

ω = ωµ dxµ (1.22)

6. 由光滑函数生成余切场: ∀f ∈ FM ,其生成的余切场定义为

df(X) := X(f) (1.23)

余切场 df 可按基 {dxµ} 展开为

df = ∂f

∂xµ
dxµ (1.24)

7. 余切丛:流形 M 的余切丛 (Cotangent Bundle) 为 M 上各点处余切空间的不交并

T∗M :=
⋃
p∈M

{p} × T∗
pM :=

{
(p, ωp) | p ∈ M,ωp ∈ T∗

pM
}

(1.25)

n 维流形的余切丛是一个 2n 维流形. 余切丛也具有局部平凡性, 即 T∗U ∼= U × Rn.

1.3.4 坐标变换下切场分量的逆变与余切场分量的协变

在局部作一般的坐标变换 xµ → x′µ = x′µ(x), 为了存在相应逆变换 x′µ → xµ = xµ(x′), 要
求变换矩阵的 Jacobi 行列式

det Λ = det
(
∂x′µ

∂xν

)
6= 0 (1.26)
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1. 切场的自然标架变换为
∂′
µ = ∂xν

∂x′µ ∂ν = (Λ−1)νµ ∂ν (1.27)

2. 余切场的自然标架变换为
dx′µ = ∂x′µ

∂xν
dxν = Λµν dxν (1.28)

3. 切场的坐标分量变换为
ξ′µ = ∂x′µ

∂xν
ξν = Λµνξ

ν (1.29)

X = ξ′µ ∂′
µ = ξν ∂ν = ξν

∂x′µ

∂xν
∂′
µ = ξνΛµν ∂

′
µ

4. 余切场的坐标分量变换为
ω′
µ = ∂xν

∂x′µων = (Λ−1)νµων (1.30)

ω = ω′
µ dx′µ = ων dxν = ων

∂xν

∂x′µ dx′µ = ων(Λ−1)νµ dx′µ

5. 由于切矢量的坐标分量变换规律与切空间基矢量变换规律相反, 故称为逆变矢量 (Con-
travariant Vector). 由于余切矢量的坐标分量变换规律与切空间基矢量变换规律相同,
故称为协变矢量 (Covariant Vector).

1.3.5 活动标架变换式

若 e′
µ = Λνµeν , 则

ϑ′µ =
(
(Λ−1)T

) µ

ν
ϑν (1.31)

ϑ′µ(e′
κ) =

(
(Λ−1)T

) µ

ν
ϑν(Λλκeλ) =

(
(Λ−1)T

) µ

ν
Λλκδ

ν
λ = (Λ−1)µνΛνκ = (Λ−1Λ)µκ = δµκ
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1.4 流形上的张量场

1.4.1 张量的三种等价定义

1. 多重张量积视角:

(a) 张量空间的构成: r 阶逆变 s 阶协变张量空间 (r-Contravariant and s-Covariant
Tensor Space) 为 r 个切空间与 s 个余切空间的多重张量积 (Multiple Tensor Pro-
duce) 构成的 nr+s 维线性空间

Tr
s(p) := TpM ⊗ · · · ⊗ TpM︸ ︷︷ ︸

r

⊗ T∗
pM ⊗ · · · ⊗ T∗

pM︸ ︷︷ ︸
s

(1.32)

其中的元素 T ∈ Tr
s(p)称为一个 (r, s)型张量 (Tensor of Type (r, s))或 (r, s)-张量.

(b) 张量空间的基:若 {eµ} 为 TpM 的一个基, {ϑµ} 为 T∗
pM 的一个基, 则张量空间

(1.32) 的一个基为

{eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµr ⊗ ϑν1 ⊗ · · · ⊗ ϑνs | µ1, · · · , µr, ν1, · · · , νs = 1, · · · , n} (1.33)

若取 eµ = ∂µ, ϑµ = dxµ, 则称为张量空间的自然标架.

(c) 张量的按基展开:选定张量空间的一个基 (1.33), 则可将张量 T ∈ Tr
s(p) 展开为

T = T µ1···µr
ν1···νs

eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµr ⊗ ϑν1 ⊗ · · · ⊗ ϑνs (1.34)

其中 T µ1···µr
ν1···νs

称为 T 在基下的分量, 可写为

T µ1···µr
ν1···νs

= T (ϑµ1 , · · · , ϑµr ; eν1 , · · · , eνs) (1.35)

采用抽象指标记号 (Abstract Index Notation), 可将 (r, s)-张量 T 记为 T a1···ar
b1···bs

.

2. 分量变换规律视角:在流形M 上选定局部坐标系 {xµ},若有 nr+s 个函数 T µ1···µr
ν1···νs

,当

作坐标变换 xµ → x′µ = x′µ(x), 且 det Λ = det
(
∂x′µ

∂xν

)
6= 0 时, 这组函数满足

T ′µ1···µr
ν1···νs

= ∂x′µ1

∂xκ1
· · · ∂x

′µr

∂xκr

∂xλ1

∂x′ν1
· · · ∂x

λs

∂x′νs
T κ1···κr

λ1···λs

= Λµ1
κ1 · · ·Λµr

κr
(Λ−1)λ1

ν1 · · · (Λ−1)λs
νs
T κ1···κr

λ1···λs

(1.36)

则称这组函数为 (r, s)-张量在该局部坐标系下的坐标分量, 其中 µ1, · · · , µr 称为逆变指
标, ν1, · · · , νs 称为协变指标.

16



微分流形的基本结构

3. 多重线性映射视角:一个 (r, s)-张量即多重线性函数

T : T∗
pM × · · · × T∗

pM︸ ︷︷ ︸
r

× TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
s

→ R

(ω(1), · · · , ω(r), X(1), · · · , X(s)) 7→ T (ω(1), · · · , ω(r), X(1), · · · , X(s))
(1.37)

选定张量空间的一个基 (1.33), 则可将映射 T 下的像写为

T (ω(1), · · · , ω(r), X(1), · · · , X(s)) = T µ1···µr
ν1···νs

ω(1)
µ1 · · ·ω(r)

µr
ξν1

(1) · · · ξνs

(s) (1.38)

T (ω(1), · · · , ω(r), X(1), · · · , X(s))

= Tµ1···µr
ν1···νs

eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµr ⊗ ϑν1 ⊗ · · · ⊗ ϑνs(ω(1), · · · , ω(r), X(1), · · · , X(s))

= Tµ1···µr
ν1···νs

ω(1)(eµ1) · · · ω(r)(eµr )ϑν1(X(1)) · · · ϑνs(X(s))

= Tµ1···µr
ν1···νs

ω(1)
µ1 · · · ω(r)

µr
ξν1

(1) · · · ξνs

(s)

1.4.2 张量的逐点运算

逐点运算只能在定义于流形上同一点的张量间进行.

1. 线性运算:同型张量可定义线性运算, 即加法与数量乘法. ∀T, S ∈ Tr
s(p), ∀a, b ∈ R

(aT + bS)µ1···µr
ν1···νs

:= aT µ1···µr
ν1···νs

bSµ1···µr
ν1···νs

(1.39)

2. 张量积

(a) 张量积是一个双线性映射

⊗ : Tr
s(p) × Tk

l (p) → Tr+k
s+l (p) (T, T ′) 7→ T ⊗ T ′ (1.40)

(b) T ⊗ T ′ 为 (r + k, s+ l)-张量, 满足

T ⊗ T ′(ω(1), · · · , ω(r), ω(r+1), · · · , ω(r+k);X(1), · · · , X(s), X(s+1), · · · , X(s+l))

:= T (ω(1), · · · , ω(r);X(1), · · · , X(s))T ′(ω(r+1), · · · , ω(r+k); , X(s+1), · · · , X(s+l))
(1.41)

(c) 张量积运算不满足交换律.

3. 缩并

(a) 张量的缩并 (Contraction) 是个线性映射, 令 µi = νj = κ

Ci
j : Tr

s(p) → Tr−1
s−1(p) T 7→ Ci

jT = T (· · · , ϑµi , · · · ; · · · , eνj
, · · · ) (1.42)

17



微分流形的基本结构

像的基为

eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµi−1 ⊗ eµi+1 ⊗ · · · ⊗ eµr ⊗ ϑν1 ⊗ · · · ⊗ ϑνj−1 ⊗ ϑνj+1 ⊗ · · · ⊗ ϑνs (1.43)

像在基下分量为

T µ1···µi−1κµi+1···µr
ν1···νj−1κνj+1···νs

(1.44)

(b) 张量的缩并与基的选择无关.

4. 对称化与反对称化:以协变张量为例, 逆变张量同理.

(a) 2 阶协变张量的对称化与反对称化

T(ab) = 1
2

(Tab + Tba) (1.45)

T[ab] = 1
2

(Tab − Tba) (1.46)

(b) s 阶协变张量的对称与反对称化: 设 Ss 为 s 元对称群, sgn(σ) =


1 偶排列

−1 奇排列

T(a1···as) = 1
s!
∑
σ∈Ss

Tσ(1)···σ(s) (1.47)

T[a1···ss] = 1
s!
∑
σ∈Ss

sgn(σ)Tσ(1)···σ(s) (1.48)

(c) 全对称与全反对称

i. 全对称协变张量满足

Ta1···as = T(a1···as) ⇐⇒ T[a1···as] = 0 (1.49)

ii. 全反对称协变张量满足

Ta1···as = T[a1···as] ⇐⇒ T(a1···as) = 0 (1.50)

1.4.3 张量场、张量丛

1. 张量场的定义及其光滑性:若在流形 M 上每点均指定一个 (r, s)-张量, 则可构成一个 M

上的 (r, s)-张量场 (Tensor Field) Tr
sM . 若 ∀X(1), · · · , X(s) ∈ XM , ∀ω(1), · · · , ω(r) ∈ Ω1

M ,
有 T (ω(1), · · · , ω(r);X(1), · · · , X(s)) ∈ FM , 则称 Tr

sM 为光滑张量场.

2. 张量场空间: M 上所有光滑 (r, s)-张量场构成的集合记作 T r
s M , 也成为一个无限维的

实线性空间, 称 (r, s)-张量场空间.
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3. 张量场的按基展开:选取局部坐标系 {xµ} 与自然标架 {∂µ} , {dxν}, 则 (r, s)-张量场可表
为

T = T µ1···µr
ν1···νs

∂µ1 ⊗ · · · ⊗ ∂µr ⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνs (1.51)

4. 张量丛的定义:流形 M 上各点处张量空间的不交并

Tr
sM =

⋃
p∈M

{p} × Tr
s(p) (1.52)

称为 M 上的 (r, s) 型张量丛.
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1.4.4 * 线性空间的张量积

Let v ∈ V , w ∈ W , ϕ ∈ V ∗, ψ ∈ W ∗, dim V = n, dimW = m, then

Hom(V ×W ) := {f : V ×W → R | f is a linear map} (1.53)

f :V ×W → R

(v, w) 7→ f(v, w) = ϕ(v) + ψ(w)
(1.54)

=⇒ f ∈ V ∗ ⊕W ∗ (1.55)

Bil(V,W ;R) := {B : V ×W → R | B is a bilinear map} (1.56)

B :V ×W → R

(v, w) 7→ B(v, w) =
n∑
i=1

m∑
j=1

aijϕi(v)ψj(w) ≡
∑
i,j

aijϕi ⊗ ψj
(1.57)

=⇒ B ∈ V ∗ ⊗W ∗ (1.58)

V ∗ ⊗W ∗ = Bil(V,W ;R) (1.59)

V ⊗W = Bil(V ∗,W ∗;R) (1.60)

2 微分形式
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2.1 Graßmann 外代数

2.1.1 外代数形式

1. 1-形式:一个 1-形式 (1-form) 就是一个线性函数.

ω : Rn → R (2.1)

2. 2-形式:一个 2-形式就是一个定义在一对矢量上的斜对称双线性函数

ω2 : Rn × Rn → R (2.2)

ω2(v, u) = −ω2(u, v) (2.3)

易证, ω(v, v) = 0.

3. k-形式:一个 k-形式就是定义在 k 个矢量上的斜对称 k 重线性函数

ωk : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
k 重

→ R (2.4)

ωk(ξi1 , · · · , ξik) = (−1)τ(i1,··· ,ik)ω(ξ1 · · · ξk) (2.5)

2.1.2 外积

2.1.3 定义: 外积

Rn上一个 k-形式 ωk与一个 l-形式 ωl的外积是 Rn上一个 (k+l)-形式,其在 ξ1, · · · ξk, ξk+1, · · · , ξk+l

上的值为

(ωk ∧ ωl)(ξ1, · · · , ξk+l) =
∑

i1<···<ik
j1<···<jl

(−1)τ(i1···ikj1···jl)ωk(ξi1 , · · · , ξik)ωl(ξj1 , · · · , ξjl) (2.6)

2.1.4 外积的运算法则

1. 分配律
(λ1ω

k
1 + λ2ω

k
2) ∧ ωl = λ1ω

k
1 ∧ ωl + λ2ω

k
2 ∧ ωl (2.7)

2. 结合律
(ωk ∧ ωl) ∧ ωm = ωk ∧ (ωl ∧ ωm) (2.8)

3. 斜交换律
ωk ∧ ωl = (−1)klωl ∧ ωk (2.9)
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2.1.5 两个 1-形式的外积

1-形式 ω1, ω2 的外积 ω1 ∧ ω2 是一个 2-形式

(ω1 ∧ ω2)(ξ1, ξ2) =

∣∣∣∣∣∣ω1(ξ1) ω2(ξ1)
ω1(ξ2) ω2(ξ2)

∣∣∣∣∣∣ = ω1(ξ1)ω2(ξ2) − ω1(ξ2)ω2(ξ1) (2.10)

映射 (ω1, ω2) 7→ ω1 ∧ ω2 是斜对称的:

ω1 ∧ ω2 = −ω2 ∧ ω1 (2.11)

坐标为 x1, · · · , xn 的 n 维空间中每个 2-形式都可以唯一地表示为

ω2 =
∑
µ<ν

ωµν dxµ ∧ dxν = 1
2
ωµν dxµ ∧ dxν (2.12)

其中 aij = ω(ei, ej).

2.1.6 交错化变换

1. 设 Sr 为 r 元对称群, 令 sgn(σ) =


1 偶置换

−1 奇置换
, 则可定义交错化变换为

Altr = 1
r!
∑
σ

sgn(σ)ψσ (2.13)

2.

3.

2.1.7 外代数
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2.2 Cartan 微分形式理论

2.2.1 微分形式

2.2.2 定义: 1-微分形式

流形M 上的 1-微分形式就是切丛到直线的光滑映射 ω : TM → R,其在每个切空间 TpM

上都是线性的.

2.2.3 定理: 1-微分形式按基展开

给定坐标系 x1, · · · , xn 的 Rn 上每个 1-微分形式都可以唯一地按基 {dx1, · · · , dxn} 展开
为以光滑函数 ai(x) 为系数的

ω = ai(x) dxi = a1(x) dx1 + · · · + an(x) dxn (2.14)

对于流形 M , 若 x1, · · · , xn : M → R 为 M 上构成某一区域中一个局部坐标系的函数, 则
该区域中每个 1-微分形式仍可以唯一地按基 {dx1, · · · , dxn} 展开为 ω = ai(x) dxi.

2.2.4 定义: k-微分形式

流形 M 上 p 点处的 k-微分形式 ωkp 就是 M 在 p 处的切空间 TpM 上的 k-外形式, 即对
于 p 处切于 M 的 k 个矢量 ξ1, · · · , ξk 的斜对称 k 重线性函数.

2.2.5 定理: k-微分形式的按基展开

在 Rn 上取定坐标系 x1, · · · , xn, 则任意一个 k-微分形式都可以唯一地按 TxRn 上的 k-外
形式空间的基 {dxi1 ∧ · · · ∧ dxik} (i1 < · · · < ik) 展开为以 Rn 上的光滑函数 aii,··· ,ik(x) 为系数
的

ωk =
∑

i1<···<ik
fi1···ik(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik (2.15)

对于流形 M , 若 x1, · · · , xn : M → R 为 M 上构成某一区域中一个局部坐标系的函数, 则
该区域中每个 k-微分形式仍可以唯一地按基 {dxi1∧· · ·∧dxik}展开为 ωk =

∑
i1<···<ik

fi1···ik(x) dxi1∧

· · · ∧ dxik .
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2.2.6 任意一个 k-微分形式对任意 k 个矢量的作用

设 ξ1, · · · , ξk 在坐标 x1, · · · , xn 上的坐标为 ξ1 = (ξ1
1 , · · · , ξn1 ), · · · , ξk = (ξ1

k, · · · , ξnk ), 有

ωk(ξ1, · · · , ξk) =
∑

i1<···<ik
ai1,··· ,ik(x)

(
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

)
(ξ1, · · · , ξk)

=
∑

i1<···<ik
ai1,··· ,ik(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dxi1(ξ1) · · · dxi1(ξk)

... ...
dxik(ξ1) · · · dxik(ξk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i1<···<ik

ai1,··· ,ik(x) det
[
dxiµ(ξν)

]

=
∑

i1<···<ik
ai1,··· ,ik(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξi11 · · · ξi1k
... ...
ξik1 · · · ξikk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

11<···<ik
ai1,··· ,ik(x) det

(
ξiµν
)

(2.16)

2.2.7 微分形式

1. 微分形式的多重映射定义:光滑流形 M 上 p 处的一个 k 次微分形式, 或微分 k-形式
(Differential k-Form) 就是一个全反对称的 k 重线性函数 ωp : TpM × · · · TpM︸ ︷︷ ︸

k

→ R. 简

称 k-形式.

2. 微分形式的张量定义:光滑流形 M 上 p 处的一个 k-形式就是一个 k 阶完全反对称协变

张量 ωp ∈ T0
k(p).

ωa1···ak
= ω[a1···ak] (2.17)

3. 微分形式的次数要求:一般要求 k ≤ dimM . 若 k > dimM , 则为零映射.

4. k-形式空间: M 上 p 处的所有 k-形式构成的集合成为 T0
k(p) 的一个线性子空间, 称为

k-形式空间 (Space of k-Forms), 记作 ∧k(T∗
pM).

5.

2.2.8 外积

1. 构造性定义:设 ∧ 为二元运算

∧ :
k∧

(T∗
pM) ×

l∧
(T∗

pM) →
k+l∧

(T∗
pM) (2.18)

满足 ∀ω ∈ ∧k(T∗
pM), θ ∈ ∧l(T∗

pM), k, l ∈ N

∧ : (ωa1···ak
, θb1···bl

) 7→ (ω ∧ θ)a1···akb1···bl
= (k + l)!

k!m!
ω[a1···ak

θb1···bl] (2.19)

则称 ∧ 为外积 (Exterior Product), 或称楔积 (Wedge Product).
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2. 公理化定义:外积满足

(a)

(b)

(c)

3. 微分形式的分量展开:设 ωa1···ak
∈ ∧k(T∗

pM), {}

ωa1···ak
= ωµ1···µk

(eµ1)a1 ∧ · · · ∧ (eµk)ak
(2.20)

4. k-形式空间的维数: (eµ1)a1 ∧ · · · ∧ (eµk)ak
为 k-形式空间的一个基, 由微分形式的完全反

对称性质, 可得

dim
k∧

(T∗
pM) =

(
n

k

)
= n!
k!(n− k)!

(2.21)

2.2.9 外微分

1. 公理化定义:外微分 d 是 Ω(M) 上的一个一元微分算子

d : Ωk(M) → Ωk+1(M) (2.22)

外微分算子 d 可由以下基本性质局部地唯一确定

(a) 线性性: ∀α, β ∈ Ωk(M), ∀a, b ∈ R

d(aα + bβ) = a dα + b dβ (2.23)

(b) 反对称 Leibniz 法则: 设 α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωl(M)

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ (2.24)

(c) 对函数的作用:在局部坐标系 {xµ} 中

df = ∂µf dxµ = ∂f

∂xµ
dxµ (2.25)

(d) 幂零性
d2 = d ◦ d ≡ 0 (2.26)

d 在坐标域之交处唯一, 因此可以在整个流形 M 上唯一地确定 d.

2. 构造性定义:
d : ωa1···ak

7→ (dω)ba1···ak
= (k + 1)∇[bωa1···ak] (2.27)

外微分不依赖于联络, 在微分流形上定义外微分无须附加结构.
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3. k-形式的外微分:设 ω 为一个 k-形式, 展开式为 ω =
∑

µ1<···<µk

fµ1···µk
dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµk , 则

dω =
∑

ρ<µ1<···<µk

δρµ1···µk
ν1···νk+1

∂fµ1···µk

∂xρ
dxρ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµk

=
(2.28)

其中 δρµ1···µk
ν1···νk+1

称为广义 Kronecker 符号:

δµ1···µk
ν1···νk

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δµ1
ν1 · · · δµ1

νk... ...
δµk
ν1 · · · δµk

νk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.29)

4. 闭形式的定义:一个 k-形式 ω, 若满足

dω = 0 (2.30)

则称 ω 为一个闭形式 (Closed Form).

5. 正合形式的定义:设 ω 为一个 k-形式, 若存在一个 (k − 1)-形式, 使得

ω = dη (2.31)

则称 ω 为一个正合形式 (Exact Form), 称 η 为 ω 的一个原形式 (Primitive) 或势 (Po-
tential).

6. 正合形式必为闭形式. 其逆命题仅在局部成立, 整体是否成立取决于流形的拓扑结构.

7. Poincaré 引理: 若 dω = 0, 且区域 U 可收缩, 则在 U 上存在一个形式 η, 使得 ω = dη.
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2.3 流形上的定向与体积形式

1. 可定向流形的定义:若 n 维流形 M 上存在一个连续且处处非零的 n-形式场, 则称 M 是

可定向的 (Orientable).

2. 体积形式的定义:一个 n 维连通的可定向流形 M 上的一个连续且处处非零的 n-形式场
ε 称为 M 的一个体积形式 (Volume Form).

3. 定向流形的定义:若在 M 上指定了一个体积形式 ε, 则 ε 可给出一个定向, 于是称 M 是

一个定向流形 (Oriented Manifold).

4. 两种定向:设体积形式 ε 在 M 上给出一个定向, 若存在另一个体积形式 ε′, 满足 ε′ = fε,
其中 f 是一个处处为正的函数, 则称 ε 与 ε′ 给出同一个定向, 若 f 处处为负, 则称其给
出不同的定向. M 上只有两个不同的定向.

5. 定向的定义:给出同一个定向的体积形式称为一个等价类, 称 M 上的一个定向 (Orienta-
tion) 为体积形式的一个等价类.

6. 标架场的手性: M 上给定体积形式 ε,若一个局域的标架场 (e1, · · · , en)在每点处均满足

εa1···an(e1)a1 · · · (en)an > 0 (2.32)

则称其为右手标架场, 若上式在每点处均为负, 则称其为左手标架场.

7. 体积形式的运算规律

(a) 完全缩并
εa1···anεa1···an = (−1)qn!(ε1···n)2 (2.33)

(b) 部分缩并
εa1···aibi+1···bnεa1···aici+1···cn = (−1)qn!δ[ai+1

bi+1
· · · δan]

bn
(2.34)

(c) 超曲面上的体积形式
εa1···an−1 = nbεba1···an−1 (2.35)

27



微分形式

2.4 流形上的积分

2.4.1 微分形式在流形上的局部积分

选定 n 维定向流形 M 上的一个局部坐标系 {xµ}, 坐标卡为 (O,ψ), n-形式 ω 可按基

dx1 ∧ · · · ∧ dxn 展开, 其分量为一个 n 元函数 ω1···n(x1, · · · , xn), 则对 ω 在 M 的局部 U ⊆ O

上的积分可转化为 ω1···n(x1, · · · , xn) 在 Rn 上的 n 重 Riemann 积分或 Lebesgue 积分.
ˆ
U

ω =
ˆ
ψ[U ]

ω1···n(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn (2.36)

积分

ˆ
U

ω 的值不依赖于坐标系的选取.

2.4.2 Stokes 公式

设 M 为 n 维光滑定向紧致带边流形, 其边界 ∂M 为 n − 1 维光滑流形, ω 为 M 上

(n− 1)-形式, 有 ˆ
M

dω =
ˆ
∂M

ω (2.37)

2.4.3 函数在流形上的积分

ˆ
M

f =
ˆ
M

fε (2.38)
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3 流形间的映射与流形上的变换

3.1 流形间的拉回与推前

设 M 与 M ′ 均为光滑流形, ϕ : M → M ′ 为任意光滑映射.

3.1.1 拉回映射

Def. 1 拉回映射

拉回映射 (Pullback Mapping) ϕ∗ : FM ′ → FM 定义为 ∀f ∈ FM ′ , p ∈ M

(ϕ∗f)(p) := f
(
ϕ(p)

)
(3.1)

ϕ∗ 满足线性性与 Leibniz 法则. 可表为复合映射 ϕ∗f = f ◦ ϕ.

3.1.2 推前映射

Def. 2 推前映射

推前映射 ϕ∗ : TpM → Tϕ(p)M
′ 定义为 ∀v ∈ TpM, f ∈ FM ′

(ϕ∗v)f := v(ϕ∗f) (3.2)

1.

2. ϕ∗v 满足线性性与 Leibniz 法则, 因此 ϕ∗v 是 M ′ 上的一个切矢量, 称 ϕ∗ 是 ϕ 的切映射.

3. ϕ∗ 是线性映射, 即 ∀v, u ∈ TM , ∀a, b ∈ R

ϕ∗(av + bu) = aϕ∗v + bϕ∗u (3.3)

4. 由于不要求 ϕ 为双射, 故无法推前切场, 即对于 p′ ∈ M ′, 不一定能找到唯一的 ϕ−1(p′)
与之对应.
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图 2: 拉回映射与推前映射

3.1.3 拉回与推前的延拓

拉回映射 ϕ∗ : FM ′ → FM 可延拓至协变张量场空间之间 ϕ∗ : T 0
s M

′ → T 0
s M , 定义为

∀T ∈ T 0
s M

′, p ∈ M, v(1), · · · , v(s) ∈ TpM

(ϕ∗T )a1···as |pva1
(1) · · · vas

(s) := Ta1···as|ϕ(p)(ϕ∗v(1))a1 · · · (ϕ∗v(s))as (3.4)

推前映射 ϕ∗ : TpM → Tϕ(p)M
′ 可延拓至逆变张量空间之间 ϕ∗ : Tr

0(p) → Tr
0(ϕ(p)), 定义

为 ω(1), · · · , ω(r) ∈ T∗
ϕ(p)M

(ϕ∗T )b1···brω
(1)
b1

· · ·ω(r)
br

:= T b1···br(ϕ∗ω(1))b1 · · · (ϕ∗ω(r))br (3.5)

3.1.4 微分同胚流形间的拉回与推前

1. 若 ϕ 为微分同胚映射, 则 ∀p′ ∈ M ′, 一定存在唯一的 p ∈ M , 使得 p = ϕ−1(p′), 于是可将
拉回映射与推前映射定义在任意 (r, s)-张量场空间之间.

2. 推前映射 ϕ∗ : T r
s M → T r

s M
′ 定义为

(ϕ∗T )a1···ar
b1···bs

|p′

r∏
i=1

ω(i)
ai

s∏
j=1

v
bj

(j) := T a1···ar
b1···bs

|ϕ−1(p′)
∏
i

(
ϕ∗ω(i)

)
ai

∏
j

[
(ϕ−1)∗v(j)

]bj (3.6)

∀p′ ∈ M ′, ∀ω(i) ∈ T∗
p′M ′, ∀v(j) ∈ Tp′M ′, i = 1, · · · , r, j = 1, · · · , s.

3. 拉回映射 ϕ∗ : T r
s M

′ → T r
s M 定义为

(ϕ∗T )a1···ar
b1···bs

|p
r∏
i=1

ω(i)
ai

s∏
j=1

v
bj

(j) := T a1···ar
b1···bs

|ϕ(p)
∏
i

[
(ϕ−1)∗ω(i)

]
ai

∏
j

(
ϕ∗v(j)

)bj (3.7)

4. 推前映射与拉回映射互为逆映射, 即

ϕ∗ = (ϕ∗)−1 ϕ∗ = (ϕ∗)−1 (3.8)
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3.1.5 微分同胚变换下的张量变换

1. 主动观点认为点与张量发生了变换 p 7→ ϕ(p), T 7→ ϕ∗T .

2. 被动观点认为点与张量不变, 描述二者的坐标系变换了.

3. 微分同胚下的张量分量变换式

(ϕ∗T )µ1···µr
ν1···νs

|ϕ(p) = T ′µ1···µr
ν1···νs

|p (3.9)

图 3: 坐标变换
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3.2 Lie 导数

1. Lie 导数的定义: 给定流形 M 上的一个单参微分同胚群 {ϕt}, ϕt : M → M 为 M 上的

一个变换, 其拉回映射 ϕ∗
t : Tr

sM → Tr
sM 为 M 的张量场上的一个变换.

LvT
a1···ar

b1···bs
:= lim

t→0

1
t

(
ϕ∗
tT

a1···ar
b1···bs

− T a1···ar
b1···bs

)
(3.10)

称为张量场 T a1···ar
b1···bs

沿切场 va 的 Lie 导数 (Lie Derivative).

2. 对光滑函数的作用: ∀va ∈ XM , f ∈ FM

Lvf = v(f) (3.11)

设 va 的积分曲线为 c(t), 则

Lvf |p = lim
t→0

1
t
(ϕ∗
t f − f)|p = lim

t→0

1
t
[f(ϕ(p)) − f(p)]

= lim
t→0

1
t
[f(c(t)) − f(c(0))] = d

dt

∣∣∣∣
0

f(c(t)) = vp(f)

3. Lie 导数的分量: LvT a1···ar
b1···bs

在 va 的适配坐标系中的分量为

(LvT )µ1···µr
ν1···νs

= ∂Tµ1···µr
ν1···νs

∂x1 (3.12)

4. 切场的 Lie 导数即切场的 Lie 括号
Lvua = [v, u]a (3.13)

选取 va 的适配坐标系 {xµ}, 则有 (vµ) = (1, 0, · · · , 0), 于是由 (1.13), 有

[v, u]µ = vν∂νu
µ − vν∂νv

µ︸ ︷︷ ︸
=0

= ∂1uµ
3.12==== (Lvu)µ

32



流形间的映射与流形上的变换

3.3 流形的嵌入

3.3.1 嵌入映射与嵌入子流形

1. 设光滑流形 M,S 满足 dimS ≤ dimM , 若映射 ϕ : S → M 满足

(a) ϕ 是单射;

(b) ϕ 是光滑映射, 即 C∞;

(c) ϕ∗ : TpS → Tϕ(p)M 非退化, ∀p ∈ S,

则称 ϕ 为 S 到 M 的一个嵌入映射 (Embedding), 简称嵌入.

2. ϕ : S → ϕ[S] 是一个微分同胚.

3. 嵌入映射的像 ϕ[S] 称为嵌入子流形 (Embedded Submanifold).

3.3.2 超曲面与法余矢

1. 超曲面的定义:设 S 为 M 的嵌入子流形, 若 dimS = dimM − 1, 则称 ϕ[S] ⊆ M 为 M

的一张超曲面 (Hypersurface).

2. 超曲面的定义函数:光滑流形 M 中的一张超曲面 Σ 可由一个光滑函数 f : M → R 的正
规水平集来定义, 即

Σ = f−1(c) = {p ∈ M | f(p) = c = Const} (3.14)

且满足 df |p 6= 0, ∀p ∈ Σ (i.e. c is a Regular Value),其中 f 称为 Σ 的定义函数 (Defining
Function), 且 df 即 Σ 的一个法余矢.

3. 法余矢的定义:设嵌入映射 ϕ : S → M 下, 嵌入子流形 ϕ[S] 为 M 的一张超曲面, 若非零
余切矢量 na ∈ T∗

ϕ(p)M 满足 ∀va ∈ Tϕ(p)ϕ[S]

nav
a = 0 (3.15)

则称 na 为 ϕ[S] 在 ϕ(p) 处的法余矢 (Normal Covector).

4. 法余矢的存在唯一性定理:超曲面 ϕ[S] 在 ϕ(p) 处的法余矢必定存在, 且在相差一个非零
常数因子的意义下唯一.

设 {(e2)a, · · · , (en)a} 为 Tϕ(p)ϕ[S] 的一个基, {(e1)a, · · · , (en)a} 为 Tϕ(p)M 的一个基, 则由
(e1)a(eτ )a = δ1

τ = 0 (τ = 2, · · · , n), 因此 (e1)a 为 ϕ[S] 在 ϕ(p) 处的法余矢, 且 k(e1)a 也
均是法余矢 (k 6= 0).
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3.3.3 * 嵌入子流形上的积分

设 S 是一个 l 维紧致可定向流形, M 为 n 维流形, ϕ : S → M 为光滑嵌入, 则对 M 上

l-形式 ω ∈ Ωl(M) 在 ϕ[S] 上的积分为
ˆ
ϕ[S]

ω =
ˆ
S

ϕ∗ω (3.16)

ϕ∗ω|p : TpS × · · · × TpS︸ ︷︷ ︸
l

→ R 为 ωϕ(p) 的拉回, 与 ωϕ(p) 在 ϕ[S] 上的限制, 即 ωϕ(p) 在 ϕ[S]

上的切向分量 ω‖
p : Tϕ(p)ϕ[S] × · · · × Tϕ(p)ϕ[S]︸ ︷︷ ︸

l

→ R 等同.
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4 仿射联络流形

4.1 联络

4.1.1 导数算符

Def. 1 协变导数算符

设流形 M 上的一个映射

∇ : Tr
sM → Tr

s+1M (4.1)

若满足

1. 线性性: ∀T, S ∈ Tr
sM , ∀k, l ∈ R

∇a(kT b1···br
c1···cs

+ lSb1···br
c1···cs

) = k∇aT
b1···br

c1···cs
+ l∇aS

b1···br
c1···cs

(4.2)

2. Leibniz 法则: ∀T ∈ Tr
sM,S ∈ Tk

lM

∇a(T b1···br
c1···cs

Sd1···dk
e1···el

) = Sd1···dk
e1···el

∇aT
b1···br

c1···cs
+ T b1···br

c1···cs
∇aS

d1···dk
e1···el

(4.3)

3. 与缩并可交换, 即
∇ ◦ Ci

j = Ci
j ◦ ∇ (4.4)

4. 对光滑函数的作用为
∇af = (df)a (4.5)

则称 ∇a 为一个 M 上的导数算符, 若 ∇a 不依赖于坐标系的选择, 则称为一个协变导数算
符 (Covariant Derivative Operator).

Def. 2 无挠导数算符

若在上述 4 条公理化定义基础上加入无挠性条件, 即 ∀f ∈ T0
0M

∇a∇bf = ∇b∇af (4.6)

则称 ∇a 为一个无挠导数算符 (Torsion-Free Derivative Operator). 不满足无挠性条件的称
为有挠导数算符.

Def. 3 仿射联络

协变导数算符是定义在任意张量场上的, 若将定义限制到切场上, 则可刻画切矢量沿曲线
的平行移动, 故称协变导数算符为仿射联络 (Affine Connection).
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Def. 4 仿射联络流形

若光滑流形 M 上定义了一个仿射联络 ∇a, 则称其为仿射联络流形, 记作 (M,∇a).

1. 的定义:

2. 的定义:

3. 的定义:

4. :

5. 矢量对函数的作用: ∀v ∈ T1
0M , ∀f ∈ T0

0M

v(f) = va∇af (4.7)

va∇af = dxµ

dt
(∂µ)a [∂νf(dxν)a] = ∂µ(dxν)dxµ

dt
∂νf = dxµ

dt
∂µf = v(f)

6. 协变导数算符的分量展开
∇a = (dxµ)a∇µ (4.8)

7. 普通导数算符
∂a = (dxµ)a

∂

∂xµ
(4.9)

4.1.2 Lie 导数的联络表述

设 ∇a 为 (M,∇a) 上的任意无挠导数算符, 则切场、余切场、张量场沿 va 的 Lie 导数可
表述为

Lvu
a = [v, u]a = vb∇bu

a − ub∇bv
a (4.10)

Lvω
a = vb∇bωa + ωb∇av

b (4.11)

LvT
a1···ar

b1···bs
= (4.12)

[v, u](f) = vb∇b(ua∇af) − ub∇b(va∇af) =

lalign
(4.13)

4.1.3 联络之差

仿射联络流形 M 上的 (1, 2)-张量 Ca
bc 刻画了 M 上两个联络 ∇a, ∇̃a 之间的差异.

(∇a − ∇̃a)vb = Cb
acv

c (4.14)

(∇a − ∇̃a)ωb = −Cc
abωc (4.15)

(∇a − ∇̃a)T b1···br
c1···cs

=
r∑
i=1

Cbi
adT

b1···d···br
c1···cs

−
s∑
j=1

Cd
acj
T b1···br

c1···d···cs
(4.16)
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∇a(vbωb) = ωb∇av
b + vb∇aωb = ωb∇̃bv

b + ωbC
b
acv

c + vb∇aωb

= ∇̃a(vbωb) − vb∇̃aωb + ωcC
c
abv

b + vb∇aωb

∇a(vbωb)=∇̃a(vbωb)=============⇒ ∇aωb + Cc
abωc − ∇̃aωb = 0

(∇a − ∇̃a)T b1···br
c1···cs

= (∇a − ∇̃a)T µ1···µr
ν1···νs

(∂µ1)b1 · · · (∂µr)br(dxν1)c1 · · · (dxνs)cs

= (∂µ1)b1 · · · (dxνs)cs (∇a − ∇̃a)T µ1···µr
ν1···νs︸ ︷︷ ︸

=0

+
r∑
i=1

T µ1···µr
ν1···νs

(∂µ1)b1 · · · (dxνs)cs(∇a − ∇̃a)(∂µi
)bi

+
s∑
j=1

T µ1···µr
ν1···νs

(∂µ1)b1 · · · (dxνs)cs(∇a − ∇̃a)(dxνj )cj

=

4.1.4 Christoffel 符号

令 ∇̃a 为 ∂a, 则记 Cb
ac 为 Γ b

ac , 称之为 Christoffel 符号.

∇av
b = ∂av

b + Γ b
ac v

c (4.17)

∇aωb = ∂aωb − Γ c
abωc (4.18)

∇aT
b1···br

c1···cs
= ∂aT

b1···br
c1···cs

+
r∑
i=1

Γ bi
ad T

b1···d···br
c1···cs

−
s∑
j=1

Γ d
acj
T b1···br

c1···d···cs
(4.19)

Christoffel符号刻画了 M 上的一个联络 ∇a 在局部坐标系 {xµ}中与普通导数算符 ∂a 间

的差异. 由于依赖于局部坐标系的选择, Christoffel 符号并非一般意义上的 (1, 2)-张量.

4.1.5 切矢量沿曲线的平行移动

1. 切场沿曲线平移的定义:设 va 为在 (M,∇a) 的一条曲线 c(t) 上的一个切场, T a = [ċ(t)]a

为沿曲线方向的切场, 若 va 满足平行移动方程 (Parallel Transport Equation)

T b∇bv
a = 0 (4.20)

则称 va 是沿 c(t) 平行的 (Parallel along a Curve), 或称沿 c(t) 平移的 (Parallel Trans-
ported along a Curve).

2. 平行移动方程的坐标分量表示

dvµ

dt
+ Γ µ

νκ T
νvκ = 0 (µ = 1, · · · , n) (4.21)
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T b∇bv
a = T b(∂bva + Γ a

bc v
c) = ( T ν∂νv

µ︸ ︷︷ ︸
= dxν

dt
∂vµ

∂xν = dvµ

dt

+T νΓ µ
νκ v

κ)(∂µ)a = 0

3.

4.
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4.2 测地线

4.2.1 测地线方程

1. 测地线的定义:设 γ(t) 为 (M,∇a) 上的一条光滑曲线, T a = [γ̇(t)]a 为沿线的切矢量, 若
T a 是沿线平移的, 即

T b∇bT
a = 0 (4.22)

则称 γ(t) 为 (M,∇a) 的一条测地线 (Geodesic). 上式 (4.22) 称为测地线方程 (Geodesic
Equation).

2. 测地线方程的坐标分量形式:选取局部坐标系 {xµ}, 设 γ(t)的参数式为 xµ = xµ(t), 则测
地线方程为

d2xµ

dt2
+ Γ µ

νκ

dxν

dt
dxκ

dt
= 0 (µ = 1, · · · , n) (4.23)

Substitute vµ = Tµ = dxµ

dt
into (4.21).

3. 测地线的局部存在与唯一性定理:设 (M, ∇a) 上一点 p, 与此处的一个切矢量 va, 则有且仅有一
条过 p 点, 且在 p 处的切矢量等于 va 的曲线 γ(t) 为 p 的邻域内的测地线. 即 p 处的切矢量 va

决定了局部唯一的一条测地线.

设曲线参数式为 xµ = xµ(t), 则给出 n 个 2 阶 ODE d2xµ

dt2 + Γµ
νκ

dxν

dt

dxκ

dt
= 0 初始条件为

xµ(0) = xµ|p,
dxµ

dt

∣∣∣∣
t=0

= vµ, 利用 ODE 的 Picard-Lindelöf 定理.

4.2.2 测地线的参数化

1. 仿射参数的定义:使 (M,∇a) 上一条曲线 γ 满足测地线方程 (4.22) 的参数 t 称为 γ 的

一个仿射参数 (Affine Parameter). 若用另一个参数 t′ 参数化 γ, 则有可能使其不满足
(4.22), 可称 γ(t′) 为一条非仿射参数化的测地线.

2. 测地线的重参数化:设 γ(t) 为 (M,∇a) 上的一条仿射参数化的测地线, 其重参数化曲线
γ′(t′) = γ(t(t′)) 必定满足

T ′b∇bT
′a = −

(
dt
dt′

)2 d2t′

dt2
T ′a = k(t′)T ′a (4.24)

T a =
(

d
dt

)a
= dt′

dt

(
d

dt′

)a
= dt′

dt
T ′a

T b∇bT
a = dt′

dt
T ′b∇b

(
dt′

dt
T ′a

)
=
(

dt′

dt

)2

T ′b∇bT
′a + dt′

dt
T ′bT ′a∇b

dt′

dt
= 0

T ′b∇bT
′a = −

dt′

dt
T ′b∇b

dt′

dt(
dt′

dt

)2 T ′a = −
(

dt
dt′

)2 dt′

dt
d

dt′
dt′

dt
T ′a = −

(
dt
dt′

)2 d2t′

dt2
T ′a
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若曲线 γ′(t′)满足 (4.24),则必定存在其一个重参数化 γ(t)满足测地线方程 4.22, t = t(t′)
为其仿射参数.

3. 仿射参数间的关系:仿射参数的选择, 在相差一个线性变换的意义下是唯一的, 即若 t 与

s 均为同一条测地线的仿射参数, 则必定满足

s = at+ b (a, b ∈ R, a 6= 0) (4.25)

令 (4.24) 中 k(t′) = k(s) = 0, 有

d2s

dt2 = 0 =⇒ s = at + b
ds

dt
6= 0 =⇒ a 6= 0
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4.3 曲率张量

4.3.1 曲率张量的定义与性质

1. 曲率张量刻画了仿射联络流形上协变导数算符的非对易性.

[∇a,∇b]vc = −R c
abd v

d (4.26)

[∇a,∇b]ωc = R d
abc ωd (4.27)

[∇a,∇b]T c1···cr
d1···ds

= −
r∑
i=1

R ci
abe T c1···e···cr

d1···ds
+

s∑
j=1

R e
abdj

T c1···cr
d1···e···ds

(4.28)

2. 曲率张量的性质

(a) 前两个协变指标反对称
R d

[ab]c = R d
abc (4.29)

[∇a,∇b] = −[∇b,∇a]

(b) 第一 Bianchi 恒等式: 三个协变指标全对称

R d
[abc] = 0 (4.30)

∇a∇bωc = ∂a∇bωc − Γ d
ab∇dωc − Γ d

ac∇bωd

= ∂a(∂bωc − Γ e
bcωe) − Γ d

ab∇dωc − Γ d
ac∇bωd

= ∂a∂bωc − Γ e
bc ∂aωe − ωe∂aΓ

e
bc − Γ d

ab∇dωc − Γ d
ac∇bωd

R d
[abc] ωd = ∇[a∇bωc] − ∇[b∇aωc] = 2∇[a∇bωc]

= ∂[(a∂b)ωc] − Γ e
[(bc) ∂a]ωe − ωe∂[aΓ

e
(bc)] − Γ d

[(ab) ∇|d|ωc] − Γ d
[(ac) ∇b]ωd = 0

(c) 第二 Bianchi 恒等式: 微分性质

∇[aR
e

bc]d = 0 (4.31)

3. Ricci 张量: 令 (4.26) 中 c = b, 则有

[∇a,∇b]vb = −R b
abc v

c (4.32)

其中 R b
abc 为一个 (0, 2)-张量, 称为 Ricci 张量, 记作 Rac.

4.3.2 曲率张量的内禀性

流形 (M,∇a) 的曲率张量 R d
abc 是内禀曲率, 内禀的弯曲性体现在

1. 协变导数的非对易性: (4.26), (4.27), (4.28).
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2. 矢量平移的曲线依赖性.

3. 测地线的偏移.

内禀曲率是微分同胚变换下的不变量, 外曲率取决于嵌入的方式, 在微分同胚变换下会改变.

5 Riemann 几何
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5.1 度规

5.1.1 度规张量

1. 度规张量的定义:设 gab ∈ T0
2(p) 为流形 M 上一点 p 处的一个 (0, 2)-张量, 若满足

(a) 对称性, 即 gab = gba;

(b) 非退化, 即 ∀va ∈ TpM , 若 gabv
aub = 0 对所有 ub ∈ TpM 成立, 则 va = 0,

则称 gab 是流形 M 上 p 处的一个度规张量 (Metric Tensor), 其逆 g−1 记作 gab.

2. 度规矩阵及其符号差:度规 gab 在局部坐标系下的分量构成的矩阵称为度规矩阵 (Metric
Matrix). 若度规矩阵的正负惯性指数分别为 p, q, 则其符号差 (Signature) 为 (p, q). 符
号差为坐标变换下的不变量.

3. 度规张量场的定义:若流形 M 上对称的且处处非退化的 (0, 2)-张量场称为 M 上的一个

度规张量场 (Metric Tensor Field).

4. 矢量的长度与正交归一

(a) v ∈ TpM 的长度平方为

‖v‖2 :=
∣∣∣gabvavb∣∣∣ (5.1)

(b) 相互正交的矢量 u, v ∈ TpM 有

g(v, u) = gabv
aub = 0 (5.2)

(c) 正交归一的基矢量 {eµ} 有

gab(eµ)a(eν)b =


±1 µ = ν

0 µ 6= ν
(5.3)

(d) gab 于标准正交基下的分量构成的度规矩阵为

g = diag(±1, · · · ,±1) (5.4)

5. 度规与配备了度规的流形的分类

(a) Riemann 度规与 Riemann 流形: 若 g 为正定矩阵, 则称 gab 为 Riemann 度规
(Riemannian Metric). 若光滑流形 M 上定义了一个 Riemann 度规, 则称其为一个
Riemann 流形 (Riemannian Manifold), 记作 (M, gab).

(b) 伪 Riemann 度规与伪 Riemann 流形: 伪 Riemann 度规 (Pseudo-Riemannian
Metric) 不要求正定性, 一般的度规即伪 Riemann 度规. 配备了伪 Riemann 度规场
的流形称为一个伪 Riemann 流形 (Pseudo-Riemannian Manifold).
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(c) Lorentz 度规与 Lorentz 流形: 负惯性指数为 1 的度规称为一个 Lorentz 度规
(Lorentzian Metric),配备了 Lorentz度规场的流形称为一个 Lorentz流形 (Lorentzian
Manifold). GR 中的时空 (Spacetime) 即 4 维 Lorentz 流形. 平直的 (曲率处处为
0) 的 4 维 Lorentz 流形即 SR 中的 Minkowski 时空.

6. 曲线线长:对于伪 Riemann 流形上的 C1 曲线 c(t), 其切矢量为 T a, 则 c(t) 的线长为

l =
ˆ t2

t1

√
|gabT aT b| dt (5.5)

7. 升降指标:度规 g 在切空间与余切空间之间建立了一个同构映射. 因此在 (M, gab) 上,
TpM 与 T∗

pM 自然同构, 可利用度规张量及其逆将几何对象在矢量形式与余矢量形式之
间转换, 反映在指标上, 即对指标进行升降.

(a) 降调映射
♭ : TpM → T∗

pM va 7→ va = gabv
b (5.6)

(b) 升调映射
♯ : T∗

pM → TpM ωa 7→ ωa = gabωb (5.7)

(c) 高阶张量的指标升降

gcai
T a1···ai···ar

b1···bs
= T a1··· ···ar

c b1···bs
(5.8)

gcbjT a1···ar
b1···bj ···bs

= T a1···ar c
b1··· ···bs

(5.9)

5.1.2 Levi-Civita 联络

在流形 (M, gab) 上, 存在唯一的无挠联络 ∇a 使得 ∇agbc = 0, 称该联络为与度规适配的
联络, 或称 Levi-Civita 联络.

Levi-Civita 联络的导出: 任选一个联络 ∇̃a, 则 Levi-Civita 联络 ∇a 可由下二式决定

∇agbc = ∇̃agbc − Cd
abgdc − Cd

acgbd (5.10)

Cc
ab = 1

2
gcd(∇̃agbd + ∇̃bgad − ∇̃cgab) (5.11)

若不指明其他联络, 则一般默认讨论 Levi-Civita 联络.

5.1.3 由度规计算 Christoffel 符号

选取局部坐标系 {xµ}, 则在该坐标系下的 Christoffel 符号为

Γ κ
µν = 1

2
gκλ(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) (5.12)

4 维时空中 Christoffel 符号有 64 个分量, 其中有 40 个独立分量.
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5.1.4 伪 Riemann 流形上的测地线
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5.2 Riemann 曲率张量及其缩并

5.2.1 伪 Riemann 流形上的 Riemann 曲率张量

1. 称流形 (M, gab)上的曲率张量为 Riemann曲率张量. 伪 Riemann度规与 Levi-Civita联
络赋予了 Riemann 曲率张量额外的对称性.

2. 完全协变的 Riemann 曲率张量
Rabcd = gdeR

e
abc (5.13)

(a) 前两个指标反对称:与 (4.29) 同理

Rabcd = R[ab]cd (5.14)

(b) 第一 Bianchi 恒等式: 与 (4.30) 同理

R[abc]d = 0 (5.15)

(c) 第二 Bianchi 恒等式: 与 (4.31) 同理

∇[aRbc]de = 0 (5.16)

(d) 后两个指标反对称
Rabcd = Rab[cd] (5.17)

[∇a,∇b]gcd = R e
abc ged +R e

abd gce = Rabcd +Rabdc = 0

(e) 块对称
Rabcd = Rcdab (5.18)

3. 若 dimM = n, 则 Rabcd 的独立分量的个数为

n2(n2 − 1)
12

(5.19)

根据 (5.14) 与 (5.17), Rabcd = R[ab][cd] = RAB, A 与 B 均反对称, 独立分量数 m = n2 − n

2
, 故

RAB ∈ Mm×m(R). 根据 (5.18), RAB = RBA, 独立分量数 m2 + m

2
. 根据 (5.18) 确定约束数, 于

是 N = m2 + m

2
−
(

n

4

)
= n2(n2 − 1)

12
.

5.2.2 Ricci 张量

Ricci 张量为 Riemann 曲率张量的部分迹.

Rac = gbdRabcd (5.20)
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Ricci 张量可完全代表 Riemann 曲率张量缩并 2 个指标得到 6 个 (0, 2)-张量.

5.2.3 标量曲率

标量曲率 (Scalar Curvature) R 为 Ricci 张量的迹.

R = gacRac (5.21)

5.2.4 Weyl 张量

5.2.5 由度规计算 Riemann 曲率张量与 Ricci 张量

Riemann 曲率张量可用任意坐标系的 Christoffel 符号表示为

R d
abc = −2∂[aΓ

d
b]c + 2Γ e

c[aΓ
d
b]e (5.22)

在流形 (M, gab) 上选取局部坐标系 {xµ}, 则可得到 Riemann 曲率张量的分量式

R λ
µνκ = ∂νΓ

λ
µκ − ∂µΓ

λ
νκ + Γ ρ

µκΓ
λ
νρ − Γ ρ

νκΓ
λ
µρ (5.23)

Ricci 张量的分量式为

Rµκ = R ν
µνκ = ∂νΓ

ν
µκ − ∂µΓ

ν
νκ + Γ ρ

µκΓ
ν
νρ − Γ ρ

νκΓ
ν
µρ (5.24)

其中 Christoffel 符号可由 (5.12) 计算.

5.2.6 Cartan 活动标架法计算曲率

47



Riemann 几何

5.3 等距变换与 Killing 场

5.3.1 等距变换与单参等距群

1. 等距变换的定义:设 ϕ 为 (M, gab) 上的一个微分同胚变换, 若满足

ϕ∗gab = gab (5.25)

则称 ϕ 为 (M, gab) 上的一个等距变换 (Isometry).

2. 等距变换是伪 Riemann 流形上的保度规变换.

3. 单参等距群:若单参微分同胚变换 ϕt 是等距变换, 即 ϕ∗
tgab = gab, 则称 {ϕt | t ∈ R} 为一

个单参等距群.

5.3.2 Killing 场

1. Killing 场的定义: 设 ξa 为 (M, gab) 上的一个切场, 若满足

Lξgab = 0 (5.26)

则称 ξa 为 (M, gab) 上的一个 Killing 场. 等价的, 若 ξa 生成的单参微分同胚群为单参等

距群, 则 ξa 为 Killing 场.

Lξgab = lim
t→0

1
t
(ϕ∗

tgab − gab) ≡ 0 ⇐⇒ ϕ∗
tgab = gab

2. Killing 方程: ξa 为 Killing 场 ⇐⇒ ξa 满足如下 Killing 方程

∇(aξb) = 0 ⇐⇒ ∇[aξb] = ∇aξb (5.27)

Lξgab
(4.12)===== ξc ∇cgab︸ ︷︷ ︸

=0

+gcb∇aξ
c + gac∇bξ

c = ∇aξb + ∇bξa = 0

3. 设 {xµ} 为 (M, gab) 上的一个局部坐标系, 若有 ∀µ, ν

∂gµν
∂xκ

= 0 (5.28)

则 (∂κ)a 即为坐标域上的一个 Killing 场.

取 κ = 1, 则 {xµ} 为 (∂1)a 的适配坐标系, 有

(L∂1g)µν = ∂gµν
∂x1 = 0 =⇒ L∂1gab = 0

4. 设 T a 为 (M, gab) 上的一条测地线 γ(t) 的切矢量, ξa 为 Killing 场, 则有

T a∇a(T bξb) = 0 ⇐⇒ T aξa = Const (5.29)
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T a∇a(T bξb) = T aT b∇aξb + ξb T a∇aT
b︸ ︷︷ ︸

=0

(5.27)===== T (aT b)∇[aξb] = 0

5.3.3 Killing 代数

1. 设 KM 为 (M, gab) 上所有 Killing 场构成的集合.

2. KM 构成一个实线性空间, 称为 Killing 场空间, 满足 ∀ξa, ηa ∈ K , ∀k1, k2 ∈ R

k1ξ
a + k2η

a ∈ KM (5.30)

3. 若 dimM = n, 则 Killing 场空间的维数

dim KM ≤ n(n+ 1)
2

(5.31)

4. KM 满足 Lie 括号运算
[ξ, η]a ∈ KM (5.32)

构成一个代数, 成为 Killing 代数.

5.3.4 Euclid 空间与 Minkowski 空间中的 Killing 场
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5.4 嵌入子流形

5.4.1 伪 Riemann 流形的超曲面与法矢量

5.4.2 诱导度规

设 ϕ[S] 为 (M, gab) 的嵌入子流形, 若定义在 ϕ[S] 上 ϕ(p) 处的张量 hab, 满足 ∀va, ua ∈
Tϕ(p)ϕ[S]

habv
aub = gabv

aub (5.33)

则称 hab 为由 gab 生成的诱导度规 (Induced Metric).
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5.5 伪 Riemann 流形上的积分

5.5.1 与度规适配的体积形式

设 ε 为定向流形 (M, gab) 上的体积形式, 若

εa1···an = ±
√

|det(g)|(e1)a1 ∧ · · · ∧ (en)an (5.34)

其中 g 为 gab 在 {(eµ)aµ} 下的矩阵, 则称 ε 为与度规 gab 适配的体积形式.
设 ∇a 为 (M, gab) 上的 Levi-Civita 联络, 则

∇bεa1···an = 0 (5.35)

5.5.2 Gauss 定理

ˆ
M

(∇av
a)ε =

ˆ
∂M

vaεab1···bn−1 (5.36)
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5.6 Hodge 对偶

因此 ⋆ 是 ΩkM 到 Ωn−k(M) 上的一个线性同构映射, 于是 ΩkM 与 Ωn−k(M) 线性同构

5.6.1 Hodge 星算子

1. 公理化定义

2. 构造性定义
(⋆ω)a1···an−k

= 1
k!
ωb1···bkεb1···bka1···an−k

(5.37)

3. 连续两次 Hodge 对偶
(⋆⋆ω)a1···ak

= (−1)q+k(n−k)ωa1···ak
(5.38)

5.6.2 三维 Euclid 空间中矢量分析的微分形式表述

A · B = gabA
aBb

(A × B)d = gdc(⋆ω)c
其中 ωab = Aa ∧Bb

× = ♯ ◦ ⋆ ◦ ∧ ◦ (♭, ♭) (5.39)

grad = d curl = ⋆d div = ⋆d⋆ (5.40)
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5.7 Lorentz 流形

5.7.1 Lorentz 度规

1. Lorentz 度规的号差为 (3, 1), 若采用

2. 矢量 va:


gabv

avb > 0 类空矢量

gabv
avb = 0 类光矢量

gabv
avb < 0 类时矢量

3.

4.

6 辛几何与切触几何

7 复流形几何

8 旋量流形几何
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