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映射与集合论基础

映射与集合论基础

0.1 映射

0.1.1 映射的定义

Def. 1 映射、像、原像、定义域、陪域、值域 (像集)

设 A 与 B 是两个非空集合, 如果存在一个对应法则 f , 使得 A 中每一个元素 a, 均对应 B

中唯一确定的元素 b, 则称 f 是 A 到 B 的一个映射, 记作:

f : A −→ B, a 7→ b

称 b 为 a 在 f 下的像, 记作 f(a), 称 a 为 b 在 f 下的一个原像; 称 A 为定义域, B 为陪
域, f 的值域 (像集 Im f) 为 f(A)

Im f

= {f(a) | a ∈ A}.

Def. 2 映射的相等

对于两个映射 f, g, 满足: f : A → B, g : A → B, 且 f(a) = g(a), ∀a ∈ A, 则称 f 与 g 相

等, 记作 f = g.
三要素: 定义域相同, 陪域相同, 对应法则相同.

0.1.2 特殊映射

Def. 3 满射

若 f(A) = B, 则称 f 为一个满射.
∀b ∈ B, ∃a ∈ A, b = f(a)

Def. 4 单射

若 A 中不同元素在 f 下的像不同, 则称 f 是一个单射.
Pf 证明方法: a1 6= a2 ⇒ f(a1) 6= f(a2) 或 f(a1) = f(a2) ⇒ a1 = a2

Def. 5 双射

若 f 既是单射, 又是满射, 则称 f 是一个双射, 又称一一对应

Def. 6 函数

函数是一种特殊的映射, 将映射的陪域限制到数集 (数域的一个非空子集), 则称这个映射
为函数.
传统函数要求定义域与陪域均为数集, 而泛函拓展了函数的定义, 将函数的定义域推广到
函数空间.
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0.1.3 映射的运算

Def. 7 映射的复合 (乘法)

设两个映射 f : A → B 和 g : B → C, 令 (g ◦ f)(a) = g(f(a)), ∀a ∈ A, 则称 g ◦ f 为映射
的复合, 又称映射的乘法.

Prop. 1 映射复合的性质

1. 设映射 h : C → D, 则有 h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , 即映射的复合满足结合律

2. 映射的复合不满足交换律

Def. 8 恒等变换

若 f : A → A, a 7→ a, 则称 f 为 A 上的恒等变换, 记作 IA

Prop. 2 恒等变换的性质

设 f : A → B, 则 f ◦ IA = f, IB ◦ f = f

Def. 9 可逆映射

设 f : A → B, 如果存在 g : B → A, 使得 g ◦ f = IA 且 f ◦ g = IB, 则称 f 是可逆映射,
将 g 称为 f 的逆映射, 记作 f−1, 有:

f−1 ◦ f = IA 且f ◦ f−1 = IB

Prop. 3 可逆映射的性质

1. 若 f 是可逆映射, 则 f 的逆映射唯一

2. 可逆映射 f 的逆映射 f−1 也是可逆映射, 且 (f−1)−1 = f

0.2 集合

0.2.1 集合的运算

Def. 10 笛卡尔积、二元代数运算

对于两个非空集合 S 与 M , 有序元素对组成的集合:

S ×M := {(a, b) | a ∈ S, b ∈ M}

称为 S 与 M 的笛卡尔积.
对于一个非空集合 S, S × S 到 S 的一个映射称为 S 上的一个二元代数运算
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0.2.2 集合的划分与等价关系

Def. 11 集合的划分

如果一个集合 S 为其一些非空子集的并集, 且每两个不相等的子集的交为空集 (称为不相
交), 则称这些子集组成的集合为 S 的一个划分.

Def. 12 二元关系的定义

设 S 是一个非空集合, 将 S × S 的一个子集 W 称为 S 上的一个二元关系.
若 (a, b) ∈ W ,则称 a与 b有 W 关系,记作 a ∼ b; 若 (a, b) /∈ W ,则称 a与 b没有 W 关系

Def. 13 等价关系

S 上的一个二元关系 ∼, 如果满足:

1. a ∼ a, ∀a ∈ S (反身性);

2. 若 a ∼ b, 则 b ∼ a (传递性);

3. 若 a ∼ b 且 b ∼ c, 则 a ∼ c (传递性),

则称 ∼ 为 S 上的一个等价关系.

Def. 14 等价类

设 ∼ 是 S 上的一个等价关系, ∀a ∈ S, 令 a := {x ∈ S | x ∼ a}, 将 a 称为 a 的一个等价

类, 等价关系可以表达为:
x ∼ a ⇐⇒ x ∈ a

Def. 15 等价类的代表

根据等价关系的反身性, a ∼ a, 于是 a ∈ a, 称 a 为 a 的一个代表

Prop. 4 等价类的性质

1. a = b ⇐⇒ a ∼ b

2. 若 a 6= b, 则 a ∩ b = ∅

Prop. 5 等价关系与划分的关系

如果集合 S 有一个等价关系 ∼, 则所有等价类组成的集合, 是 S 的一个划分.
反之, 如果集合 S 有一个划分, 则一定可以在 S 上建立一个等价关系, 使得这个划分是由
所有等价类组成的.
Pf

⋃
a∈S

a := {x ∈ S | ∃c ∈ S s.t. x ∈ c} ⊆ S, ∀b ∈ S, 由于 b ∈ b, 因此 b ∈
⋃

a∈S

a, 从而
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S ⊆
⋃

a∈S

a, 于是
⋃

a∈S

a = S, 再结合性质 2 得证.

0.2.3 数域

Def. 16 数域

复数集的一个非空子集 K 如果满足:
(1) 0, 1 ∈ K

(2) a, b ∈ K =⇒ a± b, ab ∈ K; a, b ∈ K, b 6= 0 =⇒ a

b
∈ K

则称 K 是一个数域

Eg. 1 数域的例子

有理数域 Q、实数域 R、复数域 C、· · · .
有理数域 Q 为最小的数域, 复数域 C 是最大的数域.

0.2.4 代数系统

Def. 17 代数系统

一个非空集合, 如果定义了代数运算 (即该集合与自身的笛卡尔积到自身的映射), 并且满
足一定的运算法则, 则称这个集合为一个代数系统.
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线性空间

1 线性空间

1.1 线性空间及其子空间

1.1.1 线性空间的定义、例子、简单性质

Def. 1 线性空间

设 V 是一个非空集合, F 是一个域. 如果 V 上有一个运算:

V × V −→ V, (α,β) 7→ α + β

称为加法; F 与 V 之间有一个运算:

F × V −→ V, (k,α) 7→ kα

称为数量乘法; 且满足下述八条运算法则:
1. α + β = β + α, ∀α,β ∈ V (加法交换律).
2. (α + β) + γ = α + (β + γ), ∀α,β,γ ∈ V (加法结合律).
3. V 中有一个元素 0, 满足 α + 0 = α, ∀α ∈ V (有零元).
4. 对于 α ∈ V , 有 β ∈ V , 使得 α + β = 0 (有负元).
5. 1α = α, ∀α ∈ V (有单位元).
6. (kl)α = k(lα), ∀k, l ∈ F,α ∈ V (数乘结合律).
7. (k + l)α = kα + lα, ∀k, l ∈ F,α ∈ V (数乘对域加法的分配率).
8. k(α + β) = kα + kβ, ∀k ∈ F,α,β ∈ V (数乘对向量加法的分配律)
那么称 V 为域 F 上的一个线性空间.
把 V 中的元素称为一个向量, 线性空间又可称为向量空间.

Eg. 1 线性空间的例子

eg1. 几何空间: {以定点 O 为起点的所有向量}.
eg2. 数域 K 上的 n 维向量空间 Kn := {(a1, a2, · · · , an) | ai ∈ K, i = 1, 2, · · · , n},
(a1, a2, · · · , an) 称为一个 n 维向量.
eg3. RX :={非空集合 X 到实数集 R 的映射}, 规定:

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (kf)(x) := kf(x), 零函数: 0(x) := 0, ∀x ∈ X

易证 RX 是 R 上的一个线性空间, 也是一个函数空间.
非空集合 X 到实数集 R 的映射, 称为 X 上的一个实值函数, 其像一定属于一个数集, 即
数域的子集, 其原像则不要求属于数集 (泛函).

8



线性空间

Prop. 1 线性空间的性质

设域 F 上的一个线性空间 V

1. V 的零元唯一

2. α 的负元唯一, ∀α ∈ V

3. 0α = 0, ∀α ∈ V

4. k0 = 0, ∀k ∈ F

5. 若 kα = 0, 则 k = 0 或 α = 0, ∀k ∈ F,α ∈ V

6. (−1)α = −α, ∀α ∈ V

1.1.2 线性子空间

Def. 2 线性子空间

设 V 是域 F 上的一个线性空间, U 是 V 的一个非空子集, 如果 U 对于 V 的加法和数量

乘法也成为域 F 上的一个线性空间, 那么称 U 为 V 的一个线性子空间, 简称为子空间.
{0} 为 V 的一个子空间, 称为零子空间.

Prop. 2 子空间判定定理

设 U 是域 F 上线性空间 V 的一个非空子集, 则 U 是 V 的子空间的充要条件为: U 对于
V 的加法和数量乘法均封闭, 即

α,β ∈ U ⇒ α + β ∈ U

k ∈ F,α ∈ U ⇒ kα ∈ U

Def. 3 生成子空间

若 V 给出一个向量组 α1, · · · ,αs, 包含 α1, · · · ,αs 的子空间一定包含 α1, · · · ,αs 所有线

性组合所组成的集合. 令 W := {k1α1 + · · · + ksαs | k1, · · · , ks ∈ F}, W 是 V 的一个子空

间, 称为向量组 α1, · · · ,αs 生成的子空间, 记作 〈α1, · · · ,αs〉.

Def. 4 线性表出

β ∈ 〈α1, · · · ,αs〉 ⇐⇒ 存在一组数 l1, · · · , ls, 使得 β = l1α1 + · · · + lsαs, 此时称 β 可以由

α1, · · · ,αs 线性表出.
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Prop. 3 基于线性表出与子空间的线性方程组有解判定定理

设数域 K 上 n 元线性方程组:

a11x1 + · · · + a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

as1x1 + · · · + asnxn = bs

令α1 =


a11
...
as1

 ,αn =


a1n

...
asn

 ,β =


b1
...
bn

 ⇐⇒ x1α1 + · · · + xnαn = β

线性方程组 x1α1 + · · · + xnαn = β 有解

⇐⇒ 存在 K 中一组数 c1, · · · , cn, 使得 c1α1 + · · · + cnαn = β

⇐⇒ β 可以由列向量组 α1, · · · ,αn 线性表出

⇐⇒ β ∈ 〈α1, · · · ,αn〉

1.2 向量组的线性结构

1.2.1 向量组的线性相关性

Def. 5 线性相关与线性无关

设 V 是域 F 上的一个线性空间, V 中的一个向量组 α1, · · · ,αs(s ≥ 1), 如果有一组不全
为 0 的数 k1, · · · , ks, 使得

k1α1 + · · · + ksαs = 0

则称 α1, · · · ,αs 线性相关.
如果从 k1α1 + · · · + ksαs = 0 可以推出 k1 = · · · = ks = 0, 那么称 α1, · · · ,αs 线性无关.

Prop. 4 基于列向量组线性相关性的齐次线性方程组解判定定理

Ks 中, 列向量组 α1, · · · ,αn 线性相关

⇐⇒ 存在 K 中一组不全为 0 的数 c1, · · · , cn, 使得 c1α1 + · · · + csαn

⇐⇒ K 上 n 元齐次线性方程组 x1α1 + · · · + xnαn = 0 有非零解.
Ks 中, 列向量组 α1, · · · ,αn 线性无关

⇐⇒ 齐次线性方程组 x1α1 + · · · + xnαn = 0 只有零解.

Prop. 5 基于行列式的线性相关性判定定理

Kn 中, 列向量组 α1, · · · ,αn 线性相关 ⇐⇒ 以 α1, · · · ,αn 为列向量组的矩阵的行列式等

于 0, 即 det
(
α1 · · · αn

)
= 0
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Kn 中, 列向量组 α1, · · · ,αn 线性无关 ⇐⇒ det
(
α1 · · · αn

)
6= 0

Prop. 6 基于向量组线性相关性表出方式唯一判定定理

设 β 可以由 α1, · · · ,αs 线性表出, 其表出方式唯一 ⇐⇒ α1, · · · ,αs 线性无关

Prop. 7 向量组线性相关与线性无关的性质

1. 一个向量组成的向量组 α 线性相关 ⇐⇒ 存在 k 6= 0 使得 kα = 0 ⇐⇒ α = 0
从而, α 线性无关 ⇐⇒ α 6= 0

2. 如果向量组 α1, · · · ,αs 有一个部分组线性相关, 则 α1, · · · ,αs 线性相关

如果向量组 α1, · · · ,αs 线性无关, 则 α1, · · · ,αs 的任何一个部分组都线性无关

3. 含有 0 的任何一个向量组都线性相关

4. 向量组 α1, · · · ,αs(s ≥ 2) 线性相关
⇐⇒ 其中, 至少有一个向量, 可以由其余向量线性表出

设ki 6= 0, 则αi = −k1

ki

α1 − · · · − ki−1

ki

αi−1 − ki+1

ki

αi+1 − · · · − ks

ki

αs

从而 α1, · · · ,αs 线性无关 ⇐⇒ 其中每一个向量, 都不能由其余向量线性表出

5. 设 α1, · · · ,αs 线性无关, 如果 α1, · · · ,αs,β 线性相关, 则 β 可以由 α1, · · · ,αs 线

性表出

6. 如果向量组线性无关, 则将每个向量添上 m 个分量, 所得到的延伸组也线性无关

如果向量组线性相关, 则将每个向量去掉 m 个分量, 所得到的缩短组也线性相关

1.2.2 极大线性无关组

Def. 6 极大线性无关组

如果向量组 α1, · · · ,αs 的一个部分组满足:
(1) 这个部分组线性无关;
(2) 从向量组的其余向量中 (若存在) 任取一个添入, 得到的新的部分组都线性相关;
则称这个部分组为 α1, · · · ,αs 的极大线性无关组.

Thm. 1 向量组与其极大线性无关组的双向线性表出定理

设向量组 α1, · · · ,αs 的一个极大线性无关组为 α1, · · · ,αm(m ≤ s), α1, · · · ,αm 中每一个

向量都可以由 α1, · · · ,αs 线性表出, 且 α1, · · · ,αs 中每一个向量也都可以由 α1, · · · ,αm

线性表出
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1.2.3 向量组的等价

Def. 7 向量组等价

若向量组 α1, · · · ,αs 中每一个向量都可以由向量组 β1, · · · ,βr 线性表出,则称 α1, · · · ,αs

可以由 β1, · · · ,βr 线性表出.
若向量组 α1, · · · ,αs 与向量组 β1, · · · ,βr 可以相互线性表出, 则称这两个向量组等价, 记
为 {α1, · · · ,αs} ∼= {β1, · · · ,βr}

Thm. 2 向量组与其极大线性无关组的等价性定理

向量组 α1, · · · ,αs 与其任意一个极大线性无关组等价

Prop. 8 向量组等价的性质

1. 每个向量组与自身等价 (反身性)

2. 若 {α1, · · · ,αs} ∼= {β1, · · · ,βr}, 则 {β1, · · · ,βr} ∼= {α1, · · · ,αs} (对称性)

3. 若 {α1, · · · ,αs} ∼= {β1, · · · ,βr},且 {β1, · · · ,βr} ∼= {γ1, · · · ,γt},则 {α1, · · · ,αs} ∼=
{γ1, · · · ,γt} (传递性)

Pf 线性表出的传递性利用连加号交换次序

Thm. 3 极大线性无关组间的等价性定理

向量组 α1, · · · ,αs 的任意两个极大线性无关组等价

Prop. 9 基于子空间的向量组等价判定定理

生成子空间 〈α1, · · · ,αs〉 = 〈β1, · · · ,βr〉 ⇐⇒ {α1, · · · ,αs} ∼= {β1, · · · ,βr}

1.2.4 向量组的秩

Lem. 1 基于向量个数的线性相关判定定理

设向量组 β1, · · · ,βr 可以由向量组 α1, · · · ,αs 线性表出, 如果 r > s, 则 β1, · · · ,βr 一定

线性相关.
Pf

设:


β1 = a11α1 + · · · + as1αs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

βr = a1rα1 + · · · + asrαs

, 令: x1β1 + · · · + xrβr = 0

x1β1 + · · · + xrβr = x1(a11α1 + · · · + as1αs) + · · · + xr(a1rα1 + · · · + asrαs)

= (a11x1 + · · · + a1rxr)α1 + · · · + (as1x1 + · · · + asrxr)αs = 0
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=⇒ 齐次线性方程组


a11x1 + · · · + a1rxr = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

as1x1 + · · · + asrxr = 0

由于 s < r, 方程组必有非零解. 取一组

非零解 k1, · · · , kr, 则 k1β1 + · · · + krβr = 0, 因此 β1, · · · ,βr 线性相关

Prop. 10 基于线性无关的向量个数判定定理 (替换定理)

设向量组 β1, · · · ,βr 可以由向量组 α1, · · · ,αs 线性表出, 如果 β1, · · · ,βr 线性无关, 则
r ≤ s.

Prop. 11 基于等价性与线性无关的向量个数判定定理

等价的线性无关的两个向量组, 所含向量的个数相等.
Pf α1, · · · ,αs 与 γ1, · · · ,γt 可以相互线性表出, 则有 s ≤ m 且 m ≤ s.

Def. 8 向量组的秩

向量组的任意两个极大线性无关组, 所含向量的个数相等.
向量组 α1, · · · ,αs 的任意一个极大线性无关组, 所含向量的个数, 称为向量组 α1, · · · ,αs

的秩 (rank), 记为 rank{α1, · · · ,αs}.
只含 0 的向量组的秩, 规定为 0

Prop. 12 基于线性相关性的向量组的秩判定定理

向量组 α1, · · · ,αs 线性无关 ⇐⇒ rank{α1, · · · ,αs} = s.
向量组 α1, · · · ,αs 线性相关 ⇐⇒ rank{α1, · · · ,αs} < s

Prop. 13 基于线性表出的向量组的秩判定定理

若向量组 (I) 可以由向量组 (II) 线性表出, 则 rank(I) ≤ rank(II)

Prop. 14 基于等价性的向量组的秩判定定理

等价的向量组有相等的秩.
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1.3 线性空间的基与维数

1.3.1 线性空间的基

Def. 9 线性空间子集的线性相关性

设 V 是域 F 上的一个线性空间.
将 V 的一个有限子集 {α1, · · · ,αs} 线性相关 (线性无关), 定义为向量组 α1, · · · ,αs 线性

相关 (线性无关).
将 V 的一个无线子集 S 线性相关, 定义为 S 有一个有限子集线性相关; S 线性无关, 定义
为 S 任何一个有限子集都线性无关 (极限是处理无限问题的有力工具, 但未定义距离便不
可定义极限).
将空集 ∅ 定义为线性无关

Def. 10 线性空间的基

设 V 是数域 K 上的线性空间, V 的一个子集 S 如果满足: (1) S 线性无关; (2) V 中任一
向量, 都可以由 S 中的有限个向量线性表出, 则称 S 为 V 的一个基.
若 S = {α1, · · · ,αs}, 则称向量组 α1, · · · ,αs 为 V 的一个有序基.
{0} 的一个基规定为 ∅.

Thm. 4 基存在定理

任何一个域 F 上的任何一个线性空间 V 都存在一个基.
Pf 证明需利用偏序集的概念与 Zorn 引理.

Def. 11 线性空间有限维与无限维

若 V 有一个是有限子集, 则称 V 是有限维的; 若 V 有一个基是无限维的, 则称 V 是无限

维的

Prop. 15 基的维数不变性定理

若 V 是有限维的, 则 V 的任意两个基所含向量个数相等.
Pf 利用替换定理与基的双向线性表出.

Cor. 1
若 V 是无限维的, 则 V 的任何一个基都是无限子集
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1.3.2 线性空间的维数

Def. 12 线性空间的维数

设 V 是有限维的, 则将 V 的一个基所含向量的个数, 称为 V 的维数, 记作 dim V .
若 V 是无限维的, 则将 V 的维数记作 dim V = ∞.
{0} 的维数为 0.

Prop. 16 基于维数的线性相关判定定理

设 dim V = n, 则 V 中任意 n+ 1 个向量都线性相关.

Def. 13 向量的坐标

设 dim V = n, 取 V 的一个基 α1, · · · ,αn, 则 V 中任一向量 α = a1α1 + · · · + anαn, 且表

出方式唯一, 将列向量


a1
...
an

 称为 α 在基 α1, · · · ,αn 下的坐标

Eg. 2 线性空间基与维数的例子

1. 几何空间中, 三个不共面的向量是一个基, 从而几何空间是 3 维的, 过定点 O 的平面

Π 是 2 维的, 过定点 O 的直线 l 是 1 维的

2. Kn 中, 向量组 ε1 =



1
0
...
0

 , ε2 =



0
1
...
0

 , · · · , εn =



0
0
...
1

 是一个基, 称为一个标准基, 任

何一个向量 α:

α =



a1

a2
...
an

 =



a1

0
...
0

+



0
a2
...
0

+ · · · +



0
0
...
an

 = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn

α 在基 ε1, ε2, · · · , εn 下的坐标为



a1

a2
...
an


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Prop. 17 基判定定理

1. 设 dim V = n, 则 V 中任意 n 个线性无关的向量都是 V 的一个基

2. 设 dim V = n, 若 V 中每一个向量, 都可以由向量组 α1, · · · ,αn 线性表出, 则
α1, · · · ,αn 是 V 的一个基

Pf 取一个基 δ1, · · · , δn, 则有 n ≤ rank{δ1, · · · , δn} ≤ rank{α1, · · · ,αn} ≤ n

Thm. 5 基扩充定理

设 dim V = n, 则 V 中任意一个线性无关的向量组, 都可以扩充成 V 的一个基.

Thm. 6 子空间的维数定理

设 dim V = n, W 是 V 的一个子空间, 则 dimW ≤ dim V .
Pf 利用基的扩充.

Cor. 2
若 dimW = dim V , 则 W = V

Def. 14 极大线性无关集

设 V 是域 F 上的一个线性空间, V 的一个子集 S 如果满足: (1) S 线性无关; (2) 对于
β /∈ S(若存在), 有 S ∪ {β} 线性相关, 则称 S 是 V 的一个极大线性无关集

Prop. 18 基于极大线性无关集的基判定定理

S 是 V 的一个基
V 6=∅⇐⇒ S 是 V 的一个极大线性无关集.

若将基定义为极大线性无关集, 则可以推出 ∅ 为 {0} 的一个基

Thm. 7 生成子空间的基与维数定理

〈α1, · · · ,αs〉 := {k1α1 + · · · + ksαs | k1, · · · , ks ∈ K}, 则 α1 · · · ,αs 的一个极大线性无关

组, 是 〈α1, · · · ,αs〉 的一个基, 且 dim〈α1, · · · ,αs〉 = rank{α1, · · · ,αs}

1.4 矩阵的秩

1.4.1 矩阵的秩的定义与性质

Def. 15 矩阵的行 (列) 秩、行 (列) 空间

数域 K 上的 s × n 矩阵 A =


a11 · · · a1n

... ...
as1 · · · asn

, 行向量组 γ1, · · · ,γs ∈ Kn, 列向量
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组 α1, · · · ,αn ∈ Ks, 称行向量组的秩 rank{γ1, · · · ,γs} 为 A 的行秩, 称列向量组的秩
rank{α1, · · · ,αn}为 A的列秩; 称行向量组生成的子空间 〈γ1, · · · ,γs〉为 A的行空间, 称
〈α1, · · · ,αn〉 为 A 的列空间; 从而有:

rank{γ1, · · · ,γs} = dim〈γ1, · · · ,γs〉, rank{α1, · · · ,αn} = dim〈α1, · · · ,αn〉

Prop. 19 阶梯型矩阵的秩与极大线性无关组判定定理

数域 K 上的 s× n 阶梯型矩阵 J, 设 J 的非 0 行个数为 r (有 r 个主元), 则 J:

行秩 =列秩 = r

且 J 的主元所在的列, 构成 J 的列向量组的一个极大线性无关组.
Pf 设 J 的列向量组为 α1, · · · ,αn, 列向量为 γ1, · · · ,γs

J =



0 · · · 0 c1j1 · · · c1j2 · · · c1jr · · · c1n

0 · · · 0 0 · · · c2j2 · · · c2jr · · · c2n

... ... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · crjr · · · crn

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
... ... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0



c1j1c2j2 · · · crjr 6= 0 =⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1j1 c1j2 · · · c1jr

0 c2j2 · · · c2jr

... ... . . . ...
0 0 · · · crjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 =⇒



c1j1

bm0
...

bm0

 ,


c1j2

c2j2
...

bm0

 , · · · ,



c1jr

c2jr

...
crjr

 线性无关

=⇒ αj1 ,αj2 , · · · ,αjr(延伸组) 线性无关 =⇒ rank{αj1 ,αj2 , · · · ,αjr} = r

且r = dim〈αj1 ,αj2 , · · · ,αjr〉 ≤ dim〈α1,α2, · · · ,αn〉 = dim{



a1
...
ar

bm0
...

bm0


| ai ∈ K} = r
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Prop. 20 初等行变换下的行秩不变性定理

矩阵的初等行变换, 不改变矩阵的行秩

Pf 矩阵 A
j©+ i©k−→ B,

列向量组: γ1, · · · ,γi, · · · ,γj, · · · ,γs −→ γ1, · · · ,γi, · · · ,γj + kγi, · · · ,γs

由于 γj = (γj + kγi) + (−kγi), 因此两个列向量组等价, 从而 A 的行秩 = B 的行秩

易证, 另外两种初等行变换: A
( i©, j©)−→ C 和 A

i©·l−→ D, l 6= 0 均不改变矩阵的行秩.

Prop. 21 初等行变换下的列秩不变性定理

矩阵的初等行变换, 不改变矩阵列向量组的线性相关性, 从而不改变矩阵的列秩.
设矩阵 A

初等行变换−→ B, 若 B 的第 j1, · · · , jr 列构成列向量组的一个极大线性无关组, 则 A

的第 j1, · · · , jr 列构成 A 的列向量组的一个极大线性无关组.

Prop. 22 矩阵的秩定理

对任何一个矩阵: 行秩 =列秩.
Pf A 行秩 = J 的行秩 = J 的列秩 = A 的列秩

Def. 16 矩阵的秩

矩阵 A 的行秩与列秩, 统称为矩阵 A 的秩, 记作 rank(A).

Meth. 1 求矩阵的秩

设矩阵 A
初等行变换−→ J, 则

rank(A) = J 的非 0 行个数r

并且, 若 J 的主元在第 j1, · · · , jr 列, 则 A 的第 j1, · · · , jr 列构成 A 的列向量组的一个极

大线性无关组.

Prop. 23 转置矩阵的秩判定定理

设矩阵 A 的转置矩阵 AT , 有 rank(A) = rank(AT )

Prop. 24 初等列变换下的秩不变性定理

矩阵的初等列变换不改变矩阵的秩

Prop. 25 基于子式阶数的矩阵的秩判定定理

s× n 的非零矩阵 A 的秩, 等于 A 的不为 0 的子式的最高阶数.
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Cor. 3
设 rank(A) = r, 则 A 的不为 0 的 r 阶子式所在的列 (行) 是 A 的列 (行) 向量组的一个
极大线性无关组

1.4.2 满秩矩阵

Def. 17 满秩矩阵

设 n 级矩阵 A, 若 rank(A) = n, 则称 A 为满秩矩阵

Prop. 26 基于行列式的满秩矩阵判定定理

n 级矩阵 A 是满秩矩阵 ⇐⇒ det(A) 6= 0.
Pf rank(A) = n =⇒ A 的不为 0 的子式的最高阶数为 n

1.5 线性方程组的解集的结构

1.5.1 矩阵的秩在判定线性方程组的解的应用

Prop. 27 基于矩阵的秩的线性方程组的解判别定理

数域 K 上的 n 元线性方程组有解 ⇐⇒ 增广矩阵 Ã 与系数矩阵 A 的秩相等.
当 rank(A) = n 时, 方程组有唯一解; 当 rank(A) < n 时, 方程组有无穷多个解.

Cor. 4
数域 K 上 n 元齐次线性方程组有非零解 ⇐⇒ rank(A) < n

Pf x1α1 + · · · + xnαn = β 有解 ⇐⇒ dim〈α1,α2, · · · ,αn,β〉 = dim〈α1,α2, · · · ,αn〉
⇐⇒ rank(Ã) = rank(A); 有唯一解 ⇐⇒ Ã 经过初等行变换化成的阶梯形矩阵的非 0 行个数
r = rank(Ã) = rank(A) = n

1.5.2 齐次线性方程组的解集的结构

Def. 18 解空间

数域 K 上 n 元齐次方程组 x1α1 + · · · + xnαn = 0 的解集记作 W , 设方程组有非零解,
W ⊆ Kn, 满足: (1) 若 γ, δ ∈ W , 则 γ + δ ∈ W ; (2) 若 γ ∈ W,k ∈ K, 则 kγ ∈ W , 从而
W 是 Kn 的一个子空间, 称 W 为齐次线性方程组的一个解空间

Def. 19 基础解系

设 rank(A) = r < n, A
初等行变换−→ J,于是 J 有 r 个主元, 不妨设主元在前 r 列, 则方程组的

19



线性空间

一般解为: 

x1 = −b1,r+1xr+1 − b1,r+2xr+2 − · · · − b1,nxn

x2 = −b2,r+1xr+1 − b2,r+2xr+2 − · · · − b2,nxn

...

xr = −br,r+1xr+1 − br,r+2xr+2 − · · · − br,nxn

让自由未知量 xr+1, xr+2, · · · , xn 分别取 n− r 组数



1
bm0

...
bm0

 ,


0
bm1

...
bm0

 , · · · ,



0
bm0

...
bm1

, 得到方

程组的 n − r 个解: η1 =



−b1,r+1

−b2,r+1
...

−br,r+1

bm1
bm0

...
bm0



,η2 =



−b1,r+2

−b2,r+2
...

−br,r+2

bm0
bm1

...
bm0



, · · · ,ηn−r =



−b1,n

−b2,n

...
−br,n

bm0
bm0

...
bm0



线性无关 (延

伸组), 任取 W 中的一个解向量 η =



c1

c2
...
cr

cr+1
...
cn


= cr+1η1 + · · · + cnηn−r, 因此 η1, · · · ,ηn−r 是

解空间的一个基, 将解空间的一个基称为齐次线性方程组的一个基础解系
设 η1, · · · ,ηn−r 是齐次线性方程组的一个基础解系, 则其全部解为

k1η1 + · · · + kn−rηn−r, ki ∈ K

.

Thm. 8 解空间的维数公式

解空间 W 的维数:
dimW = n− rank(A)
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1.5.3 非齐次线性方程组的解集的结构

数域 K 上 n 元非齐次线性方程组 x1α1 + · · · + xnαn = β(β 6= 0), 其解集记作 U , 相应的
齐次线性方程组的解集记作 W , 满足: (1) 若 γ, δ ∈ U , 则 γ − δ ∈ W ; (2) 若 γ ∈ U,η ∈ W ,
则 γ + η ∈ U .

设 γ0 ∈ U , 称 γ0 为非齐次线性方程组的一个特解, 则

U = γ0 +W := {γ0 + η | η ∈ W}

易得, U 不是 Kn 的子空间.
称 U = γ0 +W 为一个 W 型的线性流形, 或称 W 的一个陪集.
设 W 的一个基为 η1, · · · ,ηn−r, 则非齐次线性方程组的全部解为

γ0 + k1η1 + · · · + kn−r + ηn−r, ki ∈ K,γ0 是一个特解

.

1.6 子空间的运算

1.6.1 子空间的交与和

Thm. 9 交的子空间保持性定理

设 V 是域 F 上的一个线性空间, V1, V2 都是 V 的子空间, 则 V1 ∩ V2 是 V 的一个子空间

Prop. 28 子空间的交的性质

1. V1 ∩ V2 = V2 ∩ V1 (交换律)

2. (V1 ∩ V2) ∩ V3 = V1 ∩ (V2 ∩ V3) (结合律)

由此可以定义多个子空间的交:
s⋂

i=1
Vi := V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vs, 多个子空间的交也是 V

的一个子空间

3. V1 ∪ V2 不是一个子空间, 而 V1 + V2 是包含 V1 ∪ V2 的最小子空间

Def. 20 子空间的和

设 V1, V2 都是 V 的子空间, 令 V1 + V2 := {α1 + α2 | α1 ∈ V1,α2 ∈ V2}, 则称 V1 + V2 为

V1 与 V2 的和, 易得 V1 + V2 是 V 的一个子空间.

Prop. 29 子空间的和的性质

1. V1 + V2 = V2 + V1 (交换律)

2. (V1 + V2) + V3 = V1 + (V2 + V3) (结合律)
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由此可以定义多个子空间的和:
s∑

i=1
Vi := V1 + V2 + · · · + Vs, 多个子空间的和也是 V

的一个子空间

Thm. 10 生成子空间的和的基本定理

〈α1, · · · ,αs〉 + 〈β1, · · · ,βr〉 = 〈α1, · · · ,αs,β1, · · · ,βr〉

Thm. 11 子空间的维数公式

设 V1, V2 都是 V 的有限维子空间, 则 V1 ∩ V2 与 V1 + V2 也都是有限维的, 且:

dim(V1 + V2) = dim V1 + dim V2 − dim(V1 ∩ V2)

.

Cor. 5
V1 ∩ V2 = {0} ⇐⇒ dim(V1 + V2) = dim V1 + dim V2

Pf V1∩V2中取一个基α1, · · · ,αm,扩充为 V1的一个基α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn1−m与 V2

的一个基α1, · · · ,αm,γ1, · · · ,γn2−m,则 V1+V2 = 〈α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn1−m〉+〈α1, · · · ,αm,γ1, · · · ,γn2−m〉 =
〈α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn1−m,γ1, · · · ,γn2−m〉
设 k1α1 + · · · + kmαm + p1β1 + · · · + pn1−mβn1−m + q1γ1 + · · · + qn2−mγn2−m = 0
=⇒ q1γ1 + · · · + qn2−mγn2−m = −k1α1 − · · · − kmαm − p1β1 − · · · + pn1−mβn1−m

左边向量属于 V1, 右边向量属于 V2, 从而两边向量均属于 V1 ∩ V2

=⇒ q1γ1 + · · · + qn2−mγn2−m = l1α1 + · · · + lmαm

=⇒ 0 = q1γ1 + · · · + qn2−mγn2−m − l1α1 − · · · − lmαm ∈ V2

=⇒ l1 = · · · = lm = q1 = · · · = qn2−m = 0
=⇒ 0 = k1α1 + · · · + kmαm + p1β1 + · · · + pn1−mβn1−m ∈ V1

=⇒ k1 = · · · = km = p1 = pn1−m = 0
=⇒ α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn1−m,γ1, · · · ,γn2−m 线性无关 =⇒ dim V1 + V2 = n1 + n2 −m.

1.6.2 子空间的直和

Def. 21 子空间的直和

设 V1, V2 是 V 的子空间,若 V1 +V2 中的每个向量 α表示成 α = α1 +α2, α1 ∈ V1,α2 ∈ V2

的表法唯一, 则称和 V1 + V2 为直和, 记作 V1 ⊕ V2.
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Prop. 30 直和判定定理

设 V1, V2 是 V 的子空间, 则 V1 + V2 是直和的充要条件有:

1. V1 + V2 中 0 表法唯一, 即 0 = α1 + α2 =⇒ α1 = 0 且α2 = 0;

2. V1 ∩ V2 = {0};

3. V1 的一个基 S1 与 V2 的一个基 S2 的并集 S1 ∪ S2 是 V1 ∪ V2 的一个基

Pf 任取 S1 ∪ S2 的一个有限子集 {γ1, · · · ,γt, δ1, · · · , δr}, γi ∈ S1, δj ∈ S2, 设
(k1γ1+· · ·+ktγt)+(1δ1+· · ·+lrδr) = 0,根据 (2)可得 k1 = · · · = kt = 1 = · · · = lr = 0,
因此 {γ1, · · · ,γt, δ1, · · · , δr} 线性无关, 从而 S1 ∪ S2 线性无关; 任取 V1 + V2 中的一

个向量 α = α1
∈V1

+ α2
∈V2

, 由于 S1(S2) 是 V1(V2) 的一个基, 则 α1(α2) 可由 S1(S2) 中有

限多个向量线性表出, 于是 α = α1 + α2 可由 S1 ∪ S2 中有限多个向量线性表出, 得
证

Prop. 31 有限维子空间基于维数的直和判定定理

设 V1, V2 是 V 的有限维子空间, 则:
V1 + V2 是直和 ⇐⇒ dim(V1 + V2) = dim V1 + dim V2

Def. 22 多个子空间的直和

设 V1, · · · , Vm 都是 V 的子空间, 如果 V1 + · · · + Vm 中每一个向量 α 表示成 α = α1 +

· · · + αm, αi ∈ Vi 的表法唯一, 则称 V1 + · · · + Vm 是直和, 记作
m⊕

i=1
Vi

Prop. 32 多个有限维子空间的直和判定定理

设 V1, · · · , Vm 都是 V 的子空间, 则 V1 + · · · + Vm 是直和的充要条件有:

1. V1 + · · · + Vm 中 0 表法唯一;

2. Vi ∩ (
∑
j 6=i

Vj) = 0;

3. 设 Vi 的一个基为 Si (i = 1, · · · ,m), 则
m⋃

i=1
Si 是

m∑
i=1

Vi 的一个基

Prop. 33 多个有限维子空间基于维数的直和判定定理

设 V1, · · · , Vm 都是 V 的有限维子空间, 则:
V1 + · · · + Vm 是直和 ⇐⇒ dim(V1 + · · · + Vm) = dim V1 + · · · + dim Vm

23



线性空间

Prop. 34 基于直和分解的基判定定理

若 V =
m⊕

i=1
, 则 Vi(i = 1, · · · ,m) 的基合起来是 V =

m∑
i=1
的一个基.

这揭示了可以通过直和分解 (空间的分解), 来研究线性空间的结构

1.6.3 补空间

Def. 23 补空间

若 V = V1 ⊕ V2, 则称 V2 是 V1 的一个补空间, 也称 V1 是 V2 的一个补空间

Thm. 12 有限维子空间的补空间存在定理

设 dim V = n, 则 V 的每一个子空间 U , 都在 V 中有一个补空间.
补空间不唯一.
Pf U 中取一个基 α1, · · · ,αm, 扩充为 V 的一个基 α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn−m, 从而 V =
〈α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn−m〉 = 〈α1, · · · ,αm〉 + 〈β1, · · · ,βn−m〉 = U +W , 据直和的充要条
件 (3) 得 V = U ⊕W , 因此 W 是 U 的一个补空间

1.7 线性空间的同构

1.7.1 同构映射与线性空间的同构

Def. 24 同构映射、线性空间的同构

设 V 和 V ′ 都是域 F 上的线性空间, 如果 V 到 V ′ 有一个双射 σ, 满足:
(1) σ(α + β) = σ(α) + σ(β), ∀α,β ∈ V (保持加法); (2) σ(kα) = kσ(α), ∀α ∈ V, k ∈ F

(保持数乘), 则称 σ 为 V 到 V ′ 的一个同构映射, 此时, 称线性空间 V 和 V ′ 是同构的, 记
作 V ∼= V ′.

Prop. 35 同构映射的性质

1. σ(0) = 0′

2. σ(−α) = −σ(α)

3. σ(k1α1 + · · · + ksαs) = k1σ(α1) + · · · + ksσ(αs)

4. V 中 α1, · · · ,αs 线性相 (无) 关 ⇐⇒ V ′ 中 σ(α1), · · · , σ(αs) 线性相 (无) 关

5. α1, · · · ,αn 是 V 的一个基 ⇐⇒ σ(α1), · · · , σ(αn) 是 V ′ 的一个基

Prop. 36 有限维子空间基于维数的同构判定定理

数域 K 上两个有限维的线性空间 V 和 V ′ 同构 ⇐⇒ dim V = dim V ′.
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Cor. 6
域 F 上任一 n 维线性空间 V 与 F n 同构, 因此可以通过研究 F n 来研究线性空间

这揭示了可以通过同构, 来研究线性空间的结构.
Pf “ =⇒ ” 由性质 5 可得. V 和 V ′ 中分别取一个基 α1, · · · ,αn 和 γ1, · · · ,γn, 令

σ : V → V ′,α =
n∑

i=1
aiαi 7→

n∑
i=1

aiγi, 由于表法唯一, 由此 σ 是一个映射; ∀γ =
n∑

i=1
ciγi, 有

n∑
i=1

ciαi 7→ γ, 因此 σ 是满射; 设 β =
n∑

i=1
biαi 7→

n∑
i=1

biγi, 若 σ(α) = σ(β), 则 α = β, 因此 σ 是

单射, 从而 σ 是双射. 易证 σ 保持加法和数乘, 因此 σ 是一个同构映射, 从而 V ∼= V ′, “ ⇐= ”
得证.

Prop. 37 同构映射的坐标不变性定理

设 σ : V → V ′,α =
n∑

i=1
aiαi 7→

n∑
i=1

aiγi, 则 α 在基 α1, · · · ,αn 下的坐标为


a1
...
an

, σ(α) 在

基 γ1, · · · ,γn 下的坐标为


a1
...
an


即同构映射的像与原像, 在对应的基下的坐标相同.
可建立如下同构映射:

σ : V → F n,
n∑

i=1
aiαi 7→

n∑
i=1

aiεi

.

Thm. 13 同构映射的子空间保持性定理

设 σ 是域 F 上线性空间 V 到 V ′ 的一个同构映射, U 是 V 的一个子空间, 令 σ(U) :=
{σ(α) | α ∈ U} ⊆ V ′, 则 σ(U) 是 V ′ 的一个子空间.
若 dimU = m, 则 dim σ(U) = m.
Pf 0′ = σ( 0

∈U
) ∈ σ(U); σ(α

∈U
) + σ( β

∈U
) = σ(α + β) ∈ σ(U); kσ(α

∈U
) = σ(kα

∈U
) ∈ σ(U), 从而

σ(U) 是 V ′ 的一个子空间

1.7.2 线性空间的同构类与划分

Def. 25 同构类

设 Ω = {数域 K 上线性空间}, 线性空间的同构是 Ω 上的一个等价关系, 此时, 等价类称
为同构类
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Thm. 14 有限维线性空间的同构类划分定理

所有同构类组成的集合是 Ω的一个划分,令 Ω1 = {域 F 上有限维线性空间},则同构类有:

0 = {0}, F 1 = {1 维线性空间}, · · · , F n = {n 维线性空间}, · · ·

因此, 同构类完全被维数所决定.

1.8 商空间

Def. 26 商集

设 ∼ 是集合 S 上的一个等价关系, 由所有等价类组成的集合 (S 的一个划分), 称为 S 对

于关系 ∼ 的商集, 记作 S/ ∼

Def. 27 陪集、陪集的代表

设 V 是域 F 上的线性空间, W 是 V 的一个子空间, 设 β ∼ α :⇔ β − α ∈ W , 易证 ∼ 是
V 上的一个等价关系.
∀α ∈ V , α = {β ∈ V | β ∼ α} = {β ∈ V | β − α ∈ W} = {β ∈ V | β − α = η,η ∈ W} =
{β ∈ V | β = α + η,η ∈ W} = {α + η | η ∈ W} =: α +W , 将 α +W 称为 W 的一个陪

集, 称 α 为 α +W 的一个代表

Prop. 38 陪集的性质

1. α +W = γ +W ⇐⇒ α − γ ∈ W , 可得: 陪集 α +W 的代表不唯一

2. η ∈ W ⇐⇒ η +W = W

Def. 28 商空间

V/W := {α +W | α ∈ V } 是 V 对于子空间 W 的一个商集

规定加法: (α +W ) + (β +W ) := (α + β) +W ;
规定数乘: k(α +W ) := kα +W ;
易证, 上述的定义与陪集代表的选择无关, 因此定义合理.
W 是 V/W 的一个零元, (−α) + W 是 α + W 的负元, 易证 V/W 成为域 F 上的一个线

性空间, 称 V/W 为 V 对于子空间 W 的商空间

Thm. 15 商空间的维数公式

设 V 是域 F 上的一个 n 维线性空间, W 是 V 的一个子空间, 则:

dim(V/W ) = dim V − dimW
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.
Pf W 中取一个基 α1, · · · ,αs, 将其扩充成 V 的一个基 α1, · · · ,αs,αs+1, · · · ,αn, ∀α +
W ∈ V/W , 设 α = a1α1 + · · · + asαs + as+1αs+1 + · · · + anαn,

α +W = (a1α1 + · · · + asαs + as+1αs+1 + · · · + anαn)

= a1(α1 +W ) + · · · + as(αs +W ) + as+1(αs+1 +W ) + · · · + an(αn +W )

= a1W + · · · + asW + as+1(αs+1 +W ) + · · · + an(αn +W )

= as+1(αs+1 +W ) + · · · + an(αn +W )

设 k1(αs+1 +W ) + kn−s(αn +W ) = W

=⇒ k1αs+1 + · · · + kn−sαn +W = W

=⇒ k1αs+1 + · · · + kn−sαn ∈ W

=⇒ k1αs+1 + · · · + kn−sαn = l1α1 + · · · + lsαs

=⇒ k1 = · · · = kn−s = l1 = · · · = ls = 0
=⇒ αs+1 +W, · · · ,αn +W 线性无关

=⇒ αs+1 +W, · · · ,αn +W 是 V/W 的一个基

=⇒ dim(V/W ) = n− s = dim V − dimW

Prop. 39 基于商空间的直和分解定理

如果 V/W 的一个基为 β1 + W, · · · ,βt + W , 令 U = 〈β1, · · · ,βt〉, 则 V = W ⊕ U , 且
β1, · · · ,βt 是 U 的一个基.
这揭示出可以通过研究商空间, 来研究线性空间的结构.
Pf ∀α ∈ V , αW = a1(β1 +W ) + · · · + at(βt +W ) = (a1β1 + · · · + atβt)
=⇒ α − (a1β1 + · · · + atβt

记作β∈U

) ∈ W =⇒ α − β = η ∈ W =⇒ α = η + β ∈ W + U

=⇒ V = W + U ; ∀γ ∈ W ∩ U , γ = l1β1 + · · · + ltβt

=⇒ γ +W = (l1β1 + · · · + ltβt) +W = l1(β1 +W ) + · · · + lt(βt +W ) = W (零元)
=⇒ l1 = · · · = lt = 0 =⇒ γ = 0 =⇒ W ∩ U = {0} =⇒ V = W ⊕ U

设 k1β1 + · · · + ktβt = 0 =⇒ W = 0 +W = (k1β1 + · · · + ktβt) +W

=⇒ k1 = · · · = kt = 0 =⇒ β1, · · · ,βt 线性无关 =⇒ β1, · · · ,βt 是 U 的一个基

Thm. 16 推广到无限维的补空间存在定理

即使 V 是无限维的, 对于其无限维子空间 W , 若商空间 V/W 是有限维的, 则 W 也存在

一个补空间 U .
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2 线性映射

2.1 线性映射及其运算

2.1.1 线性映射的定义

Def. 1 线性映射、线性变换

设 V 和 V ′ 是域 F 上的线性空间, V 到 V ′ 的一个映射 A 如果满足:

1. A(α + β) = A(α) + A(β), ∀α,β ∈ V (保持加法);

2. A(kα) = kA(α), ∀α ∈ V, k ∈ F (保持纯量乘法),

则称 A 为 V 到 V ′ 的一个线性映射.
如果 V 到 V ′ 的一个线性映射 B, 满足: B(α) = A(α), ∀α ∈ V , 则称 B 与 A 相等, 记作
B = A.
V 到自身的一个线性映射, 称为 V 上的一个线性变换.

Eg. 1 线性变换的例子

1. 数乘变换: K(α) = kα, ∀α ∈ V, k ∈ F

2. 零变换: O(α) = 0, ∀α ∈ V

3. 恒等变换: I(α) = α, ∀α ∈ V

Prop. 1 线性映射的性质

1. A(0) = 0′

零元的像是零元

2. A(−α) = −A(α)

3. A(k1α1 + · · · + ksαs) = k1A(α1) + · · · + ksA(αs)

4. α1, · · · ,αs 在 V 中线性相关 ⇒ A(α1), · · · ,A(αs) 在 V ′ 中线性相关

线性相关向量组的像仍线性相关, 线性无关向量组的像不一定线性无关

5. 设 dim V = n, V 中取一个基 α1, · · · ,αn, ∀α ∈ V , 设 α = a1α1 + · · · + anαn, 则
A(α) = k1A(α1) + · · · + knA(αn)
A 完全被其在 V 中一个基上的作用所决定

6. 设 A 是 V 到 V ′ 的一个同构映射 ⇐⇒ A 是 V 到 V ′ 的一个可逆线性映射
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Prop. 2 线性映射的构造

设 V 和 V ′ 是域 F 上的线性空间, 且 dim V = n, V 中取一个基 α1, · · · ,αn, V ′ 中任取 n

个向量 γ1, · · · ,γn (可重复), 令 A : V → V ′,α =
n∑

i=1
aiαi 7→

n∑
i=1

aiγi, 则 A 是 V 到 V ′ 的

一个线性映射.
其中, A(αi) = γi, i =, · · · , n; 若有 V 到 V ′ 的一个线性映射 B, 满足: B(αi) = γi, i =
, · · · , n, 则 B = A

2.1.2 线性映射的运算律

Def. 2 线性映射的加法与纯量乘法

设 V 和 V ′ 是域 F 上的线性空间,令 Hom(V, V ′) := {V 到 V ′ 的线性映射}, Hom(V, V ) :=
{V 上的线性变换}.
在 Hom(V, V ′) 中, 规定加法: (A + B)α := Aα + Bα, ∀A,B ∈ Hom(V, V ′),α ∈ V ; 规定纯
量乘法: (kA)α := k(Aα), ∀k ∈ F,A ∈ Hom(V, V ′),α ∈ V

Def. 3 线性映射空间

易证, Hom(V, V ′) 满足线性空间八条运算法则, 其中零元是零映射: O(α) = 0′
, ∀α ∈ V ,

A 的负元是: (−A)α = −Aα, ∀A ∈ Hom(V, V ′)α ∈ V , 因此 Hom(V, V ′) 也成为域 F 上

的一个线性空间, 称为 V 到 V ′ 的线性映射空间.
同理, Hom(V, V ) 也是域 F 上的一个线性空间, 称为 V 上的线性变换空间

Def. 4 线性映射的乘法

设线性映射 A,B: V A−→ U
B−→ W , 则有线性映射的乘法 BA, 根据映射乘法的运算律, 线

性映射的乘法满足: (1) 结合律; (2) 左右分配律.
易证, Hom(V, V ) 对于加法和乘法是一个有单位元 (恒等变换 I) 的非交换环, 其纯量乘法
满足: k(AB) = (kA)B = A(kB)

Prop. 3 基于同构的可逆线性变换判定定理

A 是 V 上的可逆线性变换 ⇐⇒ A−1 是 V 上的可逆线性变换

Def. 5 线性变换的幂运算

设 A ∈ Hom(V, V ), 令 Am := AA · · · A︸ ︷︷ ︸
m个

, m ∈ N∗, 称为 A 的正整数指数幂.

A0 := I, 称为 A 的零次幂.
易证, AmAl = Am+l, (Am)l = Aml, m, l ∈ N.
若 A 可逆, 则令 A−m := (A−1)m, m ∈ N∗, 称为 A 的负整数指数幂
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2.1.3 投影

Def. 6 投影

设几何空间 V , 过定点 O 的一个平面 U 是 V 的一个子空间, 过定点 O 的一条直线 W 也

是 V 的一个子空间, 有: V = U ⊕W .
∀α ∈ V , α = α1

∈U
+ α2

∈W
, α 平行于 W 在 U 上的投影: PU(α) = α1

设域 F 上的一个线性空间 V = U ⊕W , ∀α ∈ V , α = α1
∈U

+ α2
∈W

, 令 PU(α) = α1, 则称 PU

为平行于 W 在 U 上的投影

Prop. 4 投影的性质

1. PU 是 V 上的一个线性变换

2. PU =


α, ∀α ∈ U

0, ∀α ∈ W

3. P2
U = PU

Def. 7 幂等变换

V 上的线性变换 A 如果满足: A2 = A, 则称 A 是一个幂等变换.
投影 PU 是一个幂等变换

Prop. 5 投影判定定理

若 V 上的一个线性变换 A 满足: A =


α, ∀α ∈ U

0, ∀α ∈ W
, 则 A = PU

Pf ∀α ∈ V , 设 α = α1
∈U

+ α2
∈W

, Aα = Aα1 + Aα2 = Aα1 + 0 = PU , 从而 A = PU

2.2 线性映射的核与像

Def. 8 线性映射的核

设 A是域 F 上线性空间 V 到 V ′ 的一个线性映射,则 V 的子集 Ker A := {α ∈ V | Aα =
0′}, 称为 A 的核.
Ker A 是 V 的一个子空间, 可以称为核空间; Im A 是 V ′ 的子空间, 称为像空间

Prop. 6 基于核的单射判定定理

A 是单射 ⇐⇒ Ker A = {0}.
Pf ∀α ∈ Ker A, Aα = 0′ = A(0) A是单射=⇒ α = 0; 设 Ker A = {0}, α1,α2 ∈ V 且

Aα1 = Aα2, 则 A(α1 − α2) = Aα1 − Aα2 = 0′ , 从而 α1 − α2 ∈ Ker A Ker A={0}=⇒ α1 = α2
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Prop. 7 基于像的满射判定定理

A 是满射 ⇐⇒ Im A = V ′

Prop. 8 投影的核与像

几何空间 V = U ⊕W , 设平行于 W 在 U 上的投影 PU , Ker PU = W , Im PU = U

Prop. 9 投影的核的商空间与像空间的同构性定理

令 σ : V/W → Im PU ,α +W 7→ PUα, ∀α ∈ V , 易证 σ 既是单射又是满射, 从而 σ 是一个

双射, 又满足:

1. (α +W ) + (β +W ) = (α + β) +W 7→ PU(α + β) = PUα + PUβ (保持加法);

2. k(α +W ) = (kα) +W 7→ PU(kα) = kPUα (保持纯量乘法),

因此, σ 是一个同构映射, 从而 V/W ∼= Im PU , 即 V/Ker PU
∼= Im PU .

Thm. 1 第一同构定理

设 A 是域 F 上线性空间 V 到 V ′ 的一个线性映射, 则:

V/Ker A ∼= Im A

于是, 有维数关系: dim(Im A) = dim(V/Ker A) = dim V − dim(Ker A).
Pf 记 W = Ker A, 令 σ : V/W → Im A,α + W 7→ Aα, α + W = β + W ⇐⇒ α − β ∈
W = Ker A ⇐⇒ A(α − β) = 0′ ⇐⇒ Aα = Aβ, 因此 σ 是一个映射, 并且是一个单射, 显
然也是一个满射, 从而 σ 是一个双射, 易证, σ 保持加法与纯量乘法, 因此是 V/Ker A 到
Im A 的一个同构映射

Thm. 2 线性映射核与像的维数公式 (秩-零度定理)

设 A ∈ Hom(V, V ′), dim V = n, 则:

dim V = dim(Ker A) + dim(Im A)

Def. 9 线性映射的秩与零度

将线性映射 A 的像空间的维数, 称为线性映射的秩, 记作 rank(A) = dim(Im A).
将 A 的核的维数, 称为 A 的零度

Thm. 3 有限维同维线性空间的线性映射单满等价性定理

设 A ∈ Hom(V, V ′) 且 dim V = dim V ′, 则 A 是单射 ⇐⇒ A 是满射.
特别地, A 是有限维线性空间 V 上的一个线性变换, 则 A 是单射 ⇐⇒ A 是满射.
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Pf A 是单射 ⇐⇒ Ker A = {0} ⇐⇒ dim V = dim(Im A) ⇐⇒ Im A = V ′ ⇐⇒ A 是满射

2.3 线性映射的矩阵表示

设 V 是域 F 上的线性空间, 令:

V n := V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n个

:= {(α1,α2, · · · ,αn) | αi ∈ V, i = 1, · · · , n}

1. 规定相等: (α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βn) :⇔ αi = βi, i = 1, · · · , n

2. 规定加法: (α1, · · · ,αn) + (β1, · · · ,βn) := (α1 + β1, · · · ,αn + βn), ∀αi,βi ∈ V

3. 规定纯量乘法: k(α1, · · · ,αn) := (kα1, · · · , kαn), ∀αi ∈ V, k ∈ F

易证, V n 成为域 F 上的一个线性空间

4. 规定与矩阵的乘法:

(α1,α2, · · · ,αn)︸ ︷︷ ︸
∈V n



a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

... ... ...
an1 an2 · · · anm

 := (a11α1 + · · · + an1αn, · · · , a1mα1 + · · · + anmαn)︸ ︷︷ ︸
∈V m

满足:
(1) [(α1, · · · ,αn)A] B = (α1, · · · ,αn)(AB);
(2) (α1, · · · ,αn)A + (α1, · · · ,αn)B = (α1, · · · ,αn)(AB);
(3) (α1, · · · ,αn)A + (β1, · · · ,βn)A = (α1 + β1, · · · ,αn + βn)A;
(4) k [(α1, · · · ,αn)A] = [k(α1, · · · ,αn)] A = (α1, · · · ,αn)(kA)

2.3.1 线性映射在一个基下的矩阵

Def. 10 线性变换的矩阵

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间, A 是 V 上的一个线性变换, V 中取一个基 α1, · · · ,αn,
基在线性变换下的像一定可以由基线性表出:
线性变换完全被其在基上的作用所决定

Aα1 = a11α1 + a21α2 + · · · + an1αn

Aα2 = a12α1 + a22α2 + · · · + an2αn

...

Aαn = a1nα1 + a2nα2 + · · · + annαn
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=⇒ (Aα1,Aα2, · · · ,Aαn) = (α1,α2, · · · ,αn)



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ...
an1 an2 · · · ann


︸ ︷︷ ︸

记作A

即A(α1, · · · ,αn) := (Aα1, · · · ,Aαn) = (α1, · · · ,αn)A

将矩阵 A 称为线性变换 A 在基 α1, · · · ,αn 下的矩阵

A 的第 j 列是 Aαj 在基 α1, · · · ,αn 下的坐标, 于是, 线性变换在一个给定的基下的矩阵
是唯一的

Def. 11 线性映射的矩阵

设 A ∈ Hom(V, V ′), dim V = n, dim V ′ = s, V 中取一个基 α1, · · · ,αn, V ′ 中取一个基

η1, · · · ,ηs, 则:

(Aα1,Aα2, · · · ,Aαn) = (η1, · · · ,ηs)



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ...
as1 as2 · · · asn


︸ ︷︷ ︸

记作A

=⇒ A(α1, · · · ,αn) = (η1, · · · ,ηs)A

将 A 称为线性映射 A 在 V 的基 α1, · · · ,αn 和 V ′ 的基 η1, · · · ,ηs 下的矩阵

Prop. 10 线性映射及其矩阵的性质

令 σ : Hom(V, V ′) → Ms×n(F ),A 7→ A, 其中 A(α1, · · · ,αn) = (η1, · · · ,ηs)A,
设 B ∈ Hom(V, V ′), B(α1, · · · ,αn) = (η1, · · · ,ηs)B, 则有:

1. (A + B)(α1, · · · ,αn) = (η1, · · · ,ηs)(A + B) (保持加法)

2. (kA)(α1, · · · ,αn) = (η1, · · · ,ηs)(kA) (保持纯量乘法)

Prop. 11 线性变换及其矩阵的特殊性质

1. 设 A,B ∈ Hom(V, V ), 在给定的一个基 α1, · · · ,αn 下, A 的矩阵为 A, B 的矩阵为
B, 则有 (AB)(α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)(AB) (保持乘法)

2. 令 σ : Hom(V, V ) → Mn(F ),A 7→ A, 其中 A(α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)A, 则 σ 保

持加法、纯量乘法、乘法
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3. A 可逆 ⇐⇒ A 可逆, 且 A−1 在基 α1, · · · ,αn 下的矩阵为 A−1

4. A 是幂等变换 ⇐⇒ A 是幂等矩阵

2.3.2 线性映射空间与矩阵空间的关系

Thm. 4 线性映射空间与矩阵空间的同构定理

任给 C = (γ1, · · · ,γn) ∈ Ms×n, 根据定理 1, 一定存在唯一的一个线性映射 C, 使得
C(α1, · · · ,αn) = (η1, · · · ,ηs)(γ1, · · · ,γn) = (η1, · · · ,ηs)C, 因此 σ 是双射, 从而 σ 是

Hom(V, V ′) 到 Ms×n(F ) 的一个同构映射, 于是有:

Hom(V, V ′) ∼= Ms×n(F )

.
特别地, 对于线性变换:

Hom(V, V ) ∼= Mn(F )

Thm. 5 线性映射空间的维数公式

由于线性映射空间与矩阵空间同构, 二者维数相等, 于是有:

dim [Hom(V, V ′)] = sn = (dim V )(dim V ′)

特别地, 对于线性变换:
dim [Hom(V, V )] = n2 = (dim V )2

.

2.3.3 相似矩阵与不变量

Def. 12 矩阵的迹

设 A =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann

, 对角线元素之和 a11 + a22 + · · · + ann, 称为矩阵 A 的迹, 记

作 tr(A) = a11 + a22 + · · · + ann

Prop. 12 矩阵的迹的性质

1. tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

2. tr(kA) = k tr(A)
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3. tr(AB) = tr(BA)

Def. 13 相似矩阵、相似类

设 A,B ∈ Mn(F ), 如果存在域 F 上的 n 级可逆矩阵 P , 使得 B = P −1AP , 则称 A 与

B 是相似的, 记作 A ∼ B.
相似关系是 Mn(F ) 上的一个等价关系, 相似关系下的等价类, 称为相似类

Prop. 13 矩阵的行列式、秩、迹在相似关系下的不变性定理

1. 若 A ∼ B, 则 |A| = |B|, 且 rank(A) = rank(B)
Pf |B| = |P −1AP | = |P −1| |A| |P | = |P |−1 |A| |P | = |A|

2. 若 A ∼ B, 则 tr(A) = tr(B)
Pf tr(B) = tr(P −1AP ) = tr(AP P −1) = tr(A)

因此, n 级矩阵的行列式、秩、迹均为相似关系下的不变量.

2.3.4 线性变换在不同基下的矩阵

Def. 14 过渡矩阵

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换, V 中取两个基 α1, · · · ,αn 与

η1, · · · ,ηn, 设 (η1, · · · ,ηn) = (α1, · · · ,αn)


s11 · · · s1n

... ...
sn1 · · · snn


︸ ︷︷ ︸

记作S

, 称 S 为基 α1, · · · ,αn 到基

η1, · · · ,ηn 的过渡矩阵

Thm. 6 线性变换在不同基下的矩阵相似定理

设 A(α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)A, A(η1, · · · ,ηn) = (η1, · · · ,ηn)B, 则有:

B = S−1AS

即, 线性变换 A 在不同基下的矩阵是相似的.

Pf 从 (η1, · · · ,ηn)
线性无关


k1
...
kn

 = 0, 可推出


k1
...
kn

 = 0 ∈ F n

⇐⇒ 从 (α1, · · · ,αn)
线性无关

S


k1
...
kn

 = 0, 可推出


k1
...
kn

 = 0 ∈ F n
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⇐⇒ 从 S


k1
...
kn

 = 0 ∈ F n, 可推出


k1
...
kn

 = 0 ∈ F n (齐次线性方程组只有零解)

⇐⇒ |S| 6= 0 ⇐⇒ S 是可逆矩阵

A(η1, · · · ,ηn) = A(α1, · · · ,αn)S = (α1, · · · ,αn)AS = (η1, · · · ,ηn)S−1AS =
(η1, · · · ,ηn)B

Def. 15 线性变换的行列式、秩、迹

由于 A 在不同基下的矩阵是相似的, 将 A 在一个基下的矩阵 A 的行列式、秩、迹, 称为
线性变换 A 的行列式、秩、迹.

Prop. 14 线性变换的矩阵的秩与像空间维数的关系

设 A ∈ Hom(V, V ), A(α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)A, 则:

rank(A) = rank(A) = dim(Im A)

.

2.3.5 向量在线性映射下像的坐标

Def. 16 向量在线性映射下像的坐标
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.4 矩阵对角化及特征值与特征向量

Def. 1 in 2.3.1 表明一个线性变换在给定一个基后可以由一个矩阵表示. 于是我们便想找
到一个基, 使得线性变换在这个基下的矩阵表示形式最简单. 我们认为最简单的矩阵为对角矩
阵, 设这个基为 ξ1, · · · , ξn, 对角矩阵为 D = diag{λ1, · · ·λn}, 则有

A(ξ1, · · · , ξn) = (ξ1, · · · , ξn)D = (ξ1, · · · , ξn)


λ1

. . .
λn

 = (λ1ξ1, · · · , λnξn)

于是有 Aξi = λiξi, 这引出了特征值与特征向量的问题.
Thm. 4 in 6 表明一个线性变换在不同基下有不同的矩阵表示, 且给出了矩阵之间的关系

——相似. 于是我们能够在有一个给定的基及其下矩阵的基础上, 通过 Meth. 2 in 2 给出的对
角化方法, 将一个可对角化的矩阵转化为对角矩阵.
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2.4.1 线性变换的特征值与特征向量

Def. 17 线性变换的特征值与特征向量

设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换, 若存在 λ0 ∈ F 和一个非零向量 ξ ∈ V , 使
得

Aξ = λ0ξ

则称 λ0 是 A 的一个特征值, 称 ξ 是 A 的属于特征值 λ0 的一个特征向量

Def. 18 特征子空间

设 A ∈ Hom(V, V ), λ0 是 A 的一个特征值, 令

Vλ0 := {α ∈ V | Aα = λ0α}

由于 ∀α,β ∈ Vλ0 , k ∈ F , α + β, kα,0 ∈ Vλ0 , 从而 Vλ0 是 V 的一个子空间, 称 Vλ0 为 A 的
属于特征值 λ0 的特征子空间.

Prop. 15 不同特征值对应的特征向量线性无关

设 A ∈ Hom(V, V ), λ1, λ2 是 A 的不同的特征值, Vλ1 中 α1, · · · ,αs 线性无关, Vλ2 中

β1, · · · ,βr 线性无关, 则 α1, · · · ,αs,β1, · · · ,βr 线性无关.
推广到所有特征值: 设 A ∈ Hom(V, V ), λi 是 A 的不同的特征值, Vλi

中 αi1, · · · ,αiri
线

性无关, 则 α11, · · · ,α1r2 , · · · ,αs1, · · · ,αsrs 仍线性无关, i = 1, · · · , s.
Pf 设 k1α1 + · · · + ksαs + l1β1 + · · · + lrβr = 0, 则 k1λ1α1 + · · · + ksλ1αs + l1λ2β1 +
· · · + lrλ2βr = 0, 于是有 l1(λ2 − λ1)β1 + · · · + lr(λ2 − λ1)βr = 0, 由于 λ1 6= λ2, 从而
l1 = · · · = lr = 0, 易得 k1 = · · · = ks = 0, 因此 α1, · · · ,αs,β1, · · · ,βr 线性无关

2.4.2 矩阵的特征值与特征向量

Def. 19 矩阵的特征值与特征向量

设 A ∈ Mn(F ), 若存在 λ0 ∈ F , 以及 F n 中一个非零列向量 y, 使得 Ay = λ0y, 则称 λ0

是 A 的一个特征值, y 是 A 的属于 λ0 的一个特征向量

Prop. 16 有限维线性空间中的特征值与特征向量判定定理

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换, V 中取一个基 α1, · · · ,αn, A 在这个基下
的矩阵为 A, V 中的向量 ξ 在这个基下的坐标记为 y, 则:
λ0 是 A 的一个特征值, ξ 是 A 的属于 λ0 的一个特征向量 ⇐⇒

1. Ay = λ0y, λ0 ∈ F 且 y 6= 0 ∈ F n

2. λ0 是 A 的一个特征值, ξ 的坐标 y 是 A 的属于 λ0 的一个特征向量
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Prop. 17 特征值与特征向量求解定理

设 A ∈ Mn(F ), λ0 是 A 的一个特征值, α 是 A 的属于 λ0 的一个特征向量 ⇐⇒

1. |λ0I − A| = 0, α 是 (λ0I − A)X = 0 的一个非零解, λ0 ∈ F

2. λ0 是一元多项式 |λI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n

... ... . . . ...
−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
在 F 中的一个根, α

是 (λ0I − A)X = 0 的一个非零解

Def. 20 环上的特征矩阵及其行列式、特征多项式

λI − A =



λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n

... ... . . . ...
−an1 −an2 · · · λ− ann


是环 F [λ] 上的一个矩阵, 称为 A 的特征矩阵, 可定义加法、纯量乘法、乘法, 且满足与域
F 上矩阵相同的运算法则

环 F [λ] 上的 n 级矩阵可定义行列式, 将 λI − A 的行列式:

|λI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n

... ... . . . ...
−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称为 A 的特征多项式

将对应矩阵 A 的特征多项式, 称为线性变换 A 的特征多项式.

Meth. 1 求矩阵全部特征值与特征向量

求域 F 上 n 级矩阵 A 的全部特征值与特征向量的步骤:

1. 计算 |λI − A|

2. 求 A 的特征多项式 |λI − A| 在 F 中的全部根, 即为 A 的全部特征值

3. 对于 A 的每个特征值 λi, 求齐次线性方程组 (λiI − A)X = 0 的基础解系
αi1, · · · ,αiri

4. 则 A 的属于 λi 的全部特征向量为

{k1αi1 + · · · + kri
airi

| k1, · · · , kri
∈ F, k1 · · · kri

6= 0}
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Prop. 18 特征多项式与特征值在相似关系下的不变性定理

设 A,B ∈ Mn(F ), 若 A ∼ B, 则 A与 B 的特征多项式相等, 从而 A与 B 有相同的特征

值 (重根按重数计算).
Pf B = P −1AP , |λI − B| = |P −1(λI)P − P −1AP | = |P −1(λI − A)P |
= |P −1| |λI − A| |P | =⇒ |λI − B| = |λI − A|

Thm. 7 矩阵特征多项式的展开式定理

设 A(aij) ∈ Mn(F ), 则 A 的特征多项式:

f(λ) = λn − tr(A)λn−1 + · · · + (−1)k
∑

1≤j
′
1<···<j

′
k

≤n

A

j ′
1 · · · j

′
k

j
′
1 · · · j

′
k

λn−k + · · · + (−1)n |A|

Pf

2.4.3 线性变换可对角化的条件

Def. 21 可对角化

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换, 若 V 中有一个基 α1, · · · ,αn, 使得
A 在这个基下的矩阵为对角矩阵, 则称 A 可对角化

Prop. 19 基于特征向量的线性变换可对角化判定定理

n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化 ⇐⇒

1. V 中存在由 A 的特征向量组成的一个基

2. A 有 n 个线性无关的特征向量

Pf V 中有一个基 α1, · · · ,αn, 使得 A(α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)


λ1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · λn

,

即 (Aα1, · · · ,Aαn) = (λ1α1, · · · , λnαn), 即 Aαi = λiαi, i = 1, · · · , n

Prop. 20 基于特征子空间的线性变换可对角化判定定理

n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化 ⇐⇒

1. 所有特征子空间的基合起来, 是 V 的一个基

Pf α11, · · · ,α1r1︸ ︷︷ ︸
∈Vλ1

, · · · ,αs1, · · · ,αsrs︸ ︷︷ ︸
∈Vλs

, r1 + · · · + rs = n, 假如有

Vλj
, αj1, · · · ,αjrj

不是 Vλj
的一个基, 则 Vλj

有一个向量 βj 不能

由 αj1, · · · ,αjrj
线性表出, 从而 αj1, · · · ,αjrj

,βj 线性无关, 于是

α11, · · · ,α1r1 , · · · ,αj1, · · · ,αjrj
,βj, · · · ,αs1, · · · ,αsrs 仍线性无关, 而其向量个
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数为 n+ 1, 产生矛盾, 因此 αi1, · · · ,αirj
是 Vλi

的一个基, i = 1, · · · , s

2. V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs , 其中 λ1, · · · , λs 是 A 所有不同的特征值

3. dim V = dim Vλ1 + · · · + dim Vλs

4. Vλj
= Ker(A − λjI)

Pf αj ∈ Vλj
⇐⇒ Aαj = λjαj ⇐⇒ Aαj − λjIαj = 0 ⇐⇒ (A − λjI)αj = 0 ⇐⇒

αj ∈ Ker(A − λjI)

Def. 22 特征值的代数重数与几何重数

将特征值 λi 作为特征多项式的根的重数, 称为 λi 的代数重数; 将特征子空间 Vλi
的维数,

称为 λi 的几何重数.

Prop. 21 基于重数的线性变换可对角化判定定理

n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化 ⇐⇒
A 的特征多项式为 f(λ) = (λ − λ1)r1 · · · (λ − λs)rs , 其中 λ1 6= · · · 6= λs; 并且特征值 λi 的

代数重数, 等于 λi 的几何重数.
Pf

A(α11, · · · ,α1r1 , · · · ,αs1, · · · ,αsrs) = (α11, · · · ,αsrs)



λ1
. . .

λ1
. . .

λs

. . .
λs



=⇒ |λI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− λ1
. . .

λ− λ1
. . .

λ− λs

. . .
λ− λs

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.4.4 矩阵的对角化

Def. 23 矩阵的可对角化

设 A ∈ Mn(F ), 若 A 相似于一个对角矩阵, 则称 A 可对角化

Prop. 22 矩阵可对角化判定定理

A 可对角化 ⇐⇒ 存在域 F 上的一个 n 级可逆矩阵 P , 使得:

P −1AP =


λ1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · λn



Meth. 2 求可对角化矩阵的对角矩阵
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.5 不变子空间与线性变换的多项式

2.5.1 不变子空间的定义与例子

Def. 24 不变子空间

设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换, W 是 V 的一个子空间, 若从 α ∈ W 可推

出 Aα ∈ W , 则称 W 是 A 的一个不变子空间

Eg. 2 不变子空间的例子

1. {0}, V 都是 A 的不变子空间, 称为平凡的不变子空间

2. A 的特征子空间、Ker A、Im A 均是 A 的不变子空间
Pf α ∈ Vλ1 =⇒ Aα = λ1α ∈ Vλ1 ; β ∈ Ker A =⇒ Aβ = 0 ∈ Ker A; Aγ ∈ Im A
=⇒ A(Aγ) ∈ Im A

3. 设 A,B ∈ Hom(V, V ), 若 AB = BA, 则 B 的特征子空间、Ker B 和 Im B 均是 A 的
不变子空间

Pf α ∈ Ker B =⇒ Bα = 0 =⇒ B(Aα) = A(Bα) = A(0) = 0 =⇒ Aα ∈ Ker B;
Bβ ∈ Im B =⇒ A(Bβ) = B(Aβ) ∈ Im B; 设 Vµ1 是 B 的一个特征子空间, γ ∈ Vµ1

=⇒ Bγ = µ1γ =⇒ B(Aγ) = A(Bγ) = µ1Aγ =⇒ Aγ ∈ Vµ1

4. A 的不变子空间的交与和, 仍是 A 的不变子空间

5. 设 W = 〈α1, · · · ,αs〉 是 V 的一个子空间, 则:
W 是 A 的不变子空间 ⇐⇒ Aαi ∈ W, i = 1, · · · , s
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2.5.2 线性变换的分块对角矩阵表示

Def. 25 限制变换

设 W 是 A 的一个不变子空间, A|W 满足: ∀α ∈ W, (A|W )α = Aα, 即对应法则不变, 仅
将定义域限制到 W 上, 则称 A|W 为 A 在 W 上的一个限制变换.
易证, A|W 是 W 上的一个线性变换

Prop. 23 基于不变子空间的分块对角矩阵结构定理

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换, 满足:

A(α11, · · · ,α1r2 , · · · ,αs1, · · · ,αsrs) = (α11, · · · ,αsrs)



A1

A2
. . .

As


即 A 在基下的矩阵 A 为一个分块对角矩阵, 其中 Ai 是 ri 级的矩阵, i = 1, · · · , s
⇐⇒ W1 = 〈α11, · · · ,α1r1〉, · · · ,Ws = 〈αs1, · · · ,αsrs〉 是 A 的非平凡不变子空间, 且 V =

s⊕
i=1

Wi, Ai 是 A|Wi
在 Wi 的基 αi1, · · · ,αiri

下的矩阵, i = 1, · · · , s, 即:

(A|Wi
)(αi1, · · · ,αiri

) = (αi1, · · · ,αiri
)Ai

· · ·

2.5.3 零化多项式与 Hamilton-Cayley 定理

Def. 26 线性变换的多项式

设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换, 则表达式:

bmAm + · · · + b1A + b0I

称为线性变换 A 的一个多项式.
F [A] := {A 的多项式} ⊆ Hom(V, V ), 根据域 F 上一元多项式环 F [x] 的通用性质, 不定
元 x 可以用 F [A] 的任一元素代入, 保持加法与乘法运算.
易证 F [A] 对于减法、乘法均封闭, 因此 F [A] 是 Hom(V, V ) 的一个子环, 且是一个有单位
元 I 的交换环; FI := {kI | k ∈ F} = {K | k ∈ F} 是 F [A] 的一个子环, 且有单位元 I;
设 τ : F → FI, k 7→ kI = K, 易证, τ 是 F 到 FI 的一个环同构映射

42



线性映射

Prop. 24 基于多项式互素的核空间直和分解定理

设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换, A 的任何一个多项式 f(A) 都与 A 可交
换, 因此 Ker f(A) 是 A 的一个不变子空间.
在 F [x] 中, f(x) = f1(x)f2(x), 且 f1(x), f2(x) 互素, 则:

Ker f(A) = Ker f1(A) ⊕ Ker f2(A)

.

Cor. 1
f(x) = f1(x) · · · fs(x), 且 f1(x), · · · , fs(x) 两两互素, 则:

Ker f(A) =
s⊕

i=1
Ker fi(A)

Pf =⇒ f(A) = f1(A)f2(A)
设 α1 ∈ Ker f1(A) =⇒ f2[(A)f1(A)α1] = f2(A)(0) = 0
=⇒ f(A)α1 = 0 =⇒ α1 ∈ Ker f(A)
=⇒ Ker f1(A) ⊆ Ker f(A), 同理 Ker f2(A) ⊆ Ker f(A)
由于 f1(x), f2(x) 互素, 因此存在 u(x), v(x) ∈ F [x], 使得 u(x)f1(x) + v(x)f2(x) = 1
x 用 A 代入, 有 u(A)f1(A) + v(A)f2(A) = I, 于是.

Def. 27 零化多项式

设 A ∈ Hom(V, V ), f(x) ∈ F [x], 若 f(A) = O, 则称 f(x) 为 A 的一个零化多项式.
设 A ∈ Mn(F ), f(x) ∈ F [x], 若 A = 0, 则称 f(x) 为 A 的一个零化多项式.
设 A ∈ Hom(V, V ), dim V = n, A 在 V 的一个基下的矩阵为 A, f(x) 是 A 的一个零化多
项式 ⇐⇒ f(x) 是 A 的一个零化多项式.

Eg. 3 投影变换的应用举例

环 f(λ) 上的矩阵可以写为 λ 的幂乘域 F 上的矩阵之和.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Thm. 8 Hamilton-Cayley 定理

1. 设矩阵 A ∈ Mn(F ), 则 A 的特征多项式 f(λ) 是 A 的一个零化多项式

2. 设线性变换 A ∈ Hom(V, V ), A 的特征多项式 f(λ) 是 A 的一个零化多项式
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Pf (λI − A)∗(λI − A) = |λI − A| I = f(λ)I

λI − A =



λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n

... ... . . . ...
−an1 −an2 · · · λ− ann

 =⇒ (λI − A)∗ =


g11(λ) · · · gn1(λ)

... ...
g1n(λ) · · · gnn(λ)



其中, deg gij(λ) ≤ n− 1, 于是可以将伴随矩阵分解为:

(λI − A)∗ = λn−1Bn−1 + λn−2Bn−2 · · · + λB1 + B0

其中 Bi ∈ Mn(F ), i = 0, 1, · · · , n− 1, 且该式表法唯一
设 f(λ) = λn + an−1λ

n−1 + · · · + a1λ+ a0,

f(λ)I = (λn−1Bn−1 + · · · + λB1 + B0)(λI − A)

= λnBn−1 + · · · + λ2B1 + λB0 − λn−1Bn−1A − · · · − λB1A − B0A

= λnBn−1 + λn−1(Bn−2 − Bn−1A) + · · · + λ(B0 − B1A) − B0A

= λnI + λn−1an−1I + · · · + λa1I + a0I

则: Bn−1 = I, Bn−2 − Bn−1A = an−1I, · · · , B0 − B1A = a1I, −B0A = a0I

对于上述等式, 依次右乘 An, An−1, · · · , A, I, 再全部相加, 得到:

0 = An + an−1A
n−1 + · · · + a1A + a0I = f(A)

.

Thm. 9 根子空间直和分解定理

在 F [λ] 中, f(λ) = pr1
1 (λ) · · · prs

s (λ), 其中 p1(λ), · · · , ps(λ) 是域 F 上两两不等的首一不可

约多项式, 由于 Ker f(A) = Ker(O) = V , 于是有:

V =
s⊕

i=1
Ker[pri

i (A)]

.
若在 F (λ) 中, f(λ) = (λ− λ1)r1 · · · (λ− λs)rs , 其中 λ1, · · · , λs ∈ F 两两不等, 则:

V =
s⊕

j=1
Ker[(A − λjI)rj ]

将 Ker[(A − λjI)rj ] 称为 A 的根子空间, j = 1, · · · , s.
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2.5.4 最小多项式

Def. 28 线性变换的最小多项式

设 A ∈ Hom(V, V ), 在 A 的所有非零的零化多项式中, 次数最低且首项系数为 1 的多项
式, 称为 A 的最小多项式

Prop. 25 最小多项式的性质

1. A 的最小多项式是唯一的

2. 设 m(λ) 是 A 的最小多项式, 则 m(λ) | g(λ) ⇐⇒ g(λ) 是 A 的一个零化多项式
Pf m(λ) 整除 g(λ) =⇒ g(λ) = h(λ)m(λ) =⇒ g(A) = h(A)O = O;
g(λ) = h(λ)m(λ) + r(λ), deg r(λ) < degm(λ), 假设 r(λ) 6= 0, 则 λ 用 A 代入, 有
g(A) = h(A)m(A) + r(A) = O + r(A) = r(A) = O, 于是 r(λ) 也是零化多项式, 这
与最小多项式定义矛盾, 因此 r(λ) = 0

3. A的特征多项式 f(λ)与最小多项式 m(λ)在域 F 中有相同的根 (重数可以不同),且
不随域的扩大而改变

Def. 29 矩阵的最小多项式

设 A ∈ Mn(F ), 在 A 的所有非零的零化多项式中, 次数最低且首项系数为 1 的多项式, 称
为 A 的最小多项式

Thm. 10 线性变换与矩阵的最小多项式等价定理

设 A ∈ Hom(V, V ), A 在 V 的一个基下的矩阵为 A, 则 A 与 A 有相同的最小多项式.

Cor. 2
A 的特征多项式 f(λ) 与最小多项式 m(λ) 在 F 中有相同的根 (重数可以不同), 且不随域
的扩大而改变

Prop. 26 最小多项式在相似关系下的不变性定理

相似矩阵有相同的最小多项式.
Pf 设 A,B ∈ Mn(F ), 且 A ∼ B, 则 B = S−1AS;
设 V 的一个基 α1, · · · ,αn, 存在唯一的线性变换 A, 使得 A(α1, · · · ,αn) =
(α1, · · · ,αn)A, 令 (β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)S, 则 A(β1, · · · ,βn) = A(α1, · · · ,αn)S =
(α1, · · · ,αn)AS = (β1, · · · ,βn)S−1AS = (β1, · · · ,βn)B =⇒ B = S−1AS.
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Thm. 11 线性变换最小多项式的分解定理

设 dim V = n, A ∈ Hom(V, V ), V = W1 ⊕· · ·⊕Ws, Wi 均为 A的非平凡不变子空间, A|Wj

的最小多项式为 mj(λ), j = 1, · · · , s, 则 A 的最小多项式 m(λ) 为:

m(λ) = [m1(λ), · · · ,ms(λ)]

.

Cor. 3

设矩阵 A =


A1

. . .
As

 ∈ Mn(F ), 且 Aj 的最小多项式为 mj(λ), j = 1, · · · , s, 则 A

的最小多项式 m(λ) = [m1(λ), · · · ,ms(λ)]

Pf 任取 A 的一个零化多项式 q(λ), 则 q(A) = O
∀αj ∈ Wj, q(A|Wj

)αj = Oαj = 0, 于是 q(A|Wj
) = O, 从而 q(λ) 是 A|Wj

的一个零化

多项式, 因此 m(λ) | q(λ), j = 1, · · · , s, 于是 q(λ) 是 m1(λ), · · · ,ms(λ) 的一个公倍式, 即
{A 的非零零化多项式} =

2.5.5 幂零变换

Def. 30 幂零变换、幂零指数

若有 l ∈ N∗ 使得 Al = O, 则称为幂零变换, 使得 Al = O 成立的最小正整数 l 称为 A 的
幂零指数

Prop. 27 基于最小多项式的幂零变换判定定理

设 A 是幂零指数为 l 的幂零变换, 则 A 的最小多项式 m(λ) = λl.
Pf Al = O =⇒ λl 是 A 的一个零化多项式, 当 0 < t < l 时, At 6= O =⇒ λl 不是零化多

项式, 因此 m(λ) = λl.

Prop. 28 基于最小多项式的可对角化判定定理

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换, λ1, · · · , λs 是 A 的全部特征值, 则 A
可对角化 ⇐⇒ A 的最小多项式 m(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λs), 即 m(λ) 在 F [λ] 中可以分解
为不同的一次因式的乘积.

Cor. 4
幂零指数 l > 1 的幂零变换, 一定不可对角化
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Cor. 5
幂等变换一定可对角化

Pf Vλj
= Ker(A − λjI) ⇐⇒ ∀αj ∈ Vλj

, (A − λjI)αj =
[
A|Vλj

− λj(I|Vλj
)
]

αj = 0 ⇐⇒
A|Vλj

− λj(I|Vλj
) = O ⇐⇒ λ− λj 是 A|Vλj

的一个零化多项式, 由于最小多项式非零, A|Vλj
的

最小多项式为 λ− λj ⇐⇒ m(λ) = [λ− λ1, · · · , λ− λs] , j = 1, · · · , s.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换, A 的最小多项式为 m(λ) 在 F [λ]

中可分解为 m(λ) = (λ − λ1)l1 · · · (λ − λs)ls , 其中 λ1 6= · · · 6= λs, 则 V = Ker
(
(A − λ1I)l1

)
⊕

· · · ⊕ Ker
(
(A − λsI)ls

)
, 令 Wj = (A − λsI)ls , ∀αj ∈ Wj, (A|Wj

− λjI|Wj
)lj αj = 0, 于是

(A|Wj
−λjI|Wj

)lj = O,从而 (λ−λj)lj 是 A|Wj
的一个零化多项式,因此 A|Wj

的一个最小多项

式mj(λ) = (λ−λj)tj , tj ≤ lj,于是m(λ) = [(λ− λ1)t1 , · · · , (λ− λs)ts ] = (λ−λ1)t1 · · · (λ−λs)ts ,
据唯一因式分解定理, tj = lj, 因此 A|Wj

的最小多项式 mj(λ) = (λ− λj)lj .
设 A|Wj

在 Wj 的一个基下的矩阵为 Aj, 令 Bj = A|Wj
− λjI|Wj

, 则 Blj = O, 因此 Bj 是

Wj 上的一个幂零变换, 幂零指数为 lj, Bj 在上述基下的矩阵为 Aj − λjI.

2.6 Jordan 标准型

对于线性变换的矩阵表示, 最理想的简单形式为对角矩阵, 但并非每一个矩阵都可对角
化. 对于不可对角化的矩阵, Jordan标准型为为其最简单的形式, Jordan标准形是对对角化的
扩展. 在复数域上, 任何一个 n 级矩阵都可以化为一个 Jordan 形矩阵, 即矩阵的 Jordan 标准
型.

2.6.1 幂零变换的 Jordan 标准型

Lem. 1 幂零变换下的像线性无关

设 A ∈ Hom(V, V ), 若 ∀α ∈ V, Am−1α 6= 0, Amα = 0, m ∈ N∗, 则 α,Aα, · · · ,Am−1α

线性无关.
Pf 设 k0α + k1Aα + · · · + km−1Am−1α = 0, 依次做如下变换:

Am−1(k0α + k1Aα + · · · + km−1Am−1α) = k0Am−1α = 0 =⇒ k0 = 0

Am−2(k0α + k1Aα + · · · + km−1Am−1α) = k1Am−1α = 0 =⇒ k1 = 0

· · ·

=⇒ k0 = k1 = · · · = km−1 = 0 =⇒ 像 α,Aα, · · · ,Am−1α 是线性无关的.
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Def. 31 Jordan 块

设域 F 上 t 级矩阵形如:

Jt(a) :=



a 1 · · · 0 0
0 a · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · a 1
0 0 · · · 0 a


则称该矩阵为主对角元为 a 的一个 t 级 Jordan 块

Def. 32 Jordan 形矩阵

由若干个 Jordan 块组成的分块对角矩阵, 称为一个 Jordan 形矩阵

Def. 33 循环子空间、强循环子空间

域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换 A, 如果存在 α ∈ V , 使得 α,Aα, · · · ,At−1α

线性无关, 且 Arα ∈ 〈α,Aα, · · · ,At−1α〉, 则称 〈α,Aα, · · · ,At−1α〉 是一个 A-循环子空
间.
若一个 A-循环子空间还满足 At = 0, 则称是一个 A-强循环子空间.

Prop. 29 幂零变换判定定理

设 B 是域 F 上 r 维线性空间 W 上的一个幂零变换, 其幂零指数为 l ≤ r.
Pf Bl = O, Bl−1 6= O, 于是 ∃ξ ∈ W (ξ 6= 0), s.t. Bl−1ξ 6= 0, Bξ ≡ 0, 根据 Lem in 1, 有
Bl−1ξ, · · · ,Bξ, ξ 线性无关, 从而 l ≤ dimW = r

1. 〈Bl−1ξ, · · · ,Bξ, ξ〉 是 B 的不变子空间, B|〈Bl−1ξ,··· ,Bξ,ξ〉 在基 Bl−1ξ, · · · ,Bξ, ξ 下的矩

阵为一个 Jordan 块:

Jl(0) =



0 1 0 0 · · · 0 0
0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 1 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 0 · · · 0 0


2. 〈Bl−1ξ, · · · ,Bξ, ξ〉 是一个 B-强循环子空间

Thm. 12 幂零变换的强循环子空间直和分解定理

设 B 是域 F 上 r 维线性空间 W 上的一个幂零变换, 其幂零指数为 l, 则 W 可分解为

dimW0 个 B-强循环子空间的直和, 其中 W0 为 B 的属于特征值 0 的特征子空间.
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Pf 对维数 r 做第二数学归纳法: 当 r = 1 时, W = 〈α〉, 此时 l = 1, 于是 B = O,
Oα = 0, 因此 〈α〉 是一个 O-强循环子空间; 假设对于维数小于 r 的线性空间, 命题为
真; 若 l = 1, 则 B = O, W 中取一个基 α1 · · · αr, 则 W = 〈α1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈αr〉, 由于
Oαj = 0, 因此 〈αj〉 是一个 O-强循环子空间; 假设 l > 1, 此时 B 6= O, B 有特征值 0,
于是 B 的属于特征值 0 的特征子空间 W0 6= {0}, 由于 B 6= O, 因此 W0 6= W , 从而
1 ≤ dim(W/W0) = dimW − dimW0 < dimW = r

B̃ : W/W0 → W/W0,α+W0 7→ Bα+W0,易证, B̃是W/W0 上的一个线性变换, ∀α+W0 ∈
W/W0, 有 B̃l(α +W0) = Blα +W0 = Oα +W0 = W0, 因此 B̃ 是 W/W0 上的一个幂零变

换, 对 W/W0 用归纳假设, 得:
W/W0 = 〈B̃t1−1(ξ1 +W0), · · · , (ξ1 +W0)〉 ⊕ · · · ⊕ 〈B̃ts−1(ξs +W0), · · · , (ξs +W0)〉︸ ︷︷ ︸

均为 B̃-强循环子空间
=⇒ 商空间得一个基为 Bt1−1ξ1 +W0, · · · , ξ1 +W0, · · · ,Bts−1ξs +W0, · · · , ξs +W0,
令 U = 〈Bt1−1ξ1, · · · , ξ1, · · · ,Bts−1ξs, · · · , ξs〉 = 〈Bt1−1ξ1, · · · , ξ1〉, · · · , 〈Bts−1ξs, · · · , ξs〉 By
Thm 2 in 39, W = U ⊕ W0, 由于 Bt1ξ1 + W0 = B̃t1(ξ1 + W0) = W0 =⇒ Bt1 ∈ W0 =⇒
Bt1+1ξ1 = B (Bt1ξ1)︸ ︷︷ ︸

∈W0

=.

Prop. 30 幂零变换的 Jordan 标准型判定定理

设 B 是域 F 上的一个 r 维线性空间 W 上的一个幂零变换, 其幂零指数为 l, 则在 W 中

存在一个基, 使得 B 在此基下的矩阵 B 是一个 Jordan 形矩阵, 并且

1. 每一个 Jordan 块的主对角元为 0;

2. 每一个 Jordan 块级数不超过 l;

3. Jordan 块的总数为 dimW0 = dim(Ker B) = r − rank(B);

4. t 级 Jordan 块的个数

N(t) = rank(Bt−1)+rank(Bt+1)−2 rank(Bt) = rank(Bt−1)+rank(Bt+1)−2 rank(Bt)

Pf Jordan 块是循环位移矩阵,
rank[Jt(0)] = t− 1, rank[Jt(0)2] = t− 2, · · · , rank[Jt(0)t−1] = 1, rank(Jt(0)t) = 0

rank(B) =
l∑

t=1
N(t) rank(Jt) =

l∑
t=1

N(t) × (t− 1)

rank(B2) =
rank(Bt−1) = N(t)
rank(Bt) =
rank(Bt+1) =

这个 Jordan 形矩阵 B, 称为幂零变换 B 的 Jordan 标准型, 除了 Jordan 块的排列次序外,
B 的 Jordan 标准型是唯一的.
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Cor. 6
设 B 是域 F 上的一个幂零矩阵, 其幂零指数为 l, 则 B 一定相似于一个 Jordan 形矩
阵, 每一个 Jordan 块的主对角元均为 0, 级数不超过 l, 总数为 r − rank(B), N(t) =
rank[Bt−1] + rank[Bt+1] − 2 rank[Bt], 这个 Jordan 形矩阵称为幂零矩阵 B 的 Jordan 标
准型, 除 Jordan 块的排列顺序外, 是唯一的

2.6.2 线性变换与矩阵的 Jordan 标准型

Prop. 31 线性变换的 Jordan 标准型判定定理

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换, 如果 A 的最小多项式 m(λ) 在 F [λ]
中的标准分解式为 m(λ) = (λ− λ1)l1 · · · (λ− λs)ls , 则

1. V 中有一个基, 使得 A 在此基下的矩阵 A 为一个 Jordan 形矩阵

2. 其主对角线上的元素, 是 A 的全部特征值

3. 主对角元为 λj 的 Jordan 块的总数 Nj = n− rank(A − λjI)

4. 主对角元为 λj 的 t 级 Jordan 块的个数为
Nj(t) = rank(A − λjI)t−1 + rank(A − λjI)t+1 − 2 rank(A − λjI)t, 1 ≤ t ≤ lj

这个 Jordan 形矩阵 A, 称为线性变换 A 的 Jordan 标准型, 除了 Jordan 块的排列次序外,
A 的 Jordan 标准型是唯一的.

Cor. 7
矩阵 A ∈ Mn(F ), 其最小多项式 m(λ) 在 F [λ] 能分解为一次因式的乘积, 则 A 相似于一

个 Jordan 形矩阵, 其主对角线元素为 A 的全部特征值, 主对角元为 λj 的 Jordan 块的总
数 Nj = n− rank(A − λjI), t 级 Jordan 块的个数为
Nj(t) = rank(A − λjI)t−1 + rank(A − λjI)t+1 − 2 rank(A − λjI)t, 1 ≤ t ≤ lj, 这个 Jordan
形矩阵称为 A 的 Jordan 标准型, 除 Jordan 块的排列顺序外, 是唯一的

Pf λ1, · · · , λs 是 A 所有不同的特征值, 且 V =
s⊕

i=1
Ker

[
(A − λiI)li

]
=

s⊕
i=1

Wi, 令 B =

A|Wj
− λjI|Wj

, 则 Bj 是 Wj 上的幂零变换, 其幂零指数为 lj, Wj 中取一个基, 使得 Bj 在此基

下的矩阵 Bj 是一个 Jordan 形矩阵, 设 A|Wj
在 Wj 此基下的矩阵为 Aj, 则 Aj = λjI + Bj,

于是 Aj 是主对角元为 λj 的 Jordan 形矩阵, 因此, A 在 Wj 的全部的基合起来组成的 V 的

一个基下的矩阵 A 是一个 Jordan 形矩阵.
∀m ∈ N∗, α ∈ Ker(A|Wj

− λjI|Wj
)m ⇐⇒ α ∈ Wj 且(A|Wj

− λjI|Wj
)mα = 0 ⇐⇒ α ∈

Wj 且(A − λjI)mα = 0 ⇐⇒ α ∈ Ker(A − λjI)m =⇒ N(j) = dim(Ker Bj) = dim[Ker(A|Wj
−

λjI|Wj
)] = dim[ker(A − λjI)] = dim V − rank(A − λjI)

Nj(t) = rank(Bt−1
j )+rank(Bt+1

j )−2 rank(Bt
j) = 2 dim(Ker Bt)−dim(Ker Bt−1)−dim(Ker Bt+1)

= 2 dim[Ker(A − λjI)t] − dim[Ker(A − λjI)t−1] − dim[Ker(A − λjI)t+1]
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= rank(A − λjI)t−1 + rank(A − λjI)t+1 − 2 rank(A − λjI)t

Prop. 32 线性变换存在 Jordan 标准型的条件

设 A 是 n 维线性空间 V 上的一个线性变换, 则 A 有 Jordan 标准型 ⇐⇒

1. A 的最小多项式 m(λ) 在 F [λ] 中可分解为一次因式的乘积

2. A 的特征多项式 f(λ) 在 F [λ] 中可分解为一次因式的乘积

Prop. 33 矩阵存在 Jordan 标准型的条件

设 A ∈ Mn(F ), A 相似于一个 Jordan 形矩阵 ⇐⇒
A 的特征多项式 f(λ) 或最小多项式 m(λ), 在 F [λ] 可以分解为一次因式的乘积.

Thm. 13 Jordan 标准型定理

复方阵一定有 Jordan 标准型.
根据代数基本定理与复系数多项式唯一因式分解定理可得.

Cor. 8
任意一个 n 级复矩阵 A 都相似于一个 Jordan 形矩阵 J, 即存在可逆矩阵 P , 使得:

J = P −1AP

Prop. 34 矩阵相似判定定理

设 A,B ∈ Mn(F ), 如果二者的特征多项式或最小多项式, 在 F [λ] 可以分解为一次因式的
乘积, 则 A ∼ B ⇐⇒
A 与 B 有相同的 Jordan 标准型 (除 Jordan 块的排列顺序外).
Pf 设 A ∼ J1, B ∼ J2, 则 A ∼ B ⇐⇒ J1 ∼ J2 ⇐⇒ J1 与J2 都是 A 的 Jordan 标准型
⇐⇒ J1 与 J2 是一样的 (除 Jordan 块排列顺序外)

Prop. 35 复矩阵相似判定定理

两个 n 级复矩阵相似 ⇐⇒ 二者有相同的 Jordan 标准型 (除 Jordan 块排列顺序外).

2.7 线性函数与对偶空间

Def. 34 线性函数

设 f 是域 F 上的线性空间 V 到 F 的一个线性映射, 即 f 是 V 到 F 的一个映射, 且满足:

1. f(α + β) = f(α) + f(β), ∀α,β ∈ V (保持加法);

2. f(kα) = kf(α), ∀k ∈ F,α ∈ V (保持纯量乘法),
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则称 f 为 V 上的一个线性函数.
设 dim V = n, V 中取一个基 α1, · · · ,αn, ∀α = x1α1 + · · · + xnαn ∈ V , 则 f(α) =
x1f(α1) + · · · + xnf(αn), 将此式称为 f 在基 α1, · · · ,αn 下的表达式.

Eg. 4 线性函数的例子

1. 矩阵的迹 tr : Mn(F ) → F,A = (aij) 7→
n∑

i=1
aii 是 Mn(F ) 上的一个线性函数, 称为

迹函数

2. 给定 a1, · · · , an ∈ F , f : F n → F,α =


x1
...
xn

 7→
n∑

i=1
aixi 是 F n 上的一个线性函数,

称为 x1, · · · , xn 的一次齐次函数

Prop. 36 线性函数的构造

任给 a1, · · · , an, 存在唯一的线性函数 f , 使得 f(αi) = ai, i = 1, · · · , n, 于是 f(α) =
a1x1 + · · · + anxn.

Def. 35 对偶空间

Hom(V, F ) = {V 上线性函数} 是域 F 上的线性空间, 称为 V 上的线性函数空间.
若 V 是有限维的, 则将 Hom(V, F ) 记作 V ∗, 称 V ∗ 为 V 的对偶空间.

Thm. 14 对偶空间的维数公式与同构

设 dim V = n, V ∗ 为 V 的对偶空间, 则有

dim V ∗ = (dim V )(dimF ) = dim V = n

V ∗ ∼= V

Def. 36 对偶基

V 中取一个基 α1, · · · ,αn, V ∗ 的一个基 f1, · · · , fn 满足:

fi(αj) =


1, j = i

0, j 6= i
= δij, i, j = 1, · · · , n

则将 f1, · · · , fn 称为 V 的基 α1, · · · ,αn 的对偶基.
Pf
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F 中给定 n 个元素 V 上的线性函数

1, 0, · · · , 0 ∃f1 s.t. f1(α1) = 1, f1(αj) = 0, j 6= 1
0, 1, · · · , 0 ∃f2 s.t. f2(α2) = 1, f2(αj) = 0, j 6= 2

... ...
0, 0, · · · , 1 ∃fn s.t. fn(αn) = 1, fn(αj) = 0, j 6= n

设 k1f1 + · · · + knfn = 0, 则

k1f1(α1) + k2f2(α1) + · · · + knfn(α1) = 0 =⇒ k1 = 0

k1f1(α2) + k2f2(α2) + · · · + knfn(α2) = 0 =⇒ k2 = 0
...

k1f1(αn) + k2f2(αn) + · · · + knfn(αn) = 0 =⇒ kn = 0

从而 f1, f2, · · · , fn 线性无关, 又由于 dim V ∗ = n, 因此 f1, f2, · · · , fn 是 V ∗ 的一个基.

Prop. 37 向量与线性函数的坐标

1. V 中任一向量 α =
n∑

i=1
xiαi, 则 fj(α) =

n∑
i=1

xifj(αi) = xj, 因此 α =
n∑

i=1
fi(α)αi

2. V ∗ 中任一元素 f =
n∑

j=1
kjfj, 则 f(αi) =

n∑
j=1

kjfj(αi) = ki, 因此 f =
n∑

j=1
f(αj)fj

Thm. 15 对偶基过渡矩阵定理

设 V 是域 F 上 n 维线性空间, V 中取两个基 α1, · · · ,αn 和 β1, · · · ,βn, 过渡矩阵为 A,
有 (β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)A; V ∗ 中 α1, · · · ,αn 的对偶基为 f1, · · · , fn, β1, · · · ,βn 的

为 g1, · · · , gn, 过渡矩阵为 B, 有 (g1, · · · , gn) = (f1, · · · , fn)B, 则

B = (A−1)T

.

Pf (α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βn)A−1 = (β1, · · · ,βn)


c11 · · · a1j · · · c1n

... ... ...
cn1 · · · cnj · · · cnn

, 则 αj =

n∑
i=1

cijβi =
n∑

i=1
gi(αj)βi, 于是 cij = gi(αj);

(g1, · · · , gn) = (f1, · · · , fn)B = (f1, · · · , fn)


b11 · · · b1i · · · b1n

... ... ...
bn1 · · · bni · · · bnn

, 则 gi =
n∑

j=1
bjifj =
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具有度量的线性空间

n∑
j=1

gi(αj)fj,于是 bji = gi(αj) = cij,因此B(j; i) = A−1(i; j) =( A−1)T (j; i), i, j = 1, · · · , n

Def. 37 双重对偶空间

设 dim V = n, V ∗ 的对偶空间为 (V ∗)∗, 将其称为双重对偶空间, 简记作 V ∗∗, 有:

dim V ∗∗ = dim V ∗ = dim V

V ∗∗ ∼= V ∗ ∼= V

Thm. 16 双重对偶定理

V 中取一个基 α1, · · · ,αn, V ∗ 中关于 α1, · · · ,αn 的对偶基为 f1, · · · , fn, V ∗∗ 中关于

f1, · · · , fn 的对偶基记作 α∗∗
1 , · · · ,α∗∗

n , 有同构映射 σ, τ :

V
σ−−−−→ V ∗ τ−−−−→ V ∗∗

α =
n∑

i=1
xiαi 7−→

n∑
i=1

xifi 7−→
n∑

i=1
xiα

∗∗
i =: α∗∗

∀f ∈ V ∗, α∗∗(f) = (
n∑

i=1
xiα

∗∗
i )(f) =

n∑
i=1

xiα
∗∗
i (f) =

n∑
i=1

xiα
∗∗
i [

n∑
j=1

f(αj)fj]

=
n∑

i=1

n∑
j=1

xif(αj)α∗∗
i (fj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xif(αj)δij =
n∑

i=1
xif(αi)

= f(
n∑

i=1
xiαi) = f(α) =⇒ α∗∗(f) = f(α)

于是 V 到 V ∗∗ 有一个同构映射 τσ : α 7→ α∗∗, 其中 α∗∗(f) = f(α), 这种不依赖于基的选
择的同构映射, 称为自然同构, 可将 α 与 α∗∗ 等同, 从而可将 V 与 V ∗∗ 等同, 于是 V 可以

看作 V ∗ 的对偶空间, 因此 V 与 V ∗ 互为对偶空间.

3 具有度量的线性空间

3.1 双线性函数

3.1.1 双线性函数的概念与性质

Def. 1 双线性函数

设 V 是域 F 中的一个线性空间, V × V 到 F 的一个映射如果满足:

1. f(k1α1 + k2α2,β) = k1f(α1,β) + k2f(α2,β), ∀α1,α2,β ∈ V, k1, k2 ∈ F ;

2. f(α, l1β1 + l2β2) = l1f(α,β1) + l2f(α,β2), ∀α,β1,β2 ∈ V, l1, l2 ∈ F ,
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具有度量的线性空间

则称 f 是 V 上的一个双线性函数.

双线性函数给出线性函数:

1. 任给 α ∈ V , αL(β) := f(α,β), ∀β ∈ V , αL 是 V 上的一个线性函数

2. 任给 β ∈ V , βR(α) := f(α,β), ∀α ∈ V , βR 是 V 上的一个线性函数

Def. 2 度量矩阵

设 dim V = n, V 中取一个基 α1, · · · ,αn, V 中向量 α = (α1, · · · ,αn)X, β =
(α1, · · · ,αn)Y , 设 f 是 V 上的双线性函数, 则

f(α,β) = f

 n∑
i=1

xiαi,
n∑

j=1
yjαj

 =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyjf(αi,αj) =
n∑

j=1

[
n∑

i=1
xif(αi,αj)

]
yj

=
( n∑

i=1
xif(αi,α1) · · ·

n∑
i=1

xif(αi,αn)
)

y1
...
yn



=
(
x1 · · · xn

)
f(α1,α1) · · · f(α1,αn)

... ...
f(αn,α1) · · · f(αn,αn)



y1
...
yn

 = XT AY

将矩阵 A 称为 f 在基 α1, · · · ,αn 下的度量矩阵.
将 f(α,β) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjf(αi,αj) = XT AY 称为 f 在基 α1, · · · ,αn 下的表达式.

Cor. 1
反之, 任给 A ∈ Mn(F ), 令 f(α,β) := XT AY , 易证 f 是 V 上的一个双线性函数, 且 f

在基 α1, · · · ,αn 下的度量矩阵即为 A

Thm. 1 双线性函数在不同基下的矩阵

设 f 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个双线性函数, V 中基 α1, · · · ,αn 到 β1, · · · ,βn

的过渡矩阵为 P , f 在基 α1, · · · ,αn 和 β1, · · · ,βn 下的度量矩阵分别为 A 和 B, 则有:

B = P T AP

即, f 在 V 的不同的两个基下的度量矩阵, 是合同的.

Pf 设 P =


p11 · · · p1j · · · p1n

... ... ...
pn1 · · · pnj · · · pnn

 =
(
p1 · · · pj · · · pn

)
,
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(β1, · · · ,βj, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)
(
p1 · · · pj · · · pn

)
=⇒ βj = (α1, · · · ,αn)pj,

B =


f(β1,β1) · · · f(β1,βn)

... ...
f(βn,β1) · · · f(βn,βn)

 =


pT

1 Ap1 · · · pT
1 Apn

... ...
pT

n Ap1 · · · pT
n Apn

 =


pT

1
...

pT
n

(Ap1 · · · Apn

)


pT
1
...

pT
n

 = P T ,
(
Ap1 · · · Apn

)
= A

(
p1 · · · pn

)
= AP , =⇒ B = P T AP

3.1.2 矩阵的合同

Def. 3 合同矩阵、合同类

设 A,B ∈ Mn(F ), 若存在域 F 上 n 级可逆矩阵 P , 使得

B = P T AP

则称 A 和 B 是合同的, 记作 A ' B.
合同关系是 Mn(F ) 上的一个等价关系, 合同关系下的等价类, 称为合同类.

Prop. 1 合同矩阵的秩相等

设 A,B ∈ Mn(F ), 若 A ' B, 则 rank(A) = rank(B).
Pf A ' B =⇒ B = P T AP , P 可逆 =⇒ P 满秩, 从而合同不改变矩阵的秩.

Def. 4 矩阵秩

由于合同矩阵的秩相同, 将双线性函数 f 在 V 的一个基下度量矩阵的秩, 称为 f 的矩阵

秩, 记作 rankm(f).

Cor. 2
设 A,B ∈ Mn(F ), 若 A ' B, 则可以将 A,B 看作域 F 上 n 维线性空间 V 上同一个双

线性函数 f 在 V 的不同基下的度量矩阵

3.1.3 非退化双线性函数

Def. 5 双线性函数的左根和右根

设 f 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个双线性函数

1. radL V := {α ∈ V | f(α,β) = 0, ∀β ∈ V }, 称为 f 在 V 中的左根

2. radL V := {α ∈ V | f(α,β) = 0, ∀β ∈ V }, 称为 f 在 V 中的左根
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易证, 二者均是 V 的子空间

Def. 6 非退化双线性函数

若双线性函数 f 在 V 上的左根和右根都是 {0}, 则称 f 是非退化的.

Prop. 2 非退化的判定

域 F 上 n 维线性空间 V 上的双线性函数 f 是非退化的 ⇐⇒

1. f 在 V 中一个基下的度量矩阵是满秩矩阵

2. rankm(f)n

Pf V 中取一个基 α1, · · · ,αn, f 在此基下的度量矩阵为 A, α 的坐标为 X, β 的坐标为

Y , α ∈ radL V ⇐⇒ f(α,β) = 0, ∀β ∈ V ⇐⇒ XT AY = 0, ∀Y ∈ F n ⇐⇒ XT Aεi =
0, i = 1, · · · , n ⇐⇒ XT A ⇐⇒ XT AI = 0 ⇐⇒ ATX = 0 ⇐⇒ X 是 n 元齐次线性方程组

ATZ = 0 的一个解, ATZ = 0 只有零解 ⇐⇒ rank(AT ) = rank(A) = n.

3.1.4 对称和斜对称双线性函数

Def. 7 对称双线性函数与斜对称双线性函数

域 F 上线性空间 V 上的双线性函数 f :

1. 若 f(α,β) = f(β,α), ∀α,β ∈ V , 则称 f 是对称的

2. 若 f(α,β) = −f(β,α), ∀α,β ∈ V , 则称 f 是斜对称的

Prop. 3 对称与斜对称的判定

dim V = n, f 在 V 的一个基下的度量矩阵 A

f 是对称的 ⇐⇒ A 是对称矩阵, f 是斜对称的 ⇐⇒ A 是斜对称矩阵.

Thm. 2
设 f 是特征不为 2 域 F 上的 n 维线性空间 V 上的一个对称双线性函数, 则 V 中存在一

个基, 使得 f 在此基下的度量矩阵是对角矩阵.

Cor. 3
特征不为 2 的域 F 上 n 级对称矩阵 A

Pf 对线性空间的维数 n 作数学归纳法.

57



具有度量的线性空间

3.2 实内积空间的结构

3.2.1 实线性空间的内积

Def. 8 正定对称双线性函数

实数域上的线性空间 V 上的对称双线性函数 f , 如果满足: ∀α ∈ V, f(α,α) ≥ 0, 当且仅
当 α = 0 时取等, 则称 f 是正定的

Def. 9 正定矩阵

n 级实对称矩阵 A 若满足: XT AX > 0, ∀X ∈ Rn 且 X 6= 0, 则称 A 是正定矩阵

Prop. 4 双线性函数正定判定定理

n 维实线性空间 V 上的对称双线性函数 f 是正定的 ⇐⇒
f 在 V 的一个基下的度量矩阵 A 满足: A 是正定矩阵.

Def. 10 内积

实线性空间 V 上的一个正定对称双线性函数 f , 称为 V 上的一个内积, 将 α 与 β 的内积

记为 (α,β).

Def. 11 实内积空间、欧几里得空间

若实线性空间 V 定义了一个内积, 则称 V 是一个实内积空间, 有限维的实内积空间, 称为
欧几里得空间.

Def. 12 标准内积

Rn 中, X =


x1
...
xn

, Y =


y1
...
yn

, 令 (X,Y ) :=
n∑

i=1
xiyi = XTY , 则 ( , ) 是 Rn 上的一个内积,

称为 Rn 上的标准内积

Pf (X,Y ) = XTY = XT IY =⇒ ( , ) 在基 ε1, · · · , εn 下的度量矩阵是单位矩阵 I, 从而

( , ) 是对称的; ∀X ∈ Rn 且X 6= 0, (X,X) = XTX =
n∑

i=1
x2

i > 0, 因此 ( , ) 是正定对称双

线性函数, 即内积.

3.2.2 实内积空间的度量

设 V 是一个实内积空间
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Def. 13 向量的长度、单位向量、单位化

V 中向量 α 的长度 |α| :=
√

(α,α), 有

|kα| = |k||α|, ∀k ∈ R,∀α ∈ V

若 |α| = 1, 则称 α 为单位向量.
若 α 6= 0, 则 1

|α|
α 是一个单位向量, 称为将 α 单位化.

Thm. 3 Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz 不等式

∀α,β ∈ V, |(α,β)| ≤ |α||β|, 当且仅当 α,β 线性相关时取等.
Pf . 形 1: α,β 线性相关, 则 α = 0, 或 β = kα, (0,β) = (00,β) = 0(0.β) = |0||β|,
|(α,β)| = |(α, kα)| = |k(α,α)| = |k||(α,α)| = |k||α|2 = |α||kα| = |α||β|;
情形 2: α,β 线性无关, 则 ∀t ∈ R, β 6= tα, 即 tα − β 6= 0, 0 < (tα − β, tα − β) =
(tα, tα) − 2(tα,β) + (β,β) = t2α2 − 2t(α,β) + β2 =⇒ ∆ = 4(α,β)2 − 4|α||β| < 0 =⇒
|(α,β) < |α||β|.

Cor. 4 向量长度的三角形不等式

|α + β| ≤ |α| + |β|

Pf . |α + β|2 = (α + β,α + β) = |α|2 + 2(α,β)︸ ︷︷ ︸
≤2|α||β|

+|β|2 = (|α| + |β|)2.

Def. 14 向量的夹角

设 α,β 6= 0, 则 α 与 β 的夹角 〈α,β〉 := arccos (α,β)
|α||β|

, 0 ≤ 〈α,β〉 ≤ π.

Cor. 5

〈α,β〉 = π
2

⇐⇒ (α,β) = 0

Def. 15 向量的正交

若 (α,β) = 0, 则称 α 与 β 正交, 记作 α ⊥ β.

Cor. 6
只有零向量与自己正交, 若 (α,β) = 0, ∀β ∈ V , 则 α = 0, 即内积是非退化的对称双线性
函数
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Cor. 7 勾股定理

若 α 与 β 正交, 则 |α + β|2 = |α|2 + |β|2

Def. 16 向量的距离

α 与 β 的距离 d(α,β) := |α − β|, 满足:

1. d(α,β) = d(β,α) (对称性);

2. d(α,β) ≥ 0, 当且仅当 α = β 时取等 (正定性);

3. d(α,γ) ≤ d(α, be) + d(β,γ) (三角形不等式)

3.2.3 欧几里得空间的标准正交基与正交矩阵

设 Rn 为 n 维欧几里得空间

Prop. 5 定理

实内积空间中, 由两两正交的非零向量组成的集合 S, 一定是线性无关的.
Pf . 取 S 中一个有限子集 {α1, · · · ,αm}, 设 k1α1 + · · · + kmαm = 0,
则 (k1α1 + · · · + kmαm,αi) = (0,αi) = ki (αi,αi)︸ ︷︷ ︸

≥0

= 0 =⇒ ki = 0, i = 1, · · · ,m.

Def. 17 正交基、标准正交基

Rn 中, n 个两两正交的非零向量是 Rn 的一个基, 称为 Rn 的一个正交基.
n 个两两正交的单位向量组成 V 的一个基, 称为 V 的一个标准正交基.

Rn 中指定标准内积, 有


(εi, εi) = 1

(εi, εj), i 6= j
, 因此 ε1, · · · , εn 是 Rn 的一个标准正交基

Meth. 1 Schmidt 正交化

设 α1, · · · ,αs 是 Rn 中一个线性无关的向量组, 令:

β1 = α1

β2 = α2 − (α2,β1)
(β1,β1)

β1

· · ·

βs = αs −
s−1∑
j=1

(αs,βj)
(βj,βj)

βj

则 β1, · · · ,βs 是两两正交的非零向量组, 且 β1, · · · ,βs 与 α1, · · · ,αs 等价.
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Pf . 向量组个数 s 作数学归纳法: s = 1 时, β1 = α1, 命题为真; 假设 s = k 时, 命题为

真; s = k + 1 时, βk+1 = αk+1 −
k∑

j=1

(αk+1,βj)
(βj,βj)

βj

(βk+1,βi) = (αk+1,βi) −
k∑

j=1

(αk+1,βj)
(βj,βj)

(βj,βi) = (αk+1,βi) − (αk+1,βi)
(βi,βi)

(βi,βi) = 0

因此 βk+1 与 βi 正交, i = 1, · · · , k, 据归纳假设可得, β1, · · · ,βk,βk+1 与 α1, · · · ,αk,αk+1

等价, 从而 βk+1 6= 0, 因此 β1, · · · ,βk,βk+1 是两两正交的非零向量组, 据数学归纳法原理,
对一切 s 命题为真.

Meth. 2 正交基单位化

Rn 中任取一个基 α1, · · · ,αn
Schmidt 正交化−−−−−−−−→正交基β1, · · · ,βn, 令

ηi = 1
|βi|

βi, i = 1, · · · , n

得到 Rn 的一个标准正交基 η1, · · · ,ηn.

Def. 18 内积的度量矩阵

Rn 中, 有唯一的内积, 这个内积在 Rn 的一个基 α1, · · · ,αn 下的度量矩阵 A, 称为基
α1, · · · ,αn 的度量矩阵

设 α,β 在基下坐标为 X,Y , 则(α,β) = XT AY, A =


(α1,α1) · · · (α1,αn)

... ...
(αn,α1) · · · (αn,αn)



Prop. 6 标准正交基的性质

设 η1, · · · ,ηn 是 Rn 的一个标准正交基, α = (η1, · · · ,ηn)X, β = (η1, · · · ,ηn)Y

1. (α,β) = XT IY = XTY

2. α =
n∑

i=1
(α,ηi)ηi, 称为 Fourier 展开

Def. 19 正交矩阵

若 Q ∈ Mn(R) 满足:
QT Q = QQT = I

则称 Q 为一个正交矩阵.
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Prop. 7 正交矩阵的性质

1. Q−1 = QT

2. Q−1 与 QT 也是正交矩阵

3. 若 Q1,Q2 均为正交矩阵, 则 Q1Q2 也是正交矩阵

Pf . (Q1Q2)T (Q1Q2) = QT
2 QT

1 Q1Q2 = I

4. det(Q) = ±1

Pf . |AT A| = |AT ||A| = |A|2 = |I| = 1

5. 对于 Q 的所有特征值 |λ| = 1

Thm. 4 标准正交基间的过渡矩阵

设 η1, · · · ηn 为 Rn 的一个标准正交基, (β1, · · · ,βn) = (η1, · · · ηn)P ,
则 β1, · · · ,βn 是标准正交基 ⇐⇒ P 是正交矩阵.

Pf . P =
(
p1 · · · pn

)
, 则 βj = (η1, · · · ,ηn)pj,


(βi,βi) = 1

(βi,βj) = 0, i 6= j

⇐⇒


pT

i pi = 1

pT
i pj = 0

⇐⇒ P T P =


pT

1
...

pT
n

(p1 · · · pn

)
=


pT

1 p1 · · · pT
1 pn

... ...
pT

n p1 · · · pT
n pn

 = I

3.2.4 实内积空间的子空间与正交直和分解

Def. 20 正交补

设 S 是实内积空间 V 的一个非空子集, 令:

S⊥ := {α ∈ V | (α,β) = 0, ∀β ∈ S}

称 S⊥ 为 S 的正交补.
易证 S⊥ 是 V 的一个子空间, 且也是一个实内积空间.

Thm. 5 正交直和分解

设 U 是实内积空间 V 的一个有限维子空间, 则有:

V = U ⊕ U⊥
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将一个实内积空间分解为一个有限维子空间与其正交补的直和, 这种分解称为正交直和分
解.
Pf . U 中标准正交基 η1, · · · ,ηm, ∀α ∈ V, 构造 α1 =

m∑
i=1

(α,ηi)ηi ∈ U ,

令 α2 = α − α1, 则 (α2,ηj) = (α,ηj) −
(

m∑
i=1

(α,ηi)ηi,ηj

)
= (α,ηj) − (α,ηi)δij = 0

从而 V = U + U⊥; ∀γ ∈ U ∩ U⊥, ( γ
∈U
, γ

∈U⊥
) = 0 =⇒ γ = 0 =⇒ U ∩ U⊥ = {0}.

Def. 21 正交投影

若 V = U ⊕U⊥, α = α1+α2 , α ∈ V,α1 ∈ U,α2 ∈ U⊥, 则有平行于 U⊥ 在 U 上的投影 PU ,
PU(α) = α1 称 PU 为 V 在 U 上的正交投影, 将 α 在 PU 下的像 α1 称为 α 在 U 上的正

交投影.

Cor. 8
α1 是 α 在 U 上的正交投影 ⇐⇒ α − α1 ∈ U⊥

Prop. 8 定理

若 V = U ⊕ U⊥, 则 ∀α ∈ V,α1 ∈ U , α1 是 α 在 U 上的正交投影 ⇐⇒

d(α,α1) ≤ d(α,γ), ∀γ ∈ U

.
Pf . α1 是正交投影 =⇒ α−α1 ∈ U⊥ =⇒ [d(α,γ)]2 = |α−γ|2 = | α − α1︸ ︷︷ ︸

∈U⊥

+ α1 − γ︸ ︷︷ ︸
∈U

|2 =

|α − α1|2 + |α1 − γ|2 ≥ |α − α1|2; 设 δ 是正交投影 =⇒ d(α, δ) ≤ d(α,α1), 又 δ ∈ U =⇒
d(α,α1) ≤ d(α, δ), 于是 d(α, δ) = d(α,α1), 从而 |α − α1|2 = | α − δ︸ ︷︷ ︸

∈U⊥

+ δ − α1︸ ︷︷ ︸
∈U

|2 =

|α − δ|2 + |δ − α1|2 =⇒ |δ − α1| = 0, 因此 δ = α1.

Def. 22 最佳逼近元

设 U 是实内积空间 V 的一个子空间, 如果对于 α ∈ V , 存在 δ ∈ U , 使得:

d(α, δ) ≤ d(α,γ), ∀γ ∈ U

则称 δ 为 α 在 U 上的最佳逼近元.

Cor. 9
当 U 是有限维的, 则有 V = U ⊕ U⊥, 从而 ∀α ∈ V , 有 α 在 U 上的正交投影 α1, 且 α1

就是 α 在 U 上的最佳逼近元
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3.2.5 实内积空间的同构

Def. 23 实内积空间的同构、保距同构

设 V 与 V ′ 都是实内积空间, 若 V 到 V ′ 有一个双射 σ, 且满足:

1. σ(α + β) = σ(α) + σ(β), ∀α,β ∈ V

2. σ(lα) = kσ(α), ∀k ∈ R,α ∈ V

3. (σ(α), σ(β)) = (α,β), ∀α,β ∈ V (保持内积)

则 σ 是实内积空间 V 到 V ′ 的一个同构映射, 此时称 V 与 V ′ 是同构的, 记作 V ∼= V ′.
若 σ 除了保持加法与数量乘法, 还保持向量的内积, 则称 σ 是一个保距同构.
标准正交基在保距同构下的像, 仍为标准正交基.

Thm. 6 欧几里得空间的同构

两个欧几里得空间同构 ⇐⇒ 二者有相同的维数.
Pf . ⇐=”: 设 dim V = dim V ′ = n, V 与 V ′ 分别取一个标准正交基 η1, · · · ,ηn 与

δ1, · · · , δn, 构造映射

σ : V → V ′,α =
n∑

i=1
xiηi 7→

n∑
i=1

xiδi,β =
n∑

i=1
yiηi 7→

n∑
i=1

yiδi

则 σ 是 V 到 V ′ 的一个线性同构

∀α,β ∈ V, (α,β) = (σ(α), σ(β)) =
(

n∑
i=1

xiδi,
n∑

i=1
yiδi

)
=

n∑
i=1

xiyi

从而, σ 是一个保距同构, 因此二者同构.

Cor. 10
任一 n 维欧几里得空间 V ∼= Rn, 其中一个同构映射为:

σ : V → Rn, α =
n∑

i=1
xiηi 7→

n∑
i=1

xiεi =


x1
...
xn


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3.3 实内积空间上的变换

3.3.1 正交变换

Def. 24 实内积空间上的正交变换

设 A 是实内积空间 V 上的一个变换, 若 A 是满射, 且满足:

(Aα,Aβ) = (α,β), ∀α,β ∈ V (保持内积不变)

则称 A 是一个正交变换.

Prop. 9 实内积空间上正交变换的性质

设 A 是实内积空间 V 上的一个正交变换

1. |Aα| = |α|, ∀α ∈ V

2. 〈α,β〉 = 〈α,β〉 , ∀α,β ∈ V 且 α 6= 0,β 6= 0

3. Aα ⊥ Aβ ⇐⇒ α ⊥ β, ∀α,β ∈ V

4. d(Aα,Aβ) = d(α,β), ∀α,β ∈ V

5. A 一定是线性变换

Pf . 用内积的正定性: |A(α + β) − (Aα + Aβ)|2

= (A(α + β) − (Aα + Aβ),A(α + β) − (Aα + Aβ))
= |A(α + β)|2 − 2(A(α + β),Aα + Aβ) + (Aα + Aβ,Aα + Aβ)
= |α + β|2 − 2[(α + β,α) + (α + β,β)] + |α|2 + 2(α,β) + |β|2 = 0
=⇒ A(α,β) = (Aα + Aβ); 同理, 易证 A(kα) = k(Aα)

6. A 一定是单射, 从而是双射, 即 A 是可逆的

Pf . ∀α ∈ Ker A s.t. Aα = 0 =⇒ α = 0 =⇒ Ker A = {0}, 从而 A 是单射

总结正交变换保持所有实内积空间的度量性质不变.

Prop. 10 定理

实内积空间 V 上的变换 A 是正交变换 ⇐⇒ A 是 V 到自身的一个保距同构.

Cor. 11
正交变换的逆变换, 也是正交变换
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Cor. 12
两个正交变换的乘积, 也是正交变换

Prop. 11 欧几里得空间上正交变换的特殊性质

n 维欧几里得空间 V 上的线性变换 A 是正交变换 ⇐⇒

1. A 保持内积

2. V 中标准正交基在 A 下的像, 仍是标准正交基

3. A 在 V 的任一标准正交基 η1, · · · ,ηn 下的矩阵 A 是正交矩阵

Def. 25 第一、二类正交变换

n 维欧几里得空间上的正交变换 A 的行列式等于 1 或 −1, 若 det(A) = 1 , 则称 A 是第
一类的; 若 det(A) = −1, 则称 A 是第二类的.

Def. 26 超平面、反射

n 维线性空间的任一 n − 1 维子空间, 称为 V 的一个超平面, 设 V 中一个单位向量 η, 则
将超平面记作 〈η〉⊥.
P 是 V 在 〈η〉 上的正交投影, I 为恒等变换, 令:

R = I − 2P

则称 R 为关于 〈η〉⊥ 的反射.
在欧几里得空间中, 关于超平面的反射是第二类正交变换.

Thm. 7 正交变换的分块对角矩阵

设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的一个正交变换, 则 V 中存在一个标准正交基, 使得 A
在此基下的矩阵为分块对角矩阵, 形如:



λ1
. . .

λr

cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1
. . .

cos θm − sin θm

sin θm cos θm


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其中 λi = ±1, i = 1, · · · , r, 0 ≤ r ≤ n; 0 < θj < π, j = 1, · · · ,m, 0 ≤ m ≤ n

2
.

3.3.2 对称变换与实对称矩阵

Def. 27 实内积空间上的对称变换

设 A 是实内积空间 V 上的一个变换, 若满足:

(Aα,β) = (α,Aβ), ∀α,β ∈ V

则称 A 为 V 上的一个对称变换.

Cor. 13
A 一定是线性变换

Pf . 用 (α,γ) = (β,γ), ∀γ ∈ V ⇐⇒ α = β.

Prop. 12 对称变换判定定理

n 维欧几里得空间 V 上的线性变换 A 是对称变换 ⇐⇒
A 在 V 中一个标准正交基 η1, · · · ,ηn 下的矩阵 A 为对称矩阵.

Pf . A(η1, · · · ,ηn) = (η1, · · · ,ηn)A = (η1, · · · ,ηn)


a11 · · · a1j · · · a1n

... ... ...
an1 · · · anj · · · ann




Aηj =
n∑

i=1
aijηi

Aηj =
n∑

i=1
(Aηj,ηi)ηi

=⇒ aij = (Aηj,ηi), A 是对称变换 ⇐⇒ aij = aji

Thm. 8 实对称矩阵的特征多项式实根定理

n 级实对称矩阵 A 的特征多项式 f(λ) 的复根均为实数.
Pf . 取 f(λ) 的一个复根 λ0, 将 A 看作复矩阵, 则 λ0 是复矩阵 A 的一个特征值,
∃α ∈ Cn 且α 6= 0, 使得 Aα = λ0α,

A 是实矩阵 =⇒ Aα = Aα = Aα = λ0α

A是对称矩阵 =⇒ (Aα)T = αT A = λ0α
T

=⇒ αT Aα = λ0α
T α = λ0α

T α

αT α =
(
a1 · · · an

)
a1
...
an

 =
n∑

i=1
aiai =

n∑
i=1

|ai|2
αT α6=0−−−−→

α6=0
λ0 = λ0 =⇒ λ0 ∈ R
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Thm. 9 对称变换的特征向量正交性

实内积空间上的对称变换 A 的属于不同特征值的特征向量是正交的.
Pf . λ1, λ2 是 A 的不同特征值, ξ1, ξ2 分别为属于 λ1, λ2 的一个特征向量,
λ1(ξ1, ξ2) = (λ1ξ1, ξ2) = (Aξ1, ξ2) = (ξ1,Aξ2) = (ξ1, λ2ξ2) = λ2(ξ1, ξ2)

λ1 6=λ2−−−→ (ξ1, ξ2) = 0

Cor. 14
n 级实对称矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量一定是正交的

Prop. 13 定理

设 A 是实内积空间 V 上的一个对称变换, 若 W 是 A 的一个不变子空间, 则 W⊥ 也是 A
的不变子空间.
Pf . ∀α ∈ W,β ∈ W⊥, (Aβ,α) = (β,Aα) = (β,α) = 0 =⇒ Aβ ∈ W⊥.

Prop. 14 定理

设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的一个对称变换, 则 V 中存在一个标准正交基, 使得 A
在此基下的矩阵为对角矩阵.
Pf . 欧几里得空间的维数作数学归纳法: n = 1 时, 显然命题成立; 假设维数为 n− 1 时,
命题为真; 维数为 n,实对称矩阵一定有特征值,取 A的一个特征值 λ1,设 η1 为 A的属于
λ1 的单位特征向量, 则 V = 〈η1〉 ⊕ 〈η1〉⊥, 由于 〈η1〉 是 A 的不变子空间, 则 〈η〉⊥ 也是 A
的不变子空间, 从而 A|〈η1〉⊥ 是 〈η1〉⊥ 上的对称变换, 据归纳假设, A|〈η1〉⊥ 在 〈η1〉⊥ 的一个

标准正交基 η2, · · · ,ηn 下的矩阵为 diag{λ2, · · ·λn}, η1,η2, · · · ,ηn 是一个标准正交基, A
在此基下的矩阵为 diag{λ1, λ2, · · · , λn}, 据数学归纳法原理, ∀n ∈ N∗, 命题为真.

Cor. 15
设 A 是 n 级实对称矩阵, 则存在一个 n 级正交矩阵 T , 使得

T −1AT = diag{λ1, · · · , λn}

此时, 称 A 正交相似于对角矩阵

Meth. 3 实对称矩阵的正交对角化

求正交矩阵 Q, 使 Q−1AQ 为对角矩阵

1. 求 A 的全部不同的特征值 (必为实数)

2. 对每一个特征值 λi, 求 (λiI − A)X 的一个基础解系 αi1, · · · ,αiri

3. αi1, · · · ,αiri

Schmidt 正交化−−−−−−−−→ βi1, · · · ,βiri

单位化−−−→ ηi1, · · · ,ηiri

4. 得到正交矩阵 Q = (η11, · · · ,η1r1 ,ηs1, · · · ,ηsrs)
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5. 求得对角矩阵 diag{λ1, · · · , λ1︸ ︷︷ ︸
r1 个

, · · · , λs, · · ·λs︸ ︷︷ ︸
rs 个

}

谱定理？.

3.4 酉空间的结构及其上变换

3.4.1 酉空间的内积与度量

复数域上线性空间 V 的一个双线性函数 f 有

f(iα, iα) = (i · i)f(α,α) = −f(α,α), f(α,α) ≥ 0 ∈ R

与正定性矛盾, 但要求保留正定性, 则改为

f(α, iα) = if(α,α)

f(iα,α) = if(α,α)
=⇒ f(iα, iα) = iif(α,α) = f(α,α)

=⇒ f(iα,α) = if(α,α) = if(α,α) = f(α, iα)

失去对称性.

Def. 28 复线性空间上的内积、Hermite 性

复线性空间 V 上的一个二元函数 ( , ), 即 V × V 到 C 的一个映射, 如果满足:

1. (β,α) = (α,β), ∀α,β ∈ V (Hermite 性)

2. (α + γ,β) = (α,β) + (γ,β), ∀α,β,γ ∈ V (对第一个变量保持加法)

3. (kα,β) = k(α,β), ∀α,β ∈ V, k ∈ C (对第一个变量保持数量乘法)

4. (α,α) ≥ 0, 当且仅当 α = 0 时取等 (正定性)

则称 ( , ) 是 V 上的一个内积.
对第二个变量:

1. (α,β + δ) = β + δ,α = (β,α) + (δ,α)

2. (α, kβ) = (kβ,α) = k(β,α) = k(α,β)

则称 ( , ) 对第二个变量是共轭线性的.
对比实内积与复内积:

1. 实线性空间的内积是一个正定的对称双线性函数

2. 复线性空间的内积是一个正定的共轭对称半线性函数

69



具有度量的线性空间

Def. 29 复内积空间、酉空间

若复线性空间 V 指定了一个内积, 则称 V 是一个复内积空间, 或称酉空间.

Def. 30 标准内积

Cn 中, x =


x1
...
xn

 y =


y1
...
yn

, 规定

(x,y) :=
n∑

i=1
xiyi = y†x

易证, ( , ) 是 Cn 上的一个内积, 称为标准内积.

Def. 31 酉空间中向量长度

设 V 是一个酉空间, 则 α 的长度 |α| :=
√

(α,α), 易证 |kα| = |k||α|.

Thm. 10 酉空间中的 Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz 不等式

在酉空间 V 中, ∀α,β ∈ V, |(α,β)| ≤ |α||β|, 当且仅当 α,β 线性相关时取等.
Pf . 形 1: α,β 线性相关, 易证 |(α,β)| = |α||β|; 情形 2: α,β 线性无关,
∀t ∈ C, α + tβ 6= 0, 由正定性 0 < (α + tβ,α + tβ) = |α|2 + t(α,β) + t(α,β) + tt|β|2

取 t = −(α,β)
|β|2

, 代入得 |α|2 − |(α,β)|2

|β|2
> 0.

Def. 32 酉空间中向量夹角

在酉空间 V 中, 若 α 6= 0,β 6= 0, 则 α 与 β 的夹角为

〈α,β〉 := arccos |(α,β)|
|α||β|

其中 0 ≤ 〈α,β〉 ≤ π
2

.

物理意义 cos2 〈ψk, ψ〉 是在 ψ 态下测量力学量 Aj 得到 λjk 的概率.

Def. 33 酉空间中向量正交

在酉空间中, 若 (α,β) = 0, 则称 α 与 β 正交, 记作 α ⊥ β.

Cor. 16 三角形不等式

|α + β| ≤ |α| + |β|
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Cor. 17 勾股定理

若 α ⊥ β, 则 |α + β|2 = |α|2 + |β|2

Def. 34 酉空间中的距离

在酉空间中, α,β 的距离 d(α,β) := |α − β|.

3.4.2 有限维酉空间的标准正交基与酉矩阵

Def. 35 正交规范集

在酉空间中, 由两两之间的非零向量组成的集合是线性无关的, 两两正交的单位向量组成
的子集, 称为正交规范集.

Def. 36 有限维酉空间的标准正交基

n 维酉空间 V 中, 由 n 个两两正交的非零向量组成的基, 称为 V 的一个正交基; 由 n 个

两两正交的单位向量组成的基, 称为 V 的一个标准正交基

Prop. 15 标准正交基的性质

设 η1, · · · ηn 是 V 的一个标准正交基, α = (η1, · · · ηn)X, β = (η1, · · · ηn)Y

1. (α,β) = (
n∑

i=1
xiηi,

n∑
j=1

yjηj) =
n∑

i=1
xiyi = y†x

2. α =
n∑

i=1
(α,ηi)ηi (Fourier 展开)

Thm. 11
n 维酉空间中一定有标准正交基.
Pf . 一个基进行 Schmidt 正交化与单位化后得到标准正交基.

Def. 37 酉矩阵

若 U ∈ Mn(C) 满足:
U †U = UU † = I

则称 U 为一个酉矩阵.

Prop. 16 酉矩阵的性质

1. U−1 = U †

2. U−1 与 U † 也是酉矩阵

3. 若 U1,U2 均为酉矩阵, 则 U1U2 也是酉矩阵
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4. | det(U)| = 1

5. 对于 U 的所有特征值 |λ| = 1

Thm. 12 酉空间中标准正交基之间的过渡矩阵

设 η1, · · · ,ηn 是 n 维酉空间 V 的一个标准正交基, 令 (β1, · · · ,βn) = (η1, · · · ,ηn)P , 则
β1, · · · ,βn 是标准正交基 ⇐⇒ P †P = I, 即有限维酉空间中, 标准正交基到标准正交基的
过渡矩阵, 为酉矩阵.
Pf . (β1, · · · ,βn) = (η1, · · · ,ηn)

(
p1 · · · pj · · · pn

)
=⇒ βj = (η1, · · · ,ηn)pj,

β1, · · · ,βn 是标准正交基 ⇐⇒ (βi,βj) = δij ⇐⇒ p†
jpi = δij

⇐⇒


p†

1
...

p†
n

(p1 · · · pn

)
= P †P = I

3.4.3 酉空间的正交直和分解与同构

Prop. 17 酉空间的正交分解与正交投影判定定理

设 U 是酉空间 V 的一个有限维子空间, 则有

V = U ⊕ U⊥

.
若 V = U ⊕ U⊥, 则平行于 U⊥ 在 U 上的投影 PU , 称为 V 在 U 上的正交投影, 设
α = α1 + α2,α1 ∈ U,α2 ∈ U⊥, 将 α1 称为 α 在 U 上的正交投影.
α ∈ U 是 α 在 U 上的正交投影 ⇐⇒ α − α1 ∈ U⊥ ⇐⇒ d(α,α1) ≤ d(α,γ), ∀γ ∈ U .

Def. 38 酉空间中的最佳逼近元

酉空间 V 的一个子空间 U , 如果存在 δ ∈ U , 使得

d(α, δ) ≤ d(α,γ), ∀α ∈ V,γ ∈ U

则称 δ 是 α 在 U 上的最佳逼近元.
若 U 是有限维的, 则 ∀α ∈ V , α 在 U 上都有最佳逼近元, 即 α 在 U 上的正交投影.

Def. 39 Hilbert 空间

设 V 是一个复 (实) 内积空间, 若 V 中每一个 Cauchy 序列都在 V 中有极限, 则称 V 是

一个 Hilbert 空间, 即为一个完备化的复 (实) 内积空间.
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Thm. 13 Hilbert 空间的正交分解定理

设 V 是一个 Hilbert 空间, 若 U 是 V 的一个闭子空间, 则 V 中任一向量 α 都在 U 上有

最佳逼近元, 从而有
V = U ⊕ U⊥

.

Thm. 14 酉空间的同构

设 V 和 V ′ 都是酉空间, 如果存在 V 到 V ′ 的一个双射 σ, 使得 σ 保持加法与纯量乘法, 且
σ 保持向量的内积不变, 则称 σ 是 V 到 V ′ 的一个同构映射 (保距同构), 此时称 V 与 V ′

是同构的, 记作 V ∼= V ′ .
两个有限维酉空间同构 ⇐⇒ 二者维数相同, 从而任一酉空间同构于 Cn.

3.4.4 酉变换

Def. 40 酉变换

酉空间 V 上的一个变换 A, 如果 A 是满射, 且满足:

(Aα,Aβ) = (α,β), ∀α,β ∈ V

则称 A 是一个酉变换.
酉变换保持酉空间的内积, 即保持一切度量性质, 保持向量的长度、夹角、正交性、距离不
变.
易证, 酉变换一定是线性变换, 且一定是单射, 从而是双射, 是可逆的.

Prop. 18 酉变换的判定

酉空间 V 上的变换 A 是酉变换 ⇐⇒ A 是 V 到自身的一个同构映射 (保距同构).
易证, 酉变换的逆变换、酉变换的乘积, 仍是酉变换.

Prop. 19 有限维酉空间上酉变换的判定

n 维酉空间 V 上的变换 A, 若满足:

(Aα,Aβ) = (α,β), ∀α,β ∈ V

即为酉变换
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Prop. 20 酉变换的特征值

n 维酉空间 V 上酉变换 A 的特征值的模为 1.
Pf . λ0 是 A 的一个特征值, ξ 是 A 的属于 λ0 的一个特征向量, 则有
(Aξ,Aξ) = (ξ, ξ) = (λ0ξ, λ0ξ) = λ0λ0(ξ, ξ) ξ 6=0−−→ |λ0| = 1.

Thm. 15 酉变换的不变子空间

设 A 是酉空间 V 上的一个酉变换, 若 W 是 V 的一个有限维的子空间, 且 W 是 A 的一

个不变子空间, 则 W⊥ 也是 A 的一个子空间.
Pf . A|W 是 W 上的一个线性变换, 由于 A 是 V 到自身的单射, 因此 A|W 是 W 到自

身的单射, 又由于 W 是有限维的, 因此 A|W 是满射; ∀α ∈ W, ∃γ ∈ W s.t. Aγ = α, 任取
β ∈ W⊥, (Aβ,α) = (Aβ,Aγ) = ( β

∈W ⊥
, γ

∈W
) = 0 =⇒ Aβ ∈ W⊥.

Thm. 16 酉变换的对角矩阵

设 A 是 n 维酉空间 V 上的一个酉变换, 则 V 中存在一个标准正交基, 使得 A 在此基下
的矩阵为对角矩阵.
Pf . 酉空间的维数作数学归纳法:

Cor. 18
n 级酉矩阵一定相似于一个对角矩阵, 称为酉相似

3.4.5 Hermite 变换

Def. 41 Hermite 变换

A 是酉空间 V 上的一个变换, 若满足:

(Aα,β) = (α,Aβ), ∀α,β ∈ V

则称 A 是一个 Hermite 变换.
Hermite 变换一定是线性变换.

Def. 42 Hermite 矩阵

若 A ∈ Mn(C) 满足:
A† = A

则称 A 为一个 Hermite 矩阵.
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Prop. 21 定理

n 维酉空间上的线性变换 A 是 Hermite 变换 ⇐⇒ A 在 V 的任一标准正交基下的矩阵 A

是 Hermite 矩阵.

Prop. 22 Hermite 变换特征值实值定理

n 维酉空间上 Hermite 变换 A 的特征值一定是实数.
Pf . λ0 是 A 的一个特征值, ξ 是 A 的属于 λ0 的一个特征向量, 则有
(Aξ, ξ) = (λ0ξ, ξ) = λ0(ξ, ξ) = (ξ,Aξ) = (ξ, λ0ξ) = λ0(ξ, ξ) =⇒ λ0 = λ0.

Thm. 17 Hermite 变换的不变子空间

设 A 是酉空间 V 上的一个 Hermite 变换, 若 W 是 V 的一个有限维的子空间, 且 W 是 A

的一个不变子空间, 则 W⊥ 也是 A 的一个子空间.

Thm. 18 Hermite 变换的实对角矩阵

设 A 是 n 维酉空间 V 上的一个 Hermite 变换, 则 V 中存在一个标准正交基, 使得 A 在
此基下的矩阵为实对角矩阵.

Cor. 19
n 级酉矩阵一定酉相似于一个实对角矩阵

3.5 正交空间与辛空间

3.5.1 Lorentz 变换

Galileo 变换



t
′ = t

x
′ = x

y
′ = y

z
′ = z

光速不变原理−−−−−−−→ Lorentz 变换(L)



t
′ =

t− v

c2x√
1 − v2

c2

x
′ = x− vt√

1 − v2

c2

y
′ = y

z
′ = z
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令 γ = 1√
1 − v2

c2

, 则 Lorentz 变换的矩阵表示为


ct

′

x
′

y
′

z
′

 =



γ −γ v
c

0 0

−γ v
c

γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




ct

x

y

z



C4 中, 设 α =


t1

x1

y1

z1

 ,β =


t2

x2

y2

z2

, 若指定正定对称双线性函数 ( , ) 作为内积, 则

(L(α),L(β)) 6= (α,β), 即在洛伦兹变换下不保持内积不变

3.5.2 Minkowski 空间

于是令

f(α,β) = −c2t1t2 + x1x2 + y1y2 + z1z2

则 f 是一个非退化的对称双线性函数.
将 f 作为 R4 的内积, 此时称 (R4, f) 为一个 Minkowski 空间, 满足:

(L(α),L(β)) = (α,β)

.
f(α − β,α − β) 称为 α 与 β 的时-空间隔平方, 满足:

f(L(α − β),L(α − β)) = (α − β,α − β)

.

3.5.3 正交空间

域 F 上线性空间 V 指定了一个对称双线性函数 f , 则称 f 为 V 上的一个内积, 称 V 是

一个正交空间, 记作 (V, f).
若 f 是非退化的, 则称 (V, f) 是正则的, 否则则称 (V, f) 是非正则的.
Minkowski 空间是一个 4 维的正交空间.

3.5.4 辛空间

域 F 上线性空间 V 指定了一个斜对称双线性函数 f , 则称 f 为 V 上的一个内积, 称 V

是一个辛空间.
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3.6 对易与李代数

Def. 43 矩阵的对易及运算法则

在 Mn(F ) 中, AB − BA 称为矩阵的对易子, 记作 [A,B], 诱导出对易运算:

[A,B] = AB − BA, ∀AB ∈ Mn(F )

对易运算满足:

1. [A + C,B] = [A,B] + [C,B], [A,B + C] = [A,B] + [A,C],
[kA,B] = [A, kB] = k[A,B] (线性性)

2. [A,B] = −[B,A] (反交换律)

3. [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 (Jacobi 恒等式)

Def. 44 李代数

4 多项式

4.1 一元多项式环

4.1.1 一元多项式及其运算

Def. 1 一元多项式、次数

设 K 是一个数域, x 是一个符号, 形如下述的表达式:

f(x) = anx
n + · · · + aix

i + · · · + a1x+ a0

其中, n ∈ N, 系数 an, · · · , a1 ∈ K, 如果满足: 两个这种形式的表达式相等 ⇐⇒ 二者含有

完全相同的项, 则称这种表达式为数域 K 上的一个一元多项式, x 称为不定元.
系数全为 0 的一元多项式, 称为零多项式.
若 an 6= 0, 则称 n 为 f(x) 的次数, 记作 deg f(x).
0 次多项式形如 b, 其中 b ∈ K∗, 等同于 K 中的非零元.
零多项式的次数为负无穷, 记作 −∞, 且规定 −∞ < n, (−∞) + n = −∞,∀n ∈ N

Def. 2 多项式的运算

K[x] := {数域K 上一元多项式},

1. 规定加法:
n∑

i=0
aix

i +
n∑

i=0
bix

i =
n∑

i=1
(ai + bi)xi
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2. 规定乘法: (
n∑

i=0
aix

i)(
m∑

j=0
bjx

j) =
n∑

i=0

m∑
j=0

aibjx
i+j =

n+m∑
s=0

(
∑

i+j=s

aibj)xs

3. 从而有数量乘法: k(
n∑

i=0
aix

i) =
n∑

i=0
(kai)xi

4. 于是有减法: f(x) − g(x) = f(x) + [−g(x)]

K[x] 对于加法和数量乘法, 成为数域 K 上的一个无限维的线性空间.
Pf K[x] 中每个多项式都可以由 Ω = {1, x, x2, · · · , xn, · · · } 中有限多个多项式线性表出,
任取 Ω 的一个有限子集 Ω1 = {xi1 , · · · , xim}, 设 k1x

i1 + · · · + kmx
im = 0, 则 k1 = · · · =

km = 0, 因此 Ω1 线性无关, 从而 Ω 线性无关, 所以 Ω = {1, x, x2, · · · , xn, · · · } 是 K[x] 的
一个基, 从而 K[x] 是一个无限维的线性空间.
K[x] 的乘法满足: 交换律、结合律、分配律, 有单位元, 即 1f(x) = f(x)1 = f(x)

Thm. 1 多项式和与积的次数定理

设 f(x), g(x) ∈ K[x], 则 deg [f(x) + g(x)] ≤ max {deg f(x), deg g(x)}
次数相同且首项系数互为相反数时取 <.
deg [f(x)g(x)] = deg f(x) + deg g(x)
对零多项式同样成立.

Cor. 1
f(x) 6= 0, g(x) 6= 0 =⇒ f(x)g(x) 6= 0

Cor. 2 多项式乘法的消去律

f(x)g(x) = f(x)h(x), 且 f(x) 6= 0, 则 g(x) = h(x)

4.1.2 环的概念及其性质

Def. 3 环

一个非空集合 R, 如果有两个代数运算, 一个称为加法, 一个称为乘法, 并且满足以下运算
法则:

1. (a+ b) + c = a+ (b+ c), ∀a, b, c ∈ R (加法结合律)

2. a+ b = b+ a, ∀a, b ∈ R (加法交换律)

3. R 中有一个元素 0, 有 0 + a = a+ 0 = a, ∀a ∈ R, 称 0 为 R 的零元 (有零元)

4. ∀a ∈ R, ∃b ∈ R, s.t. a+ b = b+ a = 0, 称 b 为 a 的负元, 记作 −a (有负元)

5. (ab)c = a(bc) (乘法结合律)
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6. a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca, ∀a, b, c ∈ R (左右分配律)

则称 R 为一个环.
对于负元可以定义环中的减法: a− b = a+ (−b), ∀a, b ∈ R

Def. 4 交换环、单位元、零因子

设 R 是一个环,
(1) 若 R 的乘法满足交换律, 则称 R 是一个交换环;
(2) 若 R 有一个元素 e, 满足: ea = ae = a, ∀a ∈ R, 则称 e 为 R 的单位元, 记作 1, 且若
R 有单位元, 则单位元唯一;
(3) ∀a ∈ R, 若存在 b ∈ R, 且 b 6= 0, 使得 ab = 0, 则称 a 是一个左零因子, 若 ba = 0, 则称
为右零因子, 统称为零因子, 且在 R 中, 有 0a = a0 = 0, ∀a ∈ R, 从而 0 是零因子, 称为平
凡零因子

4.1.3 子环的概念及其判定

Def. 5 子环

环 R 的一个非空子集 R1, 若对于 R 的加法、乘法运算, 也成为一个环, 则称 R1 是 R 的

一个子环

Prop. 1 子环判定定理

环 R 的一个非空子集 R1 是一个子环

⇐⇒ 从 a, b ∈ R1 可以推出 a− b, ab ∈ R1, 即 R1 对于 R 的减法与乘法均封闭.
Pf 证明“⇐=”: ∀c ∈ R1 =⇒ c− c = 0 ∈ R1 (有零元); ∀b ∈ R1 =⇒ −b = 0 − b ∈ R1 (有
负元); ∀a, b ∈ R1 =⇒ a + b = a − (−b) ∈ R1 (加法), 易证, R1 称为一个环, 从而 R1 是 R

的一个子环

Eg. 1 子环的例子

1. ∀A ∈ Mn(K), 表达式 bmAm + · · · + b1A + b0I (m ∈ N) 称为 A 的多项式,
K[A] := {数域 K 上矩阵 A 的多项式}, 易证 K[A] 对于矩阵的减法与乘法封闭, 从
而 K[A] 是环 Mn(K) 的一个子环, 并且是一个有单位元的交换环

2. KI 是 K[A] 的一个子环
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4.1.4 一元多项式环的通用性质

Def. 6 同构映射与环同构

若环 R 到环 R′ 有一个双射 σ, 满足: σ(a+ b) = σ(a) + σ(b), σ(ab) = σ(a)σ(b), ∀a, b ∈ R

(保持加法和乘法), 则称 σ 是 R 到 R′ 的一个同构映射, 此时称 R 和 R′ 是同构的.
若环 R 到环 R′ 有一个同构映射 σ, 且 R 有单位元 e, 则 σ(e) 是 R′ 的单位元 e

′ , 即, 单位
元在同构映射下的像, 一定是单位元.

Thm. 2 一元多项式环的通用性质 (泛性质)

设 K 是一个数域, R 是一个有单位元的交换环, 且 K 到 R 的一个子环 R1 有一个同构映

射 τ , ∀t ∈ R, 令:

σt : K[x] → R, f(x) =
n∑

i=0
aix

i 7→ f(t) :=
n∑

i=0
τ(ai)ti

由于 f(x) 表法唯一, 因此 σt 是 K[x] 到 R 的一个映射.
σt(x) = t, 且 σt 保持加法和乘法运算, 即:

f(x) + g(x) = h(x), f(x)g(x) = p(x) =⇒ f(t) + g(t) = h(t), f(t)g(t) = p(t)

称 σt 为 x 用 t 代入.

4.2 n 元多项式环及其通用性质

Def. 7 n 元多项式

设 F 是一个域, x1, · · · , xn 是 n 个符号, 有

∑
i1,i2,··· ,in

ai1i2···inx
i1
1 x

i2
2 · · ·xin

n

其中 i1, i2, · · · , in ∈ N, ai1i2···in ∈ F 称为系数.
若只有有限多个系数不为 0, 且当且仅当两个这种形式的表达式, 除系数为 0 的项外, 有
完全相同的项时二者相等, 则称这种形式的表达式为域 F 上的一个 n 元多项式, 记作
f(x1, · · · , xn), 称 x1, · · · , xn 为 n 个无关的不定元.
称其中一项 ai1i2···inx

i1
1 x

i2
2 · · ·xin

n 为单项式, 称幂指数之和 i1 + · · · + in 为单项式的次数, 称
系数非零的最高单项式次数为 n 元多项式的次数.

Def. 8 n 元多项式环

F [x1, · · · , xn] := {域 F 上 n 元多项式}, 易证, F [x1, · · · , xn] 成为一个有单位元的交换环,
称为域 F 上的 n 元多项式环.
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Def. 9 齐次多项式

若 f(x1, · · · , xn)的每个系数非零的单项式的次数均为 m,则称 f(x1, · · · , xn)为一个 m次

齐次多项式.
零多项式可以是任意次齐次多项式.
{域 F 上 n 元 m 次齐次多项式} 是域 F 上的一个线性空间.

Thm. 3 n 元多项式环的通用性质

设 F 是一个域, R 是一个有单位元的交换环, 且 F 到 R 有一个子环 R1 有一个同构映射

τ , ∀t1, · · · , tn ∈ R, 令
σt1,··· ,tn : F [x1, · · · , xn] → R

f(x1, · · · , xn) =
∑

i1,i2,··· ,in

ai1i2···inx
i1
1 x

i2
2 · · · xin

n 7→
∑

i1,··· ,in

τ(ai1,··· ,in)ti1
1 · · · tin

n

则 σt1,··· ,tn 是 F [x1, · · · , xn] 到 R 的一个映射, 且 σt1,··· ,tn 保持加法和乘法运算, 将 σt1,··· ,tn

称为 x1, · · · , xn 分别用 t1, · · · , tn 代入.

5 多重线性代数

5.1 多重线性映射

Prop. 1 定义1: 多重线性映射

设 V1, · · · , Vr 与 W 均为域 F 上的线性空间, A 为 V1 × · · · × Vr 到 W 的一个映射, 若
∀αi, βi ∈ Vi, k ∈ F , 有

1. A(α1, · · · , αi + βi, · · · , αr) = A(α1, · · · , αi, · · · , αr) + A(α1, · · · , βi, · · · , αr);

2. A(α1, · · · , kαi, · · · , αr) = kA(α1, · · · , αi, · · · , αr),

则称 A 为从 V1 × · · · × Vr 到 W 的一个多重线性映射.

Prop. 2 引理2:多重线性映射的唯一性

存在唯一的线性映射 A 使得

A(α1j1 , · · · , rjr) = βj1···jr (5.1)

Cor. 1 多重线性函数的唯一性

存在唯一的多重线性函数 f 使得

f(α1j1 , · · · , αrjr) = bj1···jr (5.2)
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Prop. 3 定理2:多重线性函数空间的维数

dim{Mult(V1, · · · , Vr;F )} = n1 · · ·nr (5.3)

Prop. 4 定理3:双线性函数空间的基

5.2 线性空间的张量积

5.3 张量代数

5.4 外代数
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