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导言

空间是各向同性的:物理定律不依赖于坐标系绕原点的取向. 把整个物理系统绕任意轴转

动任意角度, 系统的行为应当保持不变. 在经典力学中, 这条对称性由 Noether 定理联系

到角动量守恒; 在量子力学中, 它表现为 Hilbert 空间上存在一族与旋转群 SO(3) 相应的

幺正算符, 而角动量算符从这族算符的无穷小生成元中涌现出来. 两条路线指向同一个出

发点: 先把三维空间中的旋转本身研究透彻.

本讲是《角动量理论》系列的第一篇. 系列按空间旋转结构 → Hilbert 空间表示 → 物

理中的角动量理论三步组织: 本讲只研究三维旋转群 SO(3) 本身; 第二篇利用群表示把

SO(3) 映射到 Hilbert 空间, 讨论量子旋转算符、旋转生成元与角动量对易代数的数学来

源; 第三篇才进入角动量本征值理论、轨道角动量、自旋及其物理应用. 因此本讲的目标

非常明确: 把第二篇真正会用到的结构准备齐全, 即

SO(3) −→ 无穷小旋转 −→ 生成元 Gi −→ so(3) −→ [Gi, Gj] = εijkGk −→ eθ n·G

有限旋转与群结构 (第 1–3 节) −→ 无穷小结构与 Lie 代数 (第 4–5 节) −→ 指数映射 (第 6

节)
(0.1)

全讲分三部分. 第一部分 (第 1–2 节) 建立旋转的定义与旋转矩阵的基本性质, 证明旋转

矩阵构成群 SO(3), 通过具体例子体会其非对易性, 并指出 SO(3) 是连续依赖三个参数的

Lie群. 第二部分 (第 3节)给出旋转的三种表示方法: 基本坐标轴旋转,轴角表示与 Euler

角表示, 它们是对 SO(3) 群元的具体参数化. 第三部分 (第 4–6 节) 是全文的核心: 从无

穷小旋转引入生成元 G1, G2, G3, 建立 Lie 代数 so(3) 与对易关系 [Gi, Gj] = εijkGk, 再通

过指数映射回到有限旋转, 得到 R(n, θ) = eθ n·G 与 Rodrigues 公式. 第 7 节把整条链条

收束起来, 并引出第二篇的问题.

为使学习路线更顺, 本讲刻意不展开下列内容: 流形与切空间的严格定义, 旋转群的全局

拓扑 (如基本群与射影空间表示), Baker–Campbell–Hausdorff公式,伴随表示,以及 SU(2)

双覆盖. 它们在本讲的链条中并不必要; 等到第二篇真正遇到为什么 SO(3)不能直接容纳

半整数自旋的问题时再引入, 会更自然.
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Part I

空间旋转与旋转群 SO(3)

本部分建立旋转的严格定义,推出旋转矩阵的代数刻画 RTR =
I , det R = 1, 验证旋转矩阵在乘法下构成群 SO(3), 并通过显
式例子体会旋转的非对易性, 最后说明 SO(3) 是连续依赖三个
参数的 Lie 群.

内容概要

• 掌握旋转的定义: 保持内积与取向的线性映射, 主动约定的含义.

• 会证明旋转矩阵的刻画 RTR = I, det R = 1, 以及复合与取逆保持旋
转性质.

• 理解 SO(3)的群结构,会用矩阵验证旋转的非对易性,理解旋转顺序的
重要性.

• 理解 SO(3) 的连续性: 旋转可连续变化, 且由三个独立参数标记.
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1
三维空间旋转

1.1 空间旋转的定义

本讲采用主动旋转 (active rotation) 的约定: 一个旋转把空间中的每个点与每个向量按刚

体方式同时搬动, 而坐标系保持不动. 与之相对的是被动观点 (旋转坐标架), 两种观点的

区别只是描述方式, 数学对象 (旋转矩阵及其乘法) 完全相同. 本篇统一使用主动约定.

Def. 1 空间旋转

设 R : R3 → R3 是线性映射. 若 R 保持内积, 即对任意 x, y ∈ R3 有

(Rx) · (Ry) = x · y, (1.1)

且 det R = 1, 则称 R 为三维空间中的旋转 (rotation).

保持内积的条件等价于保持一切长度与一切夹角, 因而旋转正是以原点为不动点的刚体

转动.

Prop. 1 长度, 夹角与内积

对线性映射 R : R3 → R3, 下列条件等价: (i) R 保持内积, 即(1.1) 对一切 x, y 成立;

(ii) R 保持一切长度: |Rx| = |x| 对一切 x 成立; (iii) R 保持一切夹角: 对任意非零

x, y, 向量 x, y 的夹角与 Rx, Ry 的夹角相等.

Pf (i) ⇒ (ii) 在(1.1) 中取 y = x 即得. (ii) ⇒ (i) 用极化恒等式: 对任意 x, y,

x · y = |x + y|2 − |x− y|2

4
, (Rx) · (Ry) = |R(x + y)|2 − |R(x− y)|2

4
,

由保长度,两式右端相等,故(1.1)成立. (i)⇔ (iii)由内积与夹角的关系 x ·y = |x||y| cos θ

直接得出: 内积与长度不变, 夹角余弦即不变.

由此, 旋转使刚体上任意两点的距离保持不变: 两点连线视为向量 x − y, 其长度在旋转
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下不变. 条件 det R = 1表示保持取向: 右手系仍被映为右手系,因而排除了镜像操作. 反

射与空间反演同样保持长度与夹角, 但改变空间手性, 不属于旋转 (第 1.2 节).

1.2 旋转矩阵的性质

Prop. 2 旋转的刻画

线性映射 R : R3 → R3 是旋转, 当且仅当

RTR = I, det R = 1. (1.2)

此时 RT = R−1. 称满足 RTR = I 的矩阵为正交矩阵 (orthogonal matrix).

Pf 设 R 是旋转. 由定义, 对一切 v ∈ R3 有 |Rv|2 = vTRTR v = v · v, 即对称矩

阵 RTR − I 的二次型恒为零, 故 RTR = I. 反过来, 若 RTR = I, 则对任意 x, y 有

(Rx) · (Ry) = xTRTR y = x · y, 内积条件自动成立; 加上 det R = 1 即还原旋转的定义.

由于 R 是方阵, 左逆 RT 自动成为右逆, 故 RRT = I 不必单独假设.

Cor. 1 行列式的取值

正交矩阵的行列式只能取 ±1: 由 det
(
RTR

)
= (det R)2 = 1 得 det R = ±1. 行列式

为 1 的是真转动 (proper rotation), 即旋转; 行列式为 −1 的是非真转动, 如反射与空

间反演. 最简单的非真转动是空间反演 P = diag(−1,−1,−1) = −I, 它把每个向量变

成自己的负向量.

Prop. 3 逆旋转与复合

设 R, R1, R2 ∈ SO(3). (a) 逆旋转仍是旋转, 且 R−1 = RT; (b) 两个旋转的复合仍是

旋转: R1R2 满足 (R1R2)T(R1R2) = I 且 det(R1R2) = 1.

Pf (a) RT 正交且 det RT = det R = 1, 故逆旋转是旋转; 由正交条件 RTR = I 立得

R−1 = RT. (b) 直接计算:

(R1R2)T(R1R2) = RT
2 RT

1 R1R2 = RT
2 R2 = I, det(R1R2) = det R1 · det R2 = 1.

故复合保持旋转的两条性质.

性质 (b) 说明旋转对复合封闭, 这是第 2 节中 SO(3) 成群的关键; 性质 (a) 说明” 转回去”
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的旋转就是转置, 逆旋转总是存在.

Eg. 1 验证一个旋转

循环置换矩阵

R =



0 0 1

1 0 0

0 1 0


满足 RTR = I: 三行两两正交且模为 1; 其行列式把 R 的行做两次交换即化为单位

阵, 故 det R = 1. 因此它是旋转, 作用效果为 e1 7→ e2 7→ e3 7→ e1: 把三个基向量循环

搬运. 第 3.2 节与第 6.3 节将看到, 它是绕方向 (1, 1, 1) 的轴转 2π/3 的旋转.

7



三维空间旋转与 SO(3) 三维旋转群 SO(3)

2
三维旋转群 SO(3)

2.1 旋转矩阵构成一个群

Def. 1 群

集合 G 配上映射 G × G → G, (α, β) 7→ αβ (称为群乘法), 若满足结合律 (αβ)γ =

α(βγ), 存在单位元 e, 且每个元素都有逆元, 则称 G 为群. 群的乘法不必可交换; 可交

换的群称为 Abel 群.

第 1.2 节已经验证了旋转的全部群公理: 复合封闭 (命题 1.2 之 (b)), 单位元是恒等变换

I (它显然是旋转), 逆元存在且 R−1 = RT (命题 1.2 之 (a)), 结合律由矩阵乘法继承. 于

是:

Prop. 1 SO(3) 是群

集合

SO(3) = {R ∈ R3×3 s.t. RTR = I, det R = 1} (2.1)

在矩阵乘法下构成群, 称为三维旋转群 (special orthogonal group). 全体正交矩阵构成

的群记作 O(3); SO(3) 是其中行列式为 1 的部分.

Pf 封闭性, 单位元与逆元已在第 1.2 节逐一验证; 结合律是矩阵乘法的结合律, 自动成

立.

O(3)按行列式分成 ±1两个不相交的部分: 反射与反演不在 SO(3)中. 由于 det(R1R2) =

det R1 det R2, 行列式为 −1 的部分甚至不构成子群 (两个非真转动的复合是真转动);

SO(3) 才是真正的旋转群.
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2.2 旋转的非对易性

Eg. 1 绕不同轴的旋转不对易

比较先绕 x 轴转 π/2 再绕 y 轴转 π/2 与相反次序的两个复合:

Rx(π/2) Ry(π/2) =



0 0 1

1 0 0

0 1 0


, Ry(π/2) Rx(π/2) =



0 1 0

0 0 −1

−1 0 0


.

两者不同, 故旋转次序不能交换. 有趣的是两个乘积的迹都等于 0, 因而都是转 2π/3

的旋转; 差别完全在转轴方向: 前者以 (1, 1, 1) 为轴, 后者以 (1, 1,−1) 为轴 (用第 3.2

节的方法由矩阵提取轴角即可验证).

Prop. 2 绕同一轴的旋转可交换

设 n 是单位向量, 记 R(n, θ) 为绕轴 n 转动角 θ 的旋转 (记号 R(n, θ) 将在第 3.2 节

系统讨论). 则

R(n, θ) R(n, φ) = R(n, θ + φ) = R(n, φ) R(n, θ).

Pf 绕同一轴的两个旋转都保持该轴不动; 在垂直于轴的平面上, 它们分别限制为转角 θ

与 φ 的平面旋转. 平面旋转的复合是转角相加的平面旋转 (两角和公式直接验证), 因而

复合结果仍是绕同一轴的旋转, 转角为 θ + φ. 同一轴上的平面旋转互相可交换, 故两个复

合次序给出同一结果.

因此 SO(3) 非 Abel 的本质在于转轴可以不同: 绕同一轴的旋转构成可交换的子族, 绕不

同轴的旋转一般不对易. 这一差别在物理上非常重要: 描述刚体姿态时, 旋转的次序不能

颠倒. 它也是量子力学中角动量分量不对易的经典根源: 第二篇将看到, 群乘积的非对易

性在无穷小层面表现为生成元的对易子不为零.
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2.3 连续性与三个参数

Prop. 3 连续转动族

固定单位向量 n. 映射 θ 7→ R(n, θ) 连续, 且满足 R(n, θ)R(n, φ) = R(n, θ + φ),

R(n, 0) = I.

Pf 绕固定轴的旋转矩阵元是 cos θ 与 sin θ 的连续函数, 故作为 θ 的函数连续; 复合性质

就是上一命题.

由此, 任意一个旋转都可以从恒等旋转连续地变过去: 先把转轴连续转到目标转轴, 再把

转角连续增大到目标值. 在拓扑学的语言里, 这称为 SO(3) 是连通的; 本讲只需要这个直

观. 与连续性相伴的是参数个数:

Prop. 4 三个独立参数

旋转由三个独立参数标记: 转轴方向给两个自由度 (单位向量 n ∈ S2, 单位球面上的

点), 转角给一个自由度. 从矩阵角度看: RTR = I 给出 9 个矩阵元的 6 个独立正交

条件, 故 9 − 6 = 3; 行列式条件在恒等元附近自动成立 (行列式连续且 det I = 1), 不

额外减少自由度. 两种计数一致.

Def. 2 Lie 群, 直观版本

若一个群 G 的元素由有限个连续实参数标记, 且群乘法与取逆运算都连续地依赖于

这些参数, 则称 G 为 Lie 群. 严格的 Lie 群定义需要微分流形的概念, 本讲不展开, 只

用” 连续” 这一层含义.

SO(3)是 Lie群: 矩阵元是参数的连续函数,乘法与取逆 (转置)都连续,参数个数为 3. 连

续性给旋转理论带来的关键新内容, 是可以谈论” 无穷小的旋转”: 转角趋于零的极限携

带旋转的全部局部信息, 这正是第 4 节的主题.
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Part II

旋转的表示方法

本部分给出 SO(3) 群元的三套具体参数化: 绕坐标轴的基本旋
转矩阵, 轴角表示 (转轴与转角) 与 Euler 角表示 (三次基本旋
转的复合), 并给出由矩阵反解转轴与转角的方法.

内容概要

• 会写绕三个坐标轴的基本旋转矩阵, 理解其复合性质.

• 掌握 Euler转动定理与轴角表示 R(n, θ),理解旋转向量与表示的冗余.

• 会由矩阵的迹与反对称部分提取转轴与转角.

• 掌握 Euler角的 zyz约定 R(α, β, γ) = Rz(α)Ry(β)Rz(γ),理解分解定
理与万向锁的由来.
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3
三维旋转的表示方法

3.1 基本坐标轴旋转

绕坐标轴 e1, e2, e3 (即 x, y, z 轴) 转动角 θ 的旋转按右手定则约定方向: 拇指指向轴的正

向, 旋转方向为其余手指弯曲的方向. 三个基本旋转矩阵为

Rx(θ) =



1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ


, Ry(θ) =



cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ


, (3.1)

Rz(θ) =



cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


. (3.2)

例如 Rz(θ) 保持第三个分量不变, 在前两个分量张成的平面内作平面旋转: 它是平面旋转

群 SO(2) 嵌入 SO(3) 的矩阵. 由命题 2.2, 绕同一轴复合即转角相加:

Ri(θ)Ri(φ) = Ri(θ + φ), i = 1, 2, 3;

绕不同轴的复合一般不可交换 (第 2.2 节的例子). 这三个基本矩阵是构造一切旋转的砖

块: 任意旋转都可以写成若干基本旋转的乘积, Euler 角表示 (第 3.3 节) 是这一思想最

典型的实现. 更深刻的是, 它们分别是后面三个基本生成元 (第 4.2 节) 的直接来源: 绕

x, y, z 轴的无穷小旋转给出 G1, G2, G3.

12
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3.2 轴角表示

Thm. 1 Euler 转动定理

对任意 R ∈ SO(3), 存在单位向量 n 使得 Rn = n: 每个三维旋转都是绕某个固定轴

的旋转.

Pf 只需证明 1 是 R 的本征值. 利用 det R = 1 与 R−1 = RT:

det(R− I) = det
(
R(I −RT)

)
= det R · det

(
I −RT

)
= det

(
(I −R)T

)
= det(I −R) = (−1)3 det(R− I) = − det(R− I),

故 det(R− I) = 0: R− I 奇异, R 有本征值 1. 其本征向量单位化后即为 n.

Def. 1 轴角表示与旋转向量

对单位向量 n 与 θ ∈ R, 记 R(n, θ) 为绕轴 n 转动角 θ 的旋转: 沿 n 正向看去, 转角

为正时逆时针旋转. 由 Euler 转动定理, 每个旋转都唯一地写成这样的形式 (除下述冗

余). 三元组 (n, θ) 称为轴角表示. 把两者合并为旋转向量 θ = θn: 方向是转轴, 长度

是转角.

轴角表示有自然的冗余: 绕反向轴转反向角与原来的旋转相同, 转角增加 2π 的整数倍给

出同一个旋转. 因此常取 θ ∈ [0,π];此时只剩下 θ = π处的对径识别R(n,π) = R(−n,π).

另外要注意, 旋转向量不能像普通向量那样相加: 复合旋转一般不对应旋转向量的加法,

只有绕同一轴的旋转才满足转角相加 (命题 2.2), 这正是非对易性的表现.

Prop. 1 迹与本征值

设 R = R(n, θ). 则

Tr R = 1 + 2 cos θ,

且 R 的本征值为 1, e±iθ: 本征值 1 对应本征向量 n; 在垂直于 n 的平面内, R 限制

为转角 θ 的平面旋转.

Pf 选取右旋标准正交基 (n, e, f). 轴向向量 n 不动, 平面内按右手定则 Re = cos θ e +

sin θ f , Rf = − sin θ e+cos θ f . 故在该基下 R的矩阵为 diag(1, cos θ, sin θ; − sin θ, cos θ)

的分块对角形, 迹为 1 + 2 cos θ, 本征值为 1 与 cos θ ± i sin θ = e±iθ.

13
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Meth. 1 由矩阵提取轴角

给定 R ∈ SO(3), 提取 (n, θ): 1. 转角由迹确定: cos θ = (Tr R− 1)/2, 取 θ ∈ [0,π]; 2.

若 sin θ 6= 0, 由反对称部分

R−RT = 2 sin θ [n]×, n = 1
2 sin θ



R32 −R23

R13 −R31

R21 −R12


;

3. 若 R = I (即 θ = 0), 转轴任意; 若 θ = π, 由 Rv = 2(n · v)n− v (转角为 π 时垂

直分量反号) 得 R = 2nnT − I, 再由对角元 Rii = 2n2
i − 1 与一个符号约定解出 n.

公式的依据: 迹公式即上一命题; 反对称部分在第 6.3 节的 Rodrigues 公式处给出独立的

直接推导; θ = π 的情形来自转角为 π 的几何 (转 π 把垂直于轴的每个向量反号).

Eg. 1 提取轴角

对循环置换矩阵 R =



0 0 1

1 0 0

0 1 0


: Tr R = 0, 故 cos θ = −1/2, θ = 2π/3. 又

R−RT =



0 −1 1

1 0 −1

−1 1 0


,

由方法第 2 步 (2 sin θ =
√

3) 得 n = (1, 1, 1)/
√

3. 代入可验证 R = R(n, 2π/3), 并把

e1 → e2 → e3 → e1 循环搬运: 这正是绕立方体体对角线方向的旋转.

14
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n

v

R(n, θ)v
θ

图 1: 轴角表示: 向量 v 绕单位轴 n 转动角 θ 得 R(n, θ)v, 其端点沿垂直于 n 的圆轨道

运动; 转轴方向由 n 给出两个自由度, 转角 θ 给出一个自由度.

轴角表示给出旋转最直接的几何图像: 先确定轴, 再确定转角. 它也是后面生成元与指数

形式最自然的出发点: 第 4节将看到,生成元携带的正是”转轴方向 +转动速率”的信息,

是轴角在无穷小层面的版本.

3.3 Euler角

轴角表示强调转轴与转角的几何. 另一种常用的三参数方案, 是把任意旋转分解成三次绕

坐标轴的基本旋转.

Def. 2 zyz 约定的 Euler 角

设 α, β, γ 为实数. 定义

R(α, β, γ) = Rz(α) Ry(β) Rz(γ), (3.3)

乘积从右往左作用, 依次为: 自转 γ (绕本体 z 轴), 章动 β (绕新 y 轴, 即节线), 进动

α (绕空间 z 轴). 通常取参数范围 0 ≤ α < 2π, 0 ≤ β ≤ π, 0 ≤ γ < 2π.

三个角度的几何意义: α 是空间 x 轴与节线 (体面与水平面的交线) 的夹角, 称进动角

(precession); β 是空间 z 轴与本体 z′ 轴的夹角, 称章动角 (nutation); γ 是节线与本体 x′

轴的夹角, 称自转角 (spin). ” 本体” 指随刚体固连的坐标架: 自转绕刚体自身的轴, 进动

绕空间固定的轴.

15
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X

Y

Z

节线 N

z′

x′
y′

α

β
γ

图 2: Euler 角 (zyz 约定) 的几何: 空间架 {X, Y, Z} 与本体架 {x′, y′, z′} 共原点, α 是 X

轴与节线 N 的夹角 (进动), β 是 Z 轴与 z′ 轴的夹角 (章动), γ 是节线与 x′ 轴的夹角 (自

转). 本体 z′ 轴的方向完全由 (α, β) 决定, 虚线椭圆表示空间水平面.

Thm. 2 Euler 角分解

对任意 U ∈ SO(3), 存在实数 α, β, γ 使得

U = Rz(α) Ry(β) Rz(γ) = R(α, β, γ).

特别地, 任意旋转都可以分解为三次基本旋转.

Pf 分两步. 第 1 步 (确定本体轴方向): 设 z′ = Ue3, 取它的球坐标

z′ = (sin β cos α, sin β sin α, cos β)T, 0 ≤ β ≤ π, 0 ≤ α < 2π,

并令 R1 = Rz(α)Ry(β). 直接计算 Ry(β)e3 = (sin β, 0, cos β)T, 再经 Rz(α) 作用得

R1e3 = z′. 第 2 步 (分解余下的自转): 构造 V = R−1
1 U . 由第 1 步, V e3 = R−1

1 z′ = e3,

即 V 保持 z 轴不动; 又 V ∈ SO(3), 故 V 在 e1, e2 张成的平面上限制为保持内积与取

向的平面线性变换, 必为某个平面旋转: 存在 γ 使 V = Rz(γ). 于是 U = R1Rz(γ) =

Rz(α)Ry(β)Rz(γ).

分解的几何过程说明三个角度各管一个自由度: 前两步把空间 z 轴搬到本体 z′ 轴的方向,

第三步决定绕该轴的自转. 分解一般不唯一: 在 β = 0 或 π 处, z′ = ±e3 不再携带 α 的

信息. 例如 β = 0 时

R(α, 0, γ) = Rz(α)Rz(γ) = Rz(α + γ),

进动与自转只在和中出现, 三个参数实际只剩两个自由度; 这就是万向锁 (Gimbal lock).
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(β = π 的情形类似, 用 Ry(π)Rz(γ) = Rz(−γ)Ry(π), 直接相乘即可验证.) 万向锁是参数

化的奇点而非旋转本身的奇点: 转动 Rz(α + γ) 完全正常, 只是它有无穷多种 Euler 角描

述. 类似的, 轴角表示在 θ = 0 处转轴无定义, 在 θ = π 处对径轴合并. 本讲只需知道这

一点, 不做深入讨论.

Eg. 2 一个 Euler 角旋转

取 α = π/2, β = π/2, γ = 0:

R(π/2,π/2, 0) = Rz(π/2)Ry(π/2) =



0 −1 0

0 0 1

−1 0 0


.

其第三列 (0, 1, 0)T 正是 z′ = Re3 的方向: 先章动 90◦ 使 z 轴指向 x方向,再进动 90◦

使该方向绕空间 z 轴转到 y 方向, 自转角为零.
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Part III

无穷小旋转,生成元与 Lie代数

本部分是全文的核心: 从无穷小旋转的一阶展开引入三个基本
生成元 G1, G2, G3 与生成元三元组 G, 由正交条件推出生成元
的反对称性, 建立叉乘与生成元的联系, 引入 Lie 代数 so(3) 并
推导对易关系 [Gi, Gj] = εijkGk, 最后通过单参子群与指数映
射从生成元重建有限旋转.

内容概要

• 掌握无穷小旋转 R(n, dθ) = I + dθ n ·G + O(dθ2).

• 会写三个基本生成元与生成元三元组, 理解任意方向生成元是基本生
成元的线性组合.

• 会从正交条件推导生成元的反对称性, 理解叉乘矩阵与生成元的对应.

• 掌握 so(3) 的定义, 会完整推导对易关系 [Gi, Gj] = εijkGk 并理解其含

义.

• 掌握指数映射 eθ n·G = R(n, θ) 与 Rodrigues 公式.
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4
无穷小旋转与生成元

4.1 无穷小旋转

考虑转角很小的旋转.设 n 是单位向量, 转角记为 dθ. 把任意向量 v 分解为轴向与垂直分

量: v = v‖+v⊥. 绕轴 n转动时轴向分量不动;垂直分量 v⊥在垂直于 n的平面内转过 dθ.

在平面内,转过小角 dθ把向量 w 变为 w cos dθ +(n×w) sin dθ (其中 n×w 是 w 在该平

面内绕 n 转 +π/2 的像, 与 w 垂直且等长). 展开到一阶: w 7→ w + dθ (n×w) + O(dθ2).

由于 n× v⊥ = n× v, 得到

Prop. 1 无穷小旋转

对单位向量 n 与无穷小角 dθ,

R(n, dθ) v = v + dθ (n× v) + O(dθ2), (4.1)

其中 O(dθ2) 项与 v 有关. 矩阵形式为 R(n, dθ) = I + dθ [n]× + O(dθ2), 其中 [n]× 是

满足 [n]×v = n× v (对一切 v) 的矩阵, 其显式形式见第 4.4 节.

Pf 上述几何推导: 轴向分量贡献 v‖, 垂直分量贡献 v⊥ + dθ(n × v⊥) + O(dθ2), 相加即

得.
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v

dθ n× vv + dθ n× v

dθ

n

图 3: 无穷小旋转: 在垂直于转轴 n的平面内 (视面),向量 v 转过 dθ后变为 R(n, dθ)v ≈

v + dθ n× v, 其中 n× v 沿圆周切线方向, 长度与 v 相同. 符号 ⊗ 表示 n 指向视面外.

无穷小旋转非常接近单位矩阵: 它与 I 的差别是 dθ 的一阶小量, 一阶修正的方向由转轴

决定. 这一事实的意义在于: 一个有限的旋转可以被切成任意多份无穷小的旋转, 而每一

份都由同一个线性部分刻画; 有限旋转是这些无穷小旋转” 积累” 的结果 (第 6.1 节把这

一直觉精确化).

Eg. 1 绕 z 轴的无穷小旋转

由 Rz(θ) 的显式矩阵 ((3.1)) 展开 cos dθ = 1 + O(dθ2), sin dθ = dθ + O(dθ3):

Rz(dθ) =



1 −dθ 0

dθ 1 0

0 0 1


+ O(dθ2),

与(4.1) 取 n = e3 一致.
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4.2 旋转生成元

Def. 1 旋转生成元

记 Gi = [ei]× (i = 1, 2, 3), 称为旋转群 SO(3) 的三个基本生成元 (generator). 显式地,

G1 =



0 0 0

0 0 −1

0 1 0


, G2 =



0 0 1

0 0 0

−1 0 0


, G3 =



0 −1 0

1 0 0

0 0 0


.

它们满足 Giv = ei × v, 分别是绕三个坐标轴的无穷小旋转的线性部分: R(ei, dθ) =

I + dθ Gi + O(dθ2).

Def. 2 生成元三元组与点乘

把三个生成元合成三元组 G = (G1, G2, G3). 对任意向量 a = (a1, a2, a3) ∈ R3, 定义

点乘

a ·G = a1G1 + a2G2 + a3G3,

即按分量线性组合三个生成元.

Prop. 2 任意方向的无穷小旋转

对单位向量 n,

R(n, dθ) = I + dθ (n ·G) + O(dθ2),

即绕轴 n 的无穷小旋转是三个基本生成元的线性组合 n ·G; 称 n ·G 为绕轴 n 的旋

转生成元.

Pf 由(4.1), 无穷小旋转的线性部分是矩阵 [n]×, 其作用为 [n]×v = n×v. 由于 n×v =∑
i ni(ei × v) = ∑

i ni Giv, 对一切 v 成立, 故 [n]× = n ·G.

因此三个基本生成元携带了旋转的全部无穷小信息: 任何转轴方向的无穷小旋转都由它

们的线性组合给出. 这是” 生成元” 一词的由来: 从 G1, G2, G3 可以生成 (重建) 整个旋转

群 (第 6 节).
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4.3 生成元为什么是反对称矩阵

Prop. 3 生成元的反对称性

设 R(dθ) = I + dθ G + O(dθ2) 是一族正交矩阵, 即 R(dθ)TR(dθ) = I. 则

GT = −G,

即旋转生成元必为反对称矩阵.

Pf 把展开代入正交条件(1.2), 保留到 dθ 的一阶:

I = R(dθ)TR(dθ) =
(
I +dθ GT+O(dθ2)

)(
I +dθ G+O(dθ2)

)
= I +dθ(GT+G)+O(dθ2).

一阶项必须为零: GT + G = 0, 即 GT = −G.

注意结论不依赖具体的转轴: 对任何 n 的展开都成立. 反对称矩阵的对角元恒为零

(Gii = −Gii), 且只有三个独立元素, 恰好对应旋转的三个自由度, 维度上的一致并非

偶然: 旋转的连续参数个数与生成元的独立参数个数总是一样的. 若把离散的无穷小角换

成连续时间, 同一论证给出切向量条件: 对光滑族 R(t) (R(0) = I), 由 R(t)TR(t) = I 对

t 求导并在 t = 0 取值, 得 Ṙ(0)T + Ṙ(0) = 0.

4.4 叉乘与生成元

Def. 3 叉乘矩阵

对 a = (a1, a2, a3)T ∈ R3, 定义叉乘矩阵

[a]× =



0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0


.

它满足 [a]×v = a× v 对一切 v ∈ R3 成立.
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Prop. 4 反对称矩阵与向量的同构

映射 a 7→ [a]× 是 R3 到全体三维实反对称矩阵之集的线性同构: 每个三维反对称矩

阵恰好来自一个参数向量, 三个独立分量对应向量的三个坐标.

Pf 反对称条件 Gij = −Gji 给出对角线全零与三对独立元素 (G12, G13, G23), 正是 [a]×
中 (−a3, a2,−a1) 的三个参数; 对应 a 7→ [a]× 是一一对应的线性映射.

结合命题 4.2, 生成元与叉乘的关系可以写成:

Prop. 5 生成元的叉乘作用

对任意 a ∈ R3 与 v ∈ R3,

(a ·G) v = a× v.

特别地 n ·G = [n]×, 且无穷小旋转(4.1) 有一个几何读法: 小转角下, 每个向量沿垂直

于转轴的圆周切向移动 dθ|v| 的长度.

Pf 由 a ·G 的定义与 Giv = ei × v 直接计算 (a ·G)v = ∑
i ai(ei × v) = a× v.

至此, 旋转的无穷小结构完全翻译成了向量代数: 生成元对应向量, 生成元作用对应叉乘.

下一节将看到对易关系也能这样翻译: 对易子对应叉乘.
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5
SO(3)的 Lie代数

5.1 李代数 so(3)

Def. 1 so(3)

集合

so(3) = {a ·G | a ∈ R3}

称为旋转群 SO(3) 的 Lie 代数 (Lie algebra), 读作”SO(3) 的 so”. 直观上, 它是全部无

穷小旋转生成元的空间: 每个元素 a ·G 携带一个转轴方向 (单位化 a) 与一个转动速

率 (|a|).

Prop. 1 基与维数

G1, G2, G3 构成 so(3) 的一组基, 因而 dim so(3) = 3. 由命题 4.4, so(3) 正是全体三维

实反对称矩阵之集.

Pf 线性无关: 若 a ·G = 0, 则对一切 v 有 a× v = 0; 取 v 与 a 不平行 (a 6= 0 时总可

以做到), 得 a× v 6= 0, 矛盾, 故 a = 0. 又由命题 4.4, so(3) 中元素正是全部反对称矩阵,

而三维反对称矩阵由三个独立参数确定, 故 so(3) 由三个基向量张成.

” 代数” 一词的由来在下一小节: so(3) 中的元素不仅可加可数乘, 而且对” 对易子” 运算

封闭, 这就是 Lie 代数的结构. 本讲不采用流形与切空间的严格语言: 把 so(3) 理解为全

部无穷小旋转生成元的空间就足够了.

5.2 生成元的对易关系

先建立生成元乘积的矩阵元恒等式,再推导对易关系. 记对易子 [Gi, Gj] = GiGj−GjGi.
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Lem. 1 乘积恒等式

对一切 i, j, a, b ∈ {1, 2, 3},

(GiGj)ab = δibδaj − δijδab.

Pf 由 Gi 的矩阵元 (Gi)jk = −εijk (Levi–Civita 符号), 乘积的矩阵元为 (GiGj)ab =∑
c εiacεjcb (两个负号相消). 用 Levi–Civita 符号的标准收缩恒等式 ∑

c εikcεlmc = δilδkm −

δimδkl 以及 εjcb = −εjbc:

(GiGj)ab = −
∑

c

εiacεjbc = −(δijδab − δibδaj) = δibδaj − δijδab.

Thm. 1 对易关系

旋转生成元满足

[Gi, Gj] = εijkGk. (5.1)

Pf 由引理,

[Gi, Gj]ab = δibδaj − δijδab −
(
δjbδai − δjiδab

)
= δibδaj − δjbδai.

另一方面 (εijkGk)ab = −εijkεkab = −εijkεabk (循环置换下标), 由收缩恒等式 εijkεabk =

δiaδjb − δibδja, 得 (εijkGk)ab = δibδja − δiaδjb, 与上式逐项一致.

写成分量: [G1, G2] = G3, [G2, G3] = G1, [G3, G1] = G2 (循环). 定理的意义有四点.

第一, 三个生成元彼此不对易, 这正是第 2.2 节有限旋转非对易性的无穷小版本: 乘积次

序不能交换的性质, 在无穷小层面表现为对易子不为零. 第二, 对易子仍然是生成元的线

性组合, 即 so(3) 在对易子下封闭: 这一封闭性使 so(3) 配 Gi 之间的括号成为一个 Lie

代数. 第三, 系数 εijk 完全决定 so(3) 的结构, 称为结构常数. 第四, 这条对易关系是第

二篇的直接基础: 下一篇把旋转群映到 Hilbert 空间后, 旋转生成元变成角动量算符, 而

[Gi, Gj] = εijkGk 将变成角动量对易关系 [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk (多出的 i 来自量子生成元的

自伴性, ℏ 来自量纲); 本讲把这条关系的所有数学内容在经典层面准备齐全.
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Cor. 1 矢量形式

对任意 a, b ∈ R3,

[a ·G, b ·G] = (a× b) ·G.

即映射 a 7→ a ·G 把叉乘映为对易子: so(3) 与带叉乘的 R3 同构, so(3) ∼= (R3,×).

Pf 由对易子的双线性与定理(5.1): [a ·G, b ·G] = ∑
ij aibj[Gi, Gj] = ∑

ijk aibjεijkGk =

(a× b) ·G.

由同构 so(3) ∼= (R3,×), 对易子的双线性、反对称与 Jacobi 恒等式自动由 R3 的叉乘继

承, 不必逐一验证.

Cor. 2 乘积恒等式

对任意 a, b ∈ R3,

(a ·G)(b ·G) = baT − (a · b) I.

Pf 由引理,

(
(a ·G)(b ·G)

)
mn

=
∑
ij

aibj(δimδjn − δijδmn) = ambn − (a · b)δmn,

即矩阵 baT − (a · b)I 的 (m, n) 元.

这个恒等式是第 6.2 节指数级数精确求和的代数引擎: 单位向量的生成元只有两个独立

的幂.
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6
从生成元回到有限旋转

6.1 固定轴旋转与单参子群

绕固定轴 n 的旋转族 θ 7→ R(n, θ) 只依赖一个连续参数, 并且满足复合法则 (命题 2.2)

与连续性 (命题 2.3). 这样的对象有标准名称:

Def. 1 单参子群

连续映射 g : R → G 若满足 g(s)g(t) = g(s + t) 对一切 s, t ∈ R 成立, 且 g(0) = e

(群的单位元), 则称为群 G 的单参子群 (one-parameter subgroup). 绕固定轴的旋转族

θ 7→ R(n, θ) 是 SO(3) 的单参子群.

单参子群的意义在于: 群元素被一个参数连续地参数化, 而且参数可以相加. 现在从无穷

小的一端重建它. 把有限旋转 R(n, θ) 等分成 N 份:

R(n, θ) = R(n, θ/N)N .

对每一份用无穷小展开(4.1), 误差为 O(1/N2):

R(n, θ) =
(

I + θ

N
n ·G + O

( 1
N2

))N

.

取极限 N →∞ 时, 无穷多个无穷小旋转的复合应当收敛到某个有限旋转. 这是下述标准

事实:

Prop. 1 乘积极限

对任意矩阵 X,

lim
N→∞

(
I + X

N

)N

= eX , (6.1)

其中 eX = ∑∞
k=0 Xk/k! 是矩阵指数.
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Pf 由二项式定理,
(
I + X/N

)N
= ∑N

k=0

(
N
k

)
XkN−k, 且

(
N

k

)
1

Nk
= 1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

N

)
−−−→
N→∞

1
k!

.

对固定 k 逐项收敛; 余项由 ∑
k ‖X‖k/k! = e‖X‖ 的收敛性控制到任意小, 故整个和收敛到∑

k Xk/k! = eX .

把 X = θ n ·G 代入, 误差项 O(1/N2) 在极限下消失:

Cor. 1 旋转是无穷小旋转的积累

R(n, θ) = lim
N→∞

(
I + θ

N
n ·G

)N

= eθ n·G.

θ

N →∞

图 4: 有限旋转作为无穷小旋转的积累: 蓝色折线是把 θ 等分成 N 份后依次复合得到的

轨道, 每份近似为 I + (θ/N)n ·G; 取极限 N →∞, 折线收敛到光滑圆弧, 即 R(n, θ)v =

eθ n·Gv.

Eg. 1 匀速转动

刚体绕固定轴 n 以角速度 ω 匀速转动, 时间 t 后的旋转为 R(n, ωt); 生成元 n ·G 携

带转轴与角速度的全部信息, 有限旋转是它对时间的指数.

6.2 指数形式

上一小节在概念上建立了 R(n, θ) = eθ n·G, 但还缺一个显式表达式. 指数级数可以用生成

元的幂恒等式精确求和. 由推论 5.2 取 a = b = n:

(n ·G)2 = nnT − I.
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又 (n ·G)n = n× n = 0, 故 (n ·G)3 = (n ·G)(nnT − I) = −(n ·G). 归纳得幂的循环

约化: 对 k ≥ 1,

(n ·G)2k = (−1)k−1(n ·G)2, (n ·G)2k+1 = (−1)k(n ·G).

Thm. 1 指数映射

设 n 是单位向量, θ ∈ R. 则

eθ n·G = I cos θ + sin θ (n ·G) + (1− cos θ) nnT, (6.2)

且右端正是绕轴 n 转动角 θ 的旋转: eθ n·G = R(n, θ).

Pf 把指数级数按奇偶幂拆开, 代入循环约化:

eθ n·G = I +
∞∑

k=1

θ2k

(2k)!
(n ·G)2k +

∞∑
k=0

θ2k+1

(2k + 1)!
(n ·G)2k+1

= I + (1− cos θ)(nnT − I) + sin θ (n ·G),

其中
∑

k≥1(−1)k−1θ2k/(2k)! = 1 − cos θ 与
∑

k≥0(−1)kθ2k+1/(2k + 1)! = sin θ 是余弦与正

弦的级数. 这就得到(6.2). 验证它是旋转: 由 X = θ n ·G 反对称, (eX)T = eXT = e−X =

(eX)−1, 且 det eX = eTr X = 1, 故 eθ n·G ∈ SO(3). 它保持轴: (n ·G)n = 0 使 eθ n·Gn = n;

它的迹为 Tr eθ n·G = 3 cos θ + (1 − cos θ) = 1 + 2 cos θ, 由命题 3.2, 这是绕 n 转 ±θ 的旋

转. 当 θ → 0 时它与 I 的距离为 θ 的一阶, 与 R(n, θ) 同号且随 θ 连续变化, 故符号取

正: 恰为 R(n, θ).

生成元与有限旋转

定理(6.2) 建立了本篇最重要的对应:

生成元 ←→ 有限旋转, n ·G 7−→ eθ n·G = R(n, θ).

每条” 转轴 + 转动速率” 的无穷小信息, 经过指数累积成一个有限旋转; 反过来, 在

恒等元附近取对数 (第 3.2 节的提取轴角方法) 从有限旋转读回生成元. 指数映射

exp : so(3)→ SO(3), X 7→ eX 把 Lie 代数映回 Lie 群.
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6.3 Rodrigues公式

指数形式的显式矩阵就是轴角旋转的 Rodrigues 公式.

Thm. 2 Rodrigues 公式

设 n 是单位向量, θ ∈ R. 对任意 v ∈ R3,

R(n, θ) v = v cos θ + (1− cos θ)(n · v) n + sin θ (n× v), (6.3)

等价地, 矩阵形式为

R(n, θ) = I cos θ + (1− cos θ) nnT + sin θ [n]×.

Pf 矩阵形式正是(6.2) (其中 n ·G = [n]×, 命题 4.4). 对向量形式, 用 nnTv = (n · v)n

与 [n]×v = n× v 逐项作用即可.

Rodrigues 公式的几何读法: 轴向分量 (n · v)n 不动, 垂直分量 v − (n · v)n 在垂直于轴

的平面内转过 θ, 系数 cos θ 与 sin θ 正是平面旋转的系数; 这是第 4.1 节几何图像在有限

角度下的精确版本.

Eg. 2 校验基本旋转

取 n = e3. 则 e3e
T
3 = diag(0, 0, 1), [e3]× =



0 −1 0

1 0 0

0 0 0


, 代入矩阵形式:

R(e3, θ) =



cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


= Rz(θ),

与(3.1) 一致; 同理 R(ei, θ) = Ri(θ). 三个基本旋转矩阵都是 Rodrigues 公式的特例,

也是 eθGi = Ri(θ) 的直接结果.
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Eg. 3 Rodrigues 公式的应用

由第 3.2 节的例子, 循环置换矩阵 R 满足 R = R(n, 2π/3), n = (1, 1, 1)/
√

3. 取

v = e1: n · e1 = 1/
√

3, n × e1 = (1, 1, 1) × (1, 0, 0)/
√

3 = (0, 1,−1)/
√

3, 代入(6.3)

(cos(2π/3) = −1/2, sin(2π/3) =
√

3/2):

Re1 = −1
2

e1+3
2
·1
3
· (1, 1, 1)√

3
+
√

3
2
· (0, 1,−1)√

3
=
(
−1

2
+1

2
,

1
2

+1
2

,
1
2
−1

2

)
= (0, 1, 0) = e2,

正是循环置换的效果. 由此也可复核第 3.2 节提取轴角的结果.

Cor. 2 迹与反对称部分

对 R = R(n, θ):

Tr R = 1 + 2 cos θ, R−RT = 2 sin θ [n]×, R(n,π) = 2nnT − I.

Pf 由矩阵形式: 第一式取迹, 用 Tr[n]× = 0 与 Tr
(
nnT

)
= 1; 第二式由 RT = I cos θ +

(1− cos θ)nnT − sin θ [n]× 相减; 第三式代入 θ = π.

这三条公式正是第 3.2 节提取轴角方法的依据: 至此, 由矩阵反解转轴与转角的方法完全

自洽. Rodrigues 公式是轴角旋转的显式矩阵, 也是指数映射在 SO(3) 上的完全显式化;

本讲之后不再需要更复杂的计算技巧.
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7
总结:为下一篇准备什么

本讲建立的完整链条如下:

SO(3) −→ 无穷小旋转 −→ Gi −→ so(3) −→ [Gi, Gj] = εijkGk −→ eθ n·G

(7.1)

链条的每一环都对应本讲的确定内容, 也是第二篇的直接输入:

• SO(3): 旋转是保持内积与取向的线性映射, 由 RTR = I, det R = 1 刻画; 旋转构成

三参数连续群, 且绕不同轴的旋转不对易 (第 1–2 节). 群元有两套常用参数化: 轴角

表示 R(n, θ) 与 Euler 角表示 Rz(α)Ry(β)Rz(γ) (第 3 节).

• 无穷小旋转: 转角趋于零时 R(n, dθ) = I + dθ n ·G + O(dθ2), 有限旋转是无穷小旋

转的积累 (第 4.1 节, 第 6.1 节).

• Gi: 三个基本生成元有显式矩阵, 绕任意轴的生成元是它们的线性组合 n ·G; 正交

条件迫使生成元反对称, 反对称矩阵与向量一一对应, 生成元作用即叉乘 (第 4.2–4.4

节).

• so(3): 全部生成元构成的空间, 即三维实反对称矩阵之集, 以 G1, G2, G3 为基; 它与

带叉乘的 R3 同构 (第 5.1 节).

• [Gi, Gj] = εijkGk: 生成元彼此不对易, 但对易子仍在 so(3) 中; 这是 SO(3) 非 Abel

性在无穷小层面的精确表现, 也是第二篇角动量对易关系的直接前身 (第 5.2 节).

• eθ n·G = R(n, θ): 指数映射把生成元累积成有限旋转, Rodrigues 公式给出显式矩阵

与对向量的作用 (第 6 节).

第二篇的问题

已知三维空间旋转由 SO(3)描述: 旋转矩阵R,生成元 Gi,对易关系 [Gi, Gj] = εijkGk,

指数形式 eθ n·G. 现在的问题是: 通过群表示把 SO(3) 映射到量子力学的 Hilbert 空间

后, 旋转矩阵、生成元、对易关系和指数形式分别会变成什么? 第二篇将从这个问题
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出发: 正交矩阵变成幺正算符, 反对称生成元变成自伴生成元 (出现 i 因子与 ℏ), 对易

关系保持同一结构, 指数成为 e−iθ n·Ĵ/ℏ, 由此进入角动量算符的理论.
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