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导言

上一篇《三维空间旋转与 SO(3)》把经典旋转本身研究透彻: 旋转是 R3 上保持内积与取

向的线性映射, 全体旋转构成三参数连续群 SO(3); 有限旋转可以写成轴角形式 R(n, θ)

或 Euler 角形式, 其无穷小层面由三个生成元 G1, G2, G3 描述, 生成元满足对易关系

[Gi, Gj] = εijkGk, 构成 Lie 代数 so(3); 生成元经过指数映射重建有限旋转: R(n, θ) =

eθ n·G. 上一篇结尾提出了第二篇的问题: 把 SO(3) 通过群表示映射到量子力学的 Hilbert

空间后, 旋转矩阵、生成元、对易关系和指数形式分别会变成什么?

本篇默认物理系统同时具有轨道与自旋两类自由度: 量子态空间是轨道态空间与自旋空

间的复合 H = Horb ⊗Hspin, 空间旋转同时作用于轨道坐标与自旋指标. 本篇的全部讨

论 – 旋转算符, 生成元, 对易代数, 指数形式 – 都建立在这个完整空间上, 对轨道与自旋

两类自由度同时成立; 至于哪一个生成元对应轨道、哪一个对应自旋, 是第三篇的主题.

本讲回答这个问题. 全篇沿着一条以双覆盖为起点的链

SO(3) −→ 双覆盖 SU(2) −→ 群表示 −→ R̂ −→ 无穷小生成元 −→ Lie 代数表示

−→ 二维表示 −→ Pauli 矩阵与 S

双覆盖 (第 1–2 节) −→ 继承性质与生成元 (第 3–4 节) −→ 对易代数与指数形式 (第 5–6

节) −→ 二维表示 (第 7–8 节)
(0.1)

组织如下. 第 1 节引入群表示的概念, 把空间旋转映为完整态空间上的幺正旋转算符. 第

2 节一开始就讨论双覆盖: 轨道部分的旋转可以由 SO(3) 的普通表示描述, 但自旋部分要

求 R̂(n, 2π) = −Î 的旋转结构, 无法作为 SO(3) 的普通单值表示出现; 为此引入 SU(2),

它是 SO(3) 的二对一双覆盖, 与 SO(3) 有相同的 Lie 代数, 使整数与半整数的旋转结构都

能作为普通表示出现. 此后全篇的表示统一建立在 SU(2) 层面: 第 3 节逐项检查旋转算

符继承自 SU(2)的性质,第 4节由无穷小旋转引入三个自伴生成元,第 5节证明生成元的

对易代数正是 su(2)的结构通过表示映射的结果,第 6节从生成元经指数映射恢复有限旋

转算符. 第 7 节研究 SU(2) 的二维表示, 建立 Pauli 矩阵的纯数学性质并定义 S 型生成

元; 第 8 节说明二维表示在不同维数表示中的地位. 第 9 节总结全篇的两个平行映射.

本讲讨论这些对象作为旋转的表示与生成元的数学结构; 轨道与自旋的物理内容 (本征
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值, 测量, 角动量的物理解释) 是第三篇的主题. 但数学框架从一开始就容纳两者: 整数型

结构 (经 π 降到 SO(3) 的普通表示) 对应第三篇的轨道角动量, 半整数型结构 (只存在于

SU(2) 层面) 对应第三篇的自旋.
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Part I

双覆盖:从三维空间旋转到 SU(2)

本部分引入群表示的概念, 然后一开始就讨论双覆盖: SO(3)
的普通表示中, 转 2π 的算符恒为恒等算符, 半整数自旋的旋转
结构无法作为普通表示出现; 为此引入 SU(2), 它与 SO(3) 局
部结构相同 (Lie 代数同构) 而全局结构不同 (二对一双覆盖),
使整数与半整数的旋转结构都能作为普通表示出现. 全篇的旋
转表示统一建立在 SU(2) 层面.

内容概要

• 理解三维物理空间 R3, 轨道态空间 Horb 与自旋空间 Hspin 三个层次:
完整态空间是复合空间 H = Horb ⊗Hspin, 旋转分别以旋转矩阵与旋
转算符作用于其上.

• 掌握群表示的定义: 表示空间, 表示矩阵, 保持群乘法的群同态.

• 理解普通表示中 R̂(n, 2π) = Î 是必然的, 以及为何量子物理允许
R̂(n, 2π) = −Î: 只研究 SO(3) 的普通表示, 理论只能适用于整数 (轨
道) 角动量.

• 掌握 SU(2) 的定义与三参数结构, 二对一满同态及其核, su(2) ∼= so(3)
的同构, 以及 2π 与 4π 的转角周期.



空间旋转在 Hilbert 空间中的表示 从三维空间旋转到 Hilbert 空间旋转

1
从三维空间旋转到Hilbert空间旋转

1.1 物理空间,轨道态空间与自旋空间

先把旋转作用的三个层次分清楚. 第一层是三维物理空间 R3: 它的元素是位置向量 x, 旋

转 R ∈ SO(3) 作用在其上, 把向量按几何方式搬动: x 7→ Rx. 上一篇的全部内容, 从旋

转矩阵到生成元, 都生活在这个空间里.

第二层是轨道态空间Horb: 无自旋粒子的波函数 ψ(x) = 〈x|ψ〉所在的 Hilbert空间. 旋转

作用在轨道态上, 是把波函数的坐标搬动 (第三篇将详细展开). 第三层是自旋空间 Hspin:

粒子内部自由度所在的空间, 由离散的指标标记 (例如二分量旋量), 旋转会把这些指标互

相混合. 本篇默认系统同时具有这两类自由度, 因此完整态空间是两者的复合:

H = Horb ⊗Hspin,

它的元素是量子态右矢 |ψ〉, 内积 〈ϕ|ψ〉 给出测量概率 | 〈ϕ|ψ〉 |2. 量子力学中, 把整个物理

系统旋转后, 量子态必须相应改变: 需要一个作用在完整空间 H 上的算符, 它同时作用

于轨道坐标与自旋指标, 把态 |ψ〉 变为转动后的态 |ψ′〉. 这个算符就是本篇研究的对象.

三个层次的结构完全不同: R3 是实三维空间, 旋转是矩阵乘法; Horb 是 (一般无穷维) 的

波函数空间; Hspin 是有限维的内部空间. 空间旋转的量子理论,就是在一一对应的意义上

把 R3 上的旋转结构” 翻译” 到完整空间 H 上. 这种翻译不是任意的: 它必须保持旋转

的全部代数结构, 这正是群表示概念的内容.
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1.2 空间旋转的Hilbert空间表示

Def. 1 群表示

设 G 是群, V 是域 F 上的向量空间, GL(V ) 是 V 上全体可逆线性算符构成的群. 若

映射 ρ : G→ GL(V ) 保持群乘法:

ρ(g1g2) = ρ(g1)ρ(g2) 对一切g1, g2 ∈ G,

则称 ρ 为群 G 在线性空间 V 上的表示 (representation), 记作 (ρ, V ); 称 V 为表示空

间, dim V 为表示的次数. 若 V 是 Hilbert 空间且 ρ 取值在幺正算符之集 U(H ) 中,

则称幺正表示.

表示论的全部要点是: 同一个群可以在不同的向量空间上” 扮演”, 群元本身不变, 改变的

是它作用的空间与它在该空间中的具体实现 (表示矩阵). 群 G 是被表示的群, 表示空间

是 V , 群元 g 在 V 上的实现是线性算符 ρ(g).

现在取 G = SO(3), 表示空间取完整态空间 H = Horb ⊗Hspin (它同时承载轨道与自旋

两类自由度):

Def. 2 空间旋转的表示

空间旋转的 Hilbert 空间表示是把每个旋转矩阵 R ∈ SO(3) 对应到一个幺正算符

R̂(R) ∈ U(H ) 的映射

ρ : SO(3) −→ U(H ), R 7−→ R̂(R),

满足 R̂(R1R2) = R̂(R1)R̂(R2). 态在旋转下按 |ψ〉 7→ R̂(R) |ψ〉 变换, R̂(R) 称为旋转

算符.

这里最容易混淆的一点值得强调: 表示 ρ 不是把旋转矩阵 R 映射成一个量子态, 而是

映射成作用在量子态上的线性算符. R 与 R̂(R) 的作用对象不同: R 作用于空间向量,

R̂(R) 作用于态向量. 两者的联系是: R̂(R) 是 R 这个几何旋转在态空间中的实现.
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一个提醒

把 R与 R̂(R)放在一起时,时刻问自己: 它作用在哪个空间上? 是 R3 中的向量,还是

H 中的态 (轨道自由度还是自旋自由度)? 本篇的全部推导都建立在这个区分之上.

SO(3): 旋转矩阵 R U(H ): 旋转算符 R̂(R)
表示 ρ : R 7→ R̂(R)

R3: x 7→ Rx H : |ψ〉 7→ R̂(R) |ψ〉

作用 作用

图 1: 旋转的两种实现: 同一个旋转在三维物理空间 R3 中实现为矩阵作用 x 7→ Rx, 在

量子态空间 H 中实现为算符作用 |ψ〉 7→ R̂(R) |ψ〉; 表示 ρ 把两种实现联系起来.

1.3 为什么要求这是群表示

要求 R 7→ R̂(R) 保持群乘法, 不是数学上的洁癖, 而是物理的自洽性. 在空间中连续做两

个旋转, 先 R1 后 R2, 总效果是复合旋转 R2R1 (第一篇, 乘积从右往左作用). 对应地, 量

子层面必须先作用 R̂(R1)再作用 R̂(R2),总效果必须等于复合旋转对应的算符 R̂(R2R1):

R̂(R2)R̂(R1) = R̂(R2R1).

如果这个等式不成立, 那么” 先转 90◦ 再转 90◦” 这个物理过程在量子描述中就有两种不

同的结果, 取决于我们是把它当作两次旋转的复合还是当作一次 180◦ 的旋转; 这显然不

能接受. 因此表示条件不是外加的约束, 而是” 旋转算符描述的是旋转” 这一说法的数学

定义.

由此建立本篇最重要的思想:

本篇的纲领

后面所有量子旋转的数学结构 –旋转算符,生成元,对易代数,指数形式 –都是旋转群

的结构通过表示映射进入 Hilbert 空间后的结果; 由于自旋自由度的存在, 这个群最终
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取 SU(2) (第 2 节). 量子层面不会出现旋转群本身没有的结构.

最后补充幺正性的物理来源. 空间旋转保持量子态之间的物理可区分性: 转动前后的两

对态, 其跃迁概率必须相同. 因此 R̂(R) 应保持内积, 即 |
〈
R̂ϕ

∣∣∣R̂ψ〉
|2 = | 〈ϕ|ψ〉 |2 对一

切态成立. 对线性算符, 保持模长蕴含保持内积 (极化恒等式), 故
〈
R̂ϕ

∣∣∣R̂ψ〉
= 〈ϕ|ψ〉, 即

R̂†R̂ = Î: 旋转算符是幺正算符. 这里只用到旋转与恒等变换连续相连这一事实 (旋转可

以连续地进行), 因此排除了反幺正实现.

到这里, 表示 ρ : SO(3)→ U(H ) 的框架已经建立. 但必须立刻指出它的局限: 如果只研

究 SO(3) 的普通表示, 那么整套理论只能适用于整数型旋转结构 – 例如第三篇的轨道角

动量; 半整数自旋的旋转结构 (转 2π 差一个整体符号) 无法作为 SO(3) 的普通单值表示

出现, 因而被这个框架排除在外. 量子物理并不允许我们忽略它们. 下一节因此一开始就

讨论双覆盖: 把被表示的群从 SO(3) 提升到 SU(2), 使整数与半整数的旋转结构都能作为

普通表示出现. 这是本讲全部后续内容的前提.
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2
双覆盖:从 SO(3)到 SU(2)

2.1 普通表示的限制

上一节建立了 SO(3) 的普通表示 ρ : SO(3) → U(H ), 把每个空间旋转 R ∈ SO(3) 实现

为旋转算符 R̂(R). 在默认设定下, 完整态空间同时承载轨道与自旋两类自由度: 轨道部

分的旋转可以由 SO(3) 的普通表示描述 (第三篇将看到它给出整数角动量), 但自旋部分

要求旋转 2π 差一个整体符号的表示结构. 于是需要回答: SO(3) 的普通表示是否已经穷

尽这两类旋转结构?

普通表示有一个必然推论: 转 2π 的旋转算符恒为恒等算符. 因为经典中 R(n, 2π) =

R(n, 0) = I (第一篇: 转角加 2π 给出同一个旋转), 由表示条件,

R̂(n, 2π) = R̂
(
R(n, 2π)

)
= R̂(I) = Î .

这是普通表示无法绕过的: 只要 R̂ 是 SO(3)上的单值函数, 2π旋转就必须回到恒等算符.

但自旋自由度恰恰要求另一种行为. 关键在于量子态由射线描述: 右矢 |ψ〉 与 − |ψ〉 代表

同一个物理状态, 一切测量概率 | 〈ϕ|ψ〉 |2 在整体符号下不变. 因此, 一个满足下列条件的

连续幺正族

R̂(n, θ)R̂(n, φ) = R̂(n, θ + φ) (局部), R̂(n, 0) = Î , R̂(n, θ + 2π) = −R̂(n, θ)

在物理上完全自洽: 它给出绕轴 n 旋转的全部内容, 转 2π 后算符差一个整体符号, 而整

体符号不影响任何可观测量. 这样的族与 SO(3) 的旋转在无穷小层面不可区分 (局部结

构相同), 却不可能来自 SO(3) 的普通表示 – 因为在普通表示中 R̂(n, 2π) 恒等于 Î. 它就

是自旋空间上旋转算符必须满足的条件: 自旋 1/2 的态经过 2π 旋转差一个符号 (第 7 节

的二维表示将给出具体实例).
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问题

某些允许的量子旋转结构不能作为 SO(3) 的普通单值表示出现: 转 2π 时它们给出

−Î 而不是 Î. 于是自然提出: 是否存在一个与 SO(3) 局部结构相同、但全局结构不同

的群, 使这些表示能够作为普通表示出现?

直觉上的困难在于 2π: 要让 R̂(n, 2π) = −Î 6= R̂(n, 0) 与群乘法自洽, ” 转角参数” 必须

在一个 4π 才闭合的空间中取值: θ 与 θ+ 4π 给出同一个群元, 而 θ+ 2π 给出另一个群元

(符号相反). 也就是说, 需要的群其” 转角空间” 是 SO(3) 的两倍: 局部与 SO(3) 相同 (无

穷小层面不可区分), 全局把 SO(3) 的一个旋转展开成两个群元. 满足这些条件的群正是

SU(2), 下一小节构造它并验证它确实具有这些性质. 第 7 节的二维表示将提供一个具体

实例: 它的 2π 旋转正是 −Î.

2.2 SU(2)的定义

Def. 1 SU(2)

集合

SU(2) = {U ∈ C2×2 s.t. U †U = I, det U = 1}

在矩阵乘法下构成群, 称为特殊幺正群 (special unitary group). 它是全体行列式为 1

的 2× 2 幺正矩阵.

Prop. 1 一般形式与参数个数

每个 U ∈ SU(2) 可以唯一地写成

U =

 a b

−b∗ a∗

 , |a|2 + |b|2 = 1,

因而由三个实参数标记: 复参数 a, b 各两个实参数, 受约束 |a|2 + |b|2 = 1 减一个.

SU(2) 是非 Abel 群.

Pf 由 det U = 1, U−1 是 U 的伴随矩阵: U−1 =

 u22 −u12

−u21 u11

; 又 U−1 = U † (幺正),

比较矩阵元: u11 = u22, u12 = −u21, 即得一般形式, 其中 |a|2 + |b|2 = det U = 1. 非 Abel:
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例如 U1 =

 i 0

0 −i

 与 U2 =

 0 1

−1 0

 都满足幺正与行列式条件, 但 U1U2 =

0 i

i 0

,

U2U1 =

 0 −i

−i 0

 不等.

SU(2) 与 SO(3) 一样, 是连续依赖三个参数的 Lie 群. 下一小节将证明两者在无穷小层面

有相同的结构; 这里先注意一个初步迹象: 三个实参数, 且同为由矩阵条件定义的连续群.

2.3 SU(2)与 SO(3)的联系

现在构造 SU(2) → SO(3) 的映射. 思路是找 SU(2) 能够自然作用的三维实空间, 把它认

作 R3. SU(2)的元素是 2× 2矩阵, 它通过共轭作用 A 7→ UAU † 作用在 2× 2矩阵上. 共

轭保持 Hermitian 性与无迹性, 因此 2× 2 Hermitian 无迹矩阵之集是不变子空间; 它恰好

是实三维的. 这个空间就是 R3 在矩阵世界中的化身, 下一步把两者认同.

为此取它的标准基. 任意 2 × 2 Hermitian 无迹矩阵的一般形式为 (对角元是互为相反数

的实数, 非对角元互为共轭):

a · σ̂ :=

 a3 a1 − ia2

a1 + ia2 −a3

 , a = (a1, a2, a3) ∈ R3.

把它按三个实参数展开, 系数矩阵就是三个基本矩阵

σ̂1 =

0 1

1 0

 , σ̂2 =

0 −i

i 0

 , σ̂3 =

1 0

0 −1

 .

它们不是凭空规定, 而是把 Hermitian 无迹矩阵按实参数展开时自然产生的系数矩阵: 三

个实参数对应 R3 的三个坐标方向, 系数矩阵就是这三个方向在矩阵空间中的实现. 通常

称它们为 Pauli 矩阵, 其代数性质在第 7 节系统研究. 映射 a 7→ a · σ̂ 是 R3 与 Hermitian

无迹矩阵空间之间的线性同构, 且 det(a · σ̂) = −|a|2 (直接展开): 长度的平方被编码为

行列式. 共轭作用保持行列式, 因而保持长度 – 这正是下面把共轭作用读成正交变换的关

键.
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Prop. 2 双覆盖映射的存在

对 U ∈ SU(2) 与任意 a ∈ R3, 矩阵 U(a · σ̂)U † 仍是 Hermitian 无迹矩阵, 故存在唯

一的实矩阵 π(U) ∈ R3×3 使

U(a · σ̂)U † = (π(U)a) · σ̂ 对一切a ∈ R3. (2.1)

映射 π : SU(2) → R3×3 取值于 SO(3), 是满的群同态, 且核为 kerπ = {±I}: 它是二

对一映射. 因此

SO(3) ∼= SU(2)/{±I}.

Pf 分四步. 第一步 (像仍在同一空间): U(a · σ̂)U † 的 Hermitian 性由 (AB)† = B†A†

与 σ̂†
i = σ̂i 直接得到; 无迹性由 Tr

(
UAU †

)
= Tr A = 0 得到. 故它等于某个 (Ra) · σ̂,

定义 π(U)a = Ra; 由展开的唯一性, π(U) 是良定义的线性映射. 第二步 (正交性): 取

行列式, 用 det(a · σ̂) = −|a|2 (直接计算: det(a1σ̂1 + a2σ̂2 + a3σ̂3) = −(a2
1 + a2

2 + a2
3)):

|π(U)a|2 = |a|2 对一切 a 成立, 故 π(U) 正交. 第三步 (行列式): 任何 U ∈ SU(2) 都可

以连续连接到 I (沿一般形式中的参数 a, b 连续变化到 a = 1, b = 0), 于是 π(U) 连续地

连接到 π(I) = I; 而 detπ(U) 连续且只取 ±1, 故恒为 1: π(U) ∈ SO(3). 第四步 (同态与

核): 同态性由 U1U2(a · σ̂)(U1U2)† = U1
(
π(U2)a · σ̂

)
U †

1 逐项读出; 核: 若 π(U) = I, 则

U 与三个 σ̂i 都交换, 代入一般形式 U =

 a b

−b∗ a∗

 与 σ̂1 的交换条件解得 b = 0 且 a 为

实数, |a|2 = 1, 故 U = ±I. 满射性: 下一命题给出 π 的显式像覆盖一切旋转.

Prop. 3 指数的对应

对单位向量 n 与 θ ∈ R, 令

U (n, θ) := e−iθ n·σ̂/2 ∈ SU(2).

则

π
(
U(n, θ)

)
= R(n, θ),

即 SU(2) 中转角为 θ 的元素在 π 下的像, 正是 SO(3) 中绕同一轴转同一角的旋转矩

阵. 由于每个 R(n, θ) 都由此给出, π 是满射.

Pf 用恒等式 (a · σ̂)(b · σ̂) = (a · b)I + i(a × b) · σ̂ (第 7.2 节给出完整证明; 这里
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由 σ̂iσ̂j = δijI + iεijkσ̂k 直接展开). 取 U = e−iθ n·σ̂/2, 由 (n · σ̂)2 = I 把指数展开为

U = cos(θ/2)I − i sin(θ/2) n · σ̂. 记 c = cos(θ/2), s = sin(θ/2), 计算共轭:

U(a · σ̂)U † = (cI − isn · σ̂)(a · σ̂)(cI + isn · σ̂)

= c2(a · σ̂) + ics
[
(a · σ̂)(n · σ̂)− (n · σ̂)(a · σ̂)

]
+ s2(n · σ̂)(a · σ̂)(n · σ̂).

第二项: 由乘法恒等式, 方括号内 = 2i(a× n) · σ̂, 故该项 = sin θ (n× a) · σ̂. 第三项: 先

算 (n · σ̂)(a · σ̂) = (n · a)I + i(n× a) · σ̂, 再与 (n · σ̂) 相乘 (同样用恒等式), 得

(n · σ̂)(a · σ̂)(n · σ̂) = 2(n · a)(n · σ̂)− (a · σ̂).

合并三项, σ̂ 的线性部分为

(
cos θ a + (1− cos θ)(n · a)n + sin θn× a

)
· σ̂,

由第一篇的 Rodrigues 公式, 括号内正是 R(n, θ)a; 由展开的唯一性得 π(U ) = R(n, θ).

综合两个命题: 每个 SO(3) 旋转对应 SU(2) 中恰好两个元素, 它们相差一个符号:

R(n, θ) ←→ ±e−iθ n·σ̂/2 (2.2)

这是因为 π(U) = π(−U) (共轭作用中符号相消), 且核只有 {±I}. SU(2) 与 SO(3) 是不

同构的两个群: 一个 SO(3) 旋转对应两个 SU(2) 群元; 但下一小节将看到, 它们在无穷小

层面具有相同的 Lie 代数结构. 这就是” 局部相同, 全局不同” 的精确内容.
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U(n, θ)−U(n, θ)

R(n, θ)

SU(2)

SO(3)

ππ

图 2: 双覆盖: SU(2) 的两个群元 U(n, θ) 与 −U(n, θ) 经 π 映为同一个旋转 R(n, θ); 每

个 SO(3) 旋转恰好有两个 SU(2) 原像, 相差一个符号.

2.4 su(2)与 so(3)

SU(2) 的 Lie 代数由单位元处的无穷小生成元组成. 由 U †U = I 与 det U = 1, 经过单

位元的曲线 U(t) 满足 U̇(0)† = −U̇(0) 且 Tr U̇(0) = 0 (与第一篇正交条件的求导完全平

行): 生成元是反 Hermitian 无迹矩阵. 三维实向量空间

su(2) = {X ∈ C2×2 s.t. X† = −X, Tr X = 0}

以 Ti := − i
2
σ̂i (i = 1, 2, 3) 为基: 每个 Ti 反 Hermitian 无迹, 且三个线性无关 (σ̂i 线性无

关). 关键在于结构常数:

Prop. 4 su(2) ∼= so(3)

基 Ti = − i
2
σ̂i 满足

[Ti,Tj] = εijkTk,

与 so(3) 的基 Gi 满足同一组对易关系 [Gi,Gj] = εijkGk (第一篇). 因此线性映射

Ti 7→ Gi 是 Lie 代数同构:

su(2) ∼= so(3)
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Pf 由显式矩阵直接计算 σ̂1σ̂2 = iσ̂3 (以及循环情形; σ̂iσ̂j = −σ̂jσ̂i 对 i 6= j),故 [σ̂i, σ̂j] =

2iεijkσ̂k; 于是

[Ti,Tj] =
(
− i

2

)2
[σ̂i, σ̂j] = −1

4
· 2iεijkσ̂k = εijk

(
− i

2
σ̂k

)
= εijkTk.

两边取 Tk 7→ Gk 的线性映射, 对易关系形式不变, 故它是同构.

eθ n·T = e−iθ n·σ̂/2 = U (n, θ) π−−→ R(n, θ) = eθ n·G (2.3)

(2.3) 是双覆盖在指数层面的完整对应: 两个群有同构的生成元代数, 生成元的指数在

SU(2) 中给出 U(n, θ), 在 SO(3) 中给出 R(n, θ); π 把前者映为后者. 这就解释了为什

么 SU(2) 能够描述空间旋转的无穷小结构: 无穷小层面只有对易关系 [Ti,Tj] = εijkTk 与

[Gi,Gj] = εijkGk, 两者完全相同; 两个群的差别只在全局: 指数参数空间的大小.

2.5 2π与 4π

由 (n · σ̂)2 = I, 指数可以精确求和 (第 7.2 节将系统证明):

U(n, θ) = e−iθ n·σ̂/2 = cos θ
2

I − i sin θ
2

n · σ̂.

代入 θ + 2π:

cos θ + 2π
2

= cos
(
θ

2
+ π

)
= − cos θ

2
, sin θ + 2π

2
= − sin θ

2
,

故

U(n, θ + 2π) = −U(n, θ), U(n, θ + 4π) = U(n, θ). (2.4)

在 SO(3) 中, R(n, θ + 2π) = R(n, θ) (第一篇: 转角周期为 2π); 在 SU(2) 中, 转角周期是

4π: 转 2π 到达 −I (对径点), 再转 2π 才回到 I. 这正是” 双覆盖” 的直观内容: SU(2) 的

转角空间是 SO(3) 的转角空间的两倍, 前者把后者的每个旋转展开成两个对径的群元.
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θ: SU(2) 参数
0 2π 4π

U = I U = −I U = I

θ: SO(3) 参数0 2π
R = I

π

图 3: 2π 与 4π: SU(2) 的转角参数在 [0, 4π) 上取值, 覆盖 SO(3) 的转角参数 [0, 2π) 两次;

转 2π 时 SU(2) 到达 −I (对径点), 转 4π 才回到 I, 而 SO(3) 中 2π 已回到恒等旋转.

对量子旋转算符, (2.4)回答第 2.1节的问题: 若旋转由 SU(2)的普通表示实现,则 R̂(n, θ+

2π) = ±R̂(n, θ) 是可能的 – 对 θ = 0 来说, 转 2π 的算符可以是 −Î 而不是 Î, 这正是一

个普通表示中无法出现的结构. 具体的符号由表示决定: 若表示把 −I ∈ SU(2) 映为 +Î

(整数型), 则 2π 回到恒等; 若映为 −Î (半整数型), 则出现符号. 第 7 节的二维表示属于

第二种类型.

把双覆盖的结论收束起来: 本篇的旋转表示统一建立在 SU(2) 层面. 若表示把 −I 映为

+Î (整数型), 则它经 π 降到 SO(3) 的普通表示, 覆盖轨道角动量一类; 若映为 −Î (半整

数型), 则它只在 SU(2) 层面, 覆盖自旋一类. 第 3 节起的所有结构 – 旋转算符的性质, 生

成元, 对易代数与指数形式 – 对两类表示同时成立.
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3
从 SU(2)继承来的旋转算符性质

这一节把 SU(2) 的每一条基本性质, 逐项搬到旋转算符上. 由第 2 节, 旋转的量子表示统

一建立在 SU(2)层面: ρ : SU(2)→ U(H )把群元 U ∈ SU(2)映为幺正旋转算符 R̂(U),其

中表示空间是完整态空间 H = Horb ⊗Hspin: 旋转算符同时作用于轨道与自旋两类自由

度, 下面的性质对两类同时成立. 每一项的证明都只需表示条件 R̂(U1U2) = R̂(U1)R̂(U2)

与群本身的性质.

3.1 单位旋转

SU(2) 的单位元 I 对应 Hilbert 空间中的恒等算符:

Prop. 1 单位元

R̂(I) = Î .

Pf 对任意 U ∈ SU(2), 表示条件给出 R̂(I)R̂(U) = R̂(IU) = R̂(U); 右乘 R̂(U)−1 (它存

在, 因为 R̂(U) 可逆), 得 R̂(I) = Î.

3.2 旋转的复合

群乘法对应旋转算符的乘法, 这正是表示条件本身:

Prop. 2 复合

对 U1, U2 ∈ SU(2),

R̂(U1)R̂(U2) = R̂(U1U2).

特别地, 绕同一轴的旋转算符满足转角相加: R̂(n, θ)R̂(n, φ) = R̂(n, θ + φ), 其中

R̂(n, θ) := R̂(U(n, θ)), U(n, θ) 是第 2.5 节的 SU(2) 元素.
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Pf 第一个等式即表示条件. 第二个等式由 SU(2) 中绕同一轴的转角相加

U(n, θ)U (n, φ) = U(n, θ + φ)

(第 2.5 节) 代入表示条件得出.

3.3 逆旋转

Prop. 3 逆元

R̂(U−1) = R̂(U)−1.

Pf 由表示条件, R̂(U)R̂(U−1) = R̂(UU−1) = R̂(I) = Î; 同理 R̂(U−1)R̂(U) = Î. 故

R̂(U−1) 是 R̂(U) 的逆.

由 U−1 = U † (幺正矩阵) 与旋转算符的幺正性, 逆旋转算符同时可以写成 R̂(U−1) =

R̂(U)−1 = R̂(U)†.

3.4 正交性与幺正性

Prop. 4 保持内积

SU(2) 的元素保持二维复内积: 〈Uϕ|Uχ〉 = 〈ϕ|χ〉, 因此是幺正矩阵, U †U = I; 旋转

算符保持量子态内积:
〈
R̂ϕ

∣∣∣R̂ψ〉
= 〈ϕ|ψ〉, 因此是幺正算符, R̂†R̂ = Î.

Pf 幺正矩阵部分由 SU(2) 的定义直接得到; 旋转算符部分: 幺正性的物理来源已在

第 1.3 节说明: 旋转保持跃迁概率, 由极化恒等式, 保持模长的线性算符保持内积, 即

R̂†R̂ = Î.

这里要强调两点. 第一, 两条性质是相同的几何思想在不同空间中的实现: 被表示的群元

(经典层面 R3 上的正交矩阵,或经双覆盖提升后的幺正矩阵)保持各自空间的内积, H 的

复内积由算符 R̂ 保持. 第二, 群元本身并没有” 变成” 算符: 它们是不同空间上的不同对

象, 一个是 2 × 2 (或 3 × 3) 矩阵, 一个是 (一般无穷维) 态空间上的算符; 表示 ρ 把它们

一一对应起来, 而不是把它们等同起来. 保持内积的共同性质正是表示理论中” 正交” 与”

幺正” 这对概念平行对应的原因.
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3.5 非交换性

Prop. 5 非交换

设表示是忠实的: 不同的群元对应不同的旋转算符 (这是物理上必须的, 否则两个不

同的旋转操作在量子层面无法区分). 则 SU(2) 的非 Abel 性被保持:

U1U2 6= U2U1 =⇒ R̂(U1)R̂(U2) 6= R̂(U2)R̂(U1).

特别地,绕不同轴的两个旋转算符一般不对易;绕同一轴的旋转算符可交换 (命题 3.2).

Pf 反证. 若 R̂(U1)R̂(U2) = R̂(U2)R̂(U1), 由表示条件, R̂(U1U2) = R̂(U2U1); 忠实性给出

U1U2 = U2U1, 与假设矛盾.

这里” 忠实” 是关键的限定: 数学上存在非忠实的表示 (例如把每个群元都映为恒等算符

的平凡表示), 其中一切乘积都交换; 但这样的表示不描述物理, 因为不同的旋转在量子层

面将无法区分. 本篇使用的旋转表示都是忠实的, 它把 SU(2) 的乘法结构完整体现出来.

这一非交换性是下一部分生成元对易代数非零的根源: 群层面两个有限旋转不对易, 无穷

小层面两个生成元就对易子非零.

3.6 连续旋转

Prop. 6 连续性

SU(2) 是连续群, 旋转算符也随之连续变化: 对固定轴 n, 映射 θ 7→ R̂(n, θ) 连续, 且

满足 R̂(n, 0) = Î, R̂(n, θ)R̂(n, φ) = R̂(n, θ + φ).

Pf 经典映射 θ 7→ U (n, θ) 连续 (第 2.5 节); 物理上, 连续转动的量子实现必须连续, 否

则无限小的转动会在态上引起有限跳变. 群性质继承自命题 3.2.

于是第 1–2 节的内容可以收束为一个对应:

从 SU(2) 到旋转算符

SU(2) −→ {Hilbert 空间中的旋转算符}

右边是幺正算符之集 U(H ) 的一个子群: 它含恒等算符, 对乘法封闭 (命题 3.2), 对取
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逆封闭 (命题 3.3), 群乘法连续依赖于三个参数 (命题 3.6). 也就是说, 右边同样具有

Lie 群结构, 与 SU(2) 同构 (对忠实表示). 它是 SU(2) 的精确镜像. 整数型表示把 ±U

映为同一算符, 因而经 π 降到 SO(3); 半整数型表示只在 SU(2) 层面 (第 2.5 节).
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Part II

旋转算符与生成元

本部分从 SU(2) 继承旋转算符的性质: 单位元, 复合, 逆, 幺正
性, 非交换性与连续性; 然后对应上一篇的” 无穷小旋转与生成
元”: 从恒等旋转附近的旋转算符展开引入无穷小生成元, 由幺
正性推出生成元的反自伴性并转而使用自伴生成元 Ĵ .

内容概要

• 会对照列出旋转算符从 SU(2) 继承的性质, 理解正交性与幺正性是同
一思想在不同空间的实现.

• 掌握旋转算符在恒等附近的展开 R̂(n, dθ) = Î − i
ℏ

dθn · Ĵ +O(dθ2).

• 会由幺正性推导生成元的反自伴性, 理解 i 与 ℏ 因子的由来.

• 理解 Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3 只是旋转生成元, 不预先赋予轨道或自旋的身份 (第三
篇).
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4
Hilbert空间中的无穷小旋转

这一节对应第一篇的” 无穷小旋转与生成元”. 上一篇从转角趋于零的旋转矩阵 R(n, dθ)

的一阶展开得到了生成元; 现在对旋转算符做同样的事.

4.1 恒等旋转附近

考虑一个非常小的空间旋转 R(n, dθ) 及其对应的旋转算符 R̂(n, dθ) = R̂(R(n, dθ)). 由

连续性 (命题 3.6), R̂(n, θ) 在 θ = 0 附近与恒等算符 Î 任意接近: θ → 0 时 R̂(n, θ) →

R̂(n, 0) = Î. 因此在 θ 很小时, R̂(n, θ) 可以按 θ 作 Taylor 展开, 保留一阶项:

Prop. 1 恒等附近的展开

R̂(n, θ) = Î + θ X̂(n) +O(θ2),

其中 X̂(n) = d R̂(n, θ)/dθ
∣∣∣
θ=0
是某个 (与 n 有关的) 线性算符.

Pf 即 Taylor 展开 R̂(n, θ) = R̂(n, 0) + θ R̂′(n, 0) +O(θ2), 其中 R̂(n, 0) = R̂(I) = Î (命

题 3.1).

与上一篇完全平行, 有限旋转的全部局部信息都集中在 θ → 0 的这一阶展开里: 知道了

X̂(n), 原则上可以重建整个单参数族 (第 6 节). 这就是” 无穷小旋转” 在量子层面的含

义: 它不是某个具体的旋转, 而是恒等旋转附近的线性近似.
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4.2 无穷小生成元

Def. 1 无穷小生成元

绕坐标轴 ei 的无穷小旋转算符给出三个基本生成元

X̂i := d R̂(ei, θ)
dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

, i = 1, 2, 3,

于是 R̂(ei, dθ) = Î + dθ X̂i + O(dθ2). 对一般方向的转轴 n, 由空间中的无穷小旋转

R(n, dθ) = I + dθn ·G + O(dθ2) (第 2.4 节) 是沿三个坐标轴分量的线性组合, 且表

示保持乘法与连续性, 得

R̂(n, dθ) = Î + dθ (n · X̂) +O(dθ2), n · X̂ = n1X̂1 + n2X̂2 + n3X̂3.

称 n · X̂ 为绕轴 n 的无穷小旋转的生成元. 精确的机制 – 表示在恒等元附近的微分

是线性映射 – 将在第 5.1 节给出.

Eg. 1 轨道旋转算符

若 H 取为无自旋粒子的轨道态空间, 旋转算符是整数型表示, 经 π 降到 SO(3), 由位

置本征态上的作用定义: R̂(R) |x〉 = |Rx〉. 则无穷小旋转满足

R̂(n, dθ) |x〉 = |R(n, dθ)x〉 ,

用第一篇的展开 R(n, dθ)x = x + dθ (n×x) +O(dθ2), 可以看出 X̂(n)在此空间中作

用为微分算子. 本篇不深入任何具体空间: 生成元的性质全部由表示的公理结构决定.

4.3 幺正性对生成元的限制

旋转算符是幺正算符, 这一性质对生成元施加严格限制.

Prop. 2 生成元的反自伴性

设 R̂(dθ) = Î + dθ X̂ +O(dθ2) 是一族幺正算符, 则

X̂† = −X̂,
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即无穷小生成元必为反自伴算符.

Pf 把展开代入幺正条件 R̂(dθ)†R̂(dθ) = Î:

Î =
(
Î + dθ X̂† +O(dθ2)

)(
Î + dθ X̂ +O(dθ2)

)
= Î + dθ(X̂† + X̂) +O(dθ2).

一阶项必须为零: X̂† + X̂ = 0.

这与第一篇的结论完全平行: 那里从正交性 RTR = I 推出经典生成元反对称 GT = −G;

这里从幺正性 R̂†R̂ = Î 推出量子生成元反自伴 X̂† = −X̂. 反对称矩阵与反自伴算符分

别是实空间与复 Hilbert 空间中” 无穷小等距变换” 的标准形式.

反自伴算符在物理上不顺手: 可观测量由自伴算符表示. 因此按标准归一化引入三个自伴

生成元:

Def. 2 自伴生成元与生成元三元组

定义

Ĵi := iℏ X̂i, i = 1, 2, 3,

则 Ĵ†
i = Ĵi (自伴), 且无穷小旋转写成

R̂(n, dθ) = Î − i
ℏ

dθn · Ĵ +O(dθ2), Ĵ = (Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3). (4.1)

称 Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3 为旋转算符的三个自伴生成元, 组成生成元三元组 Ĵ .

Pf 自伴性: Ĵ†
i = (−iℏ)X̂†

i = −iℏ(−X̂i) = iℏX̂i = Ĵi. 展开式由 X̂i 的定义代回即得.

因子 iℏ 的来历值得说明: i 把反自伴变为自伴 (与经典情形 GT = −G 对照, 那里只需要

实数, 量子情形必须乘 i 才能在复空间中得到自伴算符); ℏ 使 Ĵi 具有角动量的量纲 (经典

生成元 Gi 无量纲, 指数 eθ n·G 中 θ 是角度; 量子指数 e−iθ n·Ĵ/ℏ 中 Ĵ/ℏ 无量纲).

本篇的立场

到目前为止, Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3 只是完整态空间 (同时承载轨道与自旋两类自由度)上空间旋转

的生成元: 它们的定义来自旋转算符的无穷小展开与幺正性, 不需要预先知道哪一部

分对应轨道、哪一部分对应自旋. 两类自由度的旋转都由这同一个代数描述; 把它们

分别识别为轨道角动量与自旋角动量 (并讨论总角动量) 是第三篇的主题. 本篇只使
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用它们作为旋转生成元的数学身份.
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Part III

Lie代数表示与指数形式

本部分证明群表示在无穷小层面诱导 Lie 代数表示且必须保持
对易结构, 得到 [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk; 再从生成元经指数映射恢复
有限旋转算符, 给出轴角参数与 Euler 角的量子版本.

内容概要

• 理解群表示诱导 Lie 代数表示 π : su(2)→ {生成元代数}, 会完整推导
对易关系 [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk.

• 掌握 ρ(eX) = eπ(X) 与交换方块图.

• 掌握有限旋转算符的指数形式 R̂(n, θ) = e−iθ n·Ĵ/ℏ 及其与 SU(2) 指数
形式的逐项对应, 含 Euler 角的量子版本.
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5
从 su(2)到Hilbert空间中的 Lie代数

这是全篇第二个核心: 群表示在无穷小层面自动给出 Lie 代数表示, 第 2.4 节的对易结构

[Ti,Tj] = εijkTk 必须被保持, 由此得到 Ĵ 的对易代数.

5.1 群表示诱导 Lie代数表示

把 SU(2) 与量子两个无穷小展开并排对照:

U(n, dθ) = I + dθn · T +O(dθ2), R̂(n, dθ) = Î − i
ℏ

dθn · Ĵ +O(dθ2).

SU(2) 的生成元 n ·T 与这里的生成元算符 n · Ĵ 之间存在由表示 ρ 诱导的对应. 一般地:

Def. 1 诱导的代数表示

对 X ∈ su(2), 曲线 t 7→ ρ(etX) 是 U(H ) 中的幺正单参子群, 定义

π(X) := d ρ(etX)
dt

∣∣∣∣∣
t=0

,

即 π(X) 是该单参子群的生成元. 这给出映射 π : su(2) → {H 上的算符}, 称为群表

示 ρ 诱导的生成元映射 (Lie 代数表示).

对 X = n · T : ρ(et n·T ) = ρ(U(n, t)) = R̂(n, t), 故

π(n · T ) = d R̂(n, t)
dt

∣∣∣∣∣
t=0

= n · X̂ = − i
ℏ

n · Ĵ ,

即 SU(2) 旋转生成元 n · T 对应量子旋转生成元 − i
ℏ

n · Ĵ (带 i 与 1/ℏ 因子). 映射 π 是

线性的: 由定义, π(sX) = dρ(etsX)/dt|t=0 = sπ(X), 且任意方向的无穷小旋转是三个基

本生成元的线性组合 (第 2.4 节), 表示保持乘法, 故 π 在 su(2) 上按线性组合分配. 它在

单位元附近把群的乘法对应为生成元的加法, 这正是” 群表示在恒等元附近的微分” 的内
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容.

5.2 Lie括号结构必须保持

因为 π 是群表示诱导的代数表示, SU(2) 生成元之间的对易结构必须被保留: 对易子在 π

下的像, 等于像的对易子. 这一性质的严格论证如下. 先需要一个纯代数引理.

Lem. 1 群对易子恒等式

设 A,B 是矩阵 (或算符), 则

eεAeεBe−εAe−εB = I + ε2[A,B] +O(ε3).

Pf 把四个指数都展开到二阶:

eεAeεB = I + ε(A + B) + ε2

2
(A2 + 2AB + B2) +O(ε3),

e−εAe−εB = I − ε(A + B) + ε2

2
(A2 + 2AB + B2) +O(ε3).

相乘, 一阶项相消; 二阶项为 ε2 乘以

1
2

(A2 + 2AB + B2) + 1
2

(A2 + 2AB + B2)− (A + B)2 = AB −BA = [A,B],

故乘积 = I + ε2[A,B] +O(ε3).

现在用两次这个引理. 第一次在 SU(2) 层面: 第 2.4 节已证 [Tx,Ty] = Tz, 取 A = Tx,

B = Ty, 并写 eεTxeεTye−εTxe−εTy = eε2Tz +O(ε3), 即

Ux(ε)Uy(ε)Ux(−ε)Uy(−ε) = Uz(ε2) +O(ε3) :

绕 x 轴与绕 y 轴的无穷小旋转 (SU(2) 中的群元 eεTx 等) 的” 群对易子”, 给出绕 z 轴的

ε2 阶小旋转. 第二次在量子层面: 表示保持乘法, 把上式两边同时用 ρ 映过去:

R̂x(ε)R̂y(ε)R̂x(−ε)R̂y(−ε) = R̂z(ε2) +O(ε3),

其中 R̂x(ε) = R̂(Ux(ε)) 等. 左边用展开式(4.1): R̂x(ε) = Î − i
ℏ
εĴx, R̂x(−ε) = Î + i

ℏ
εĴx,

代入引理得
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R̂x(ε)R̂y(ε)R̂x(−ε)R̂y(−ε) = Î − ε2

ℏ2 [Ĵx, Ĵy] +O(ε3).

右边展开: R̂z(ε2) = Î − i
ℏ
ε2Ĵz +O(ε4). 比较 ε2 项:

[Ĵx, Ĵy] = iℏ Ĵz.

循环置换下标, 得完整的对易代数:

Thm. 1 旋转生成元的对易关系

Hilbert 空间中的旋转生成元满足

[Ĵi, Ĵj] = iℏ εijkĴk, (5.1)

即 [a · Ĵ , b · Ĵ ] = iℏ (a× b) · Ĵ .

Pf 上述推导: 群对易子恒等式 (引理 5.2) 给出 ε2 阶的绕 z 轴旋转; 表示保持乘法把它

映为算符等式; 两边分别用 SU(2) 生成元关系 [Tx,Ty] = Tz (第 2.4 节) 与量子无穷小展

开(4.1) 展开, 比较 ε2 项即得 [Ĵx, Ĵy] = iℏĴz; 其余分量由循环置换与第一、三两个坐标轴

的同类论证给出.

这条定理是全篇最重要的结论, 其内容分三层. 第一, 三个生成元彼此不对易, 与第 2.4 节

[Ti,Tj] = εijkTk 结构相同: SU(2) 的非 Abel 性在无穷小层面的表现, 通过表示完整地进

入了 Hilbert 空间. 第二, 系数从 εijk 变成 iℏεijk: i 来自生成元的自伴化 (反自伴 X̂i 换成

自伴 Ĵi = iℏX̂i), ℏ 来自量纲归一化; 结构常数 εijk 本身没有变. 第三, 也是最要紧的:

对易关系不是假设

量子力学中的角动量型对易关系 [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk 不是额外假设, 而是 SU(2) 的 Lie

代数结构 [Ti,Tj] = εijkTk 通过表示映射进入 Hilbert 空间后的结果.

在 Lie 代数的语言里, 定理(5.1) 说: π 是 su(2) 到 Hilbert 空间算符之集的 Lie 代数表示,

即

[π(a · T ), π(b · T )] = π
(
[a · T , b · T ]

)
= π

(
(a× b) · T

)
,

括号结构被严格保持. 代回去 (两边同乘 −ℏ2) 就是(5.1) 的矢量形式. su(2) 与 Ĵ 代数之
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间的这个同构, 是” 角动量算符是旋转的生成元” 这句话的数学内容.

5.3 Lie群与 Lie代数的对应

把两层的对应放在一起. 先需要一个关于单参子群的标准事实:

Lem. 2 单参子群由其生成元唯一决定

设 Â 是算符. 初值问题

d R̂(t)
dt

= Â R̂(t), R̂(0) = Î

在算符意义下有唯一解 R̂(t) = etÂ.

Pf 存在性: 对指数级数逐项求导得 d etÂ/dt = ÂetÂ, 且 e0 = Î. 唯一性: 若 V̂ (t) 也是

解, 则 d
(
e−tÂV̂ (t)

)
/dt = −Âe−tÂV̂ (t) + e−tÂÂV̂ (t) = 0 (两个算符都与 e−tÂ 可交换), 故

e−tÂV̂ (t) 恒等于其初值 Î, 即 V̂ (t) = etÂ.

Prop. 1 群表示与代数表示的对应

设 ρ : SU(2)→ U(H ) 是幺正表示, π 是它诱导的代数表示. 则对 X ∈ su(2),

ρ
(
eX

)
= eπ(X).

即: 先指数映射再表示, 等于先表示再指数映射. 对连通 Lie 群, 表示 ρ 完全由 π 决

定.

Pf 固定 X ∈ su(2). 映射 t 7→ ρ(etX) 是 U(H ) 中的幺正单参子群 (ρ 保持乘法,

e(s+t)X = esXetX), 其生成元正是 π(X) (π 的定义: 诱导生成元映射). 而 t 7→ etπ(X) 是以

同一算符为生成元的单参子群. 由引理 5.3的唯一性,两者相等;取 t = 1得 ρ(eX) = eπ(X).

对连通群, 每个群元都是有限个指数的乘积, 故 ρ 由 π 完全决定.

SU(2) U(H )

su(2) {旋转生成元代数}

ρ

exp exp

π

(5.2)

(5.2) 是整篇的结构图: 顶行是有限旋转的对应 (群表示), 底行是无穷小旋转的对应 (Lie
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代数表示), 两条竖线都是指数映射. 第 2.4 节建立了左侧的对应 SU(2) ↔ su(2); 本节的

定理建立右侧的对应 U(H )↔ {生成元代数}; 表示条件保证整个方形可交换. 于是:

两层的对应

SU(2) −→ Hilbert 空间旋转算符群, su(2) −→ Hilbert 空间旋转生成元代数.

有限层面的群同构与无穷小层面的代数同构同步成立, 这正是” 旋转的表示” 一词的

完整内容.
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6
从生成元得到有限量子旋转

这一节对应第一篇的” 从生成元回到有限旋转”:固定转轴得到单参旋转算符群, 由无穷小

生成元经指数映射恢复有限旋转算符, 并指出经典与量子使用的是同一个物理旋转参数.

6.1 固定轴旋转

固定转轴 n. 由命题 3.2, θ 7→ R̂(n, θ) 满足

R̂(n, θ)R̂(n, φ) = R̂(n, θ + φ), R̂(n, 0) = Î ,

加上连续性 (命题 3.6), 它是 U(H ) 中的一个幺正单参子群: 群元素被一个连续参数 θ 标

记, 参数可以相加. 这与第一篇的经典单参子群 θ 7→ R(n, θ) 完全平行. 于是” 绕固定轴

的旋转” 这个几何对象, 在 Hilbert 空间中实现为一族连续旋转算符; 这一族的全部内容

由它的生成元 n · Ĵ (第 4.2 节) 决定.

6.2 指数形式

Thm. 1 有限旋转算符的指数形式

对单位向量 n 与 θ ∈ R,

R̂(n, θ) = e−iθ n·Ĵ/ℏ. (6.1)

Pf 把 R̂(n, θ) 视为 θ 的函数. 由单参子群性质与(4.1),

d R̂(n, θ)
dθ

= lim
ε→0

R̂(n, θ + ε)− R̂(n, θ)
ε

= lim
ε→0

R̂(n, ε)− Î
ε

R̂(n, θ) = − i
ℏ

(n · Ĵ) R̂(n, θ),

初值为 R̂(n, 0) = Î. 由引理 5.3 的唯一性, 解是 R̂(n, θ) = e−iθ n·Ĵ/ℏ.

这个公式与第一篇的 R(n, θ) = eθ n·G 逐字平行: 有限对称变换等于生成元的指数. 差别

只在两点: 指数中的 i 与 1/ℏ (由自伴生成元的归一化带来), 以及作用对象 (算符与矩阵,
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分别作用在 H 与 R3 上). 由指数形式立即得到 R̂(n, θ) 的幺正性 (n · Ĵ 自伴, 指数给出

幺正算符), 这与第 3.4 节一致.

把有限旋转切成 N 份再复合, 也能得到同一公式: 由单参子群性质, R̂(n, θ) =

R̂(n, θ/N)N , 每份用无穷小展开(4.1):

R̂(n, θ) =
(
Î − i

ℏ
θ

N
n · Ĵ +O

( 1
N2

))N

−−−→
N→∞

e−iθ n·Ĵ/ℏ,

其中最后一步用第一篇的乘积极限 lim(I + X/N)N = eX . 两种推导给出同一结果: 有限

量子旋转是无穷小生成元的积累.

6.3 轴角参数

经典旋转与量子旋转使用的是同一个物理旋转参数. 一个旋转由转轴 n 与转角 θ 完全确

定 (第一篇的轴角表示); 在量子层面, 同一个 (n, θ) 进入指数 e−iθ n·Ĵ/ℏ: 转轴进入生成元

n · Ĵ , 转角是参数本身. 也就是说, 参数化不因空间而变: 旋转的几何数据 (n, θ) 是唯一

的, 变的只是它实现的空间与方式: 第 2 节把同一旋转提升到 SU(2), 这里的表示再把它

实现为旋转算符, 两层因此形成完全平行的结构:

SU(2) 中的旋转 U(n, θ) = eθ n·T

↓

su(2) 生成元 n · T

−→

H 旋转算符 R̂(n, θ) = e−iθ n·Ĵ/ℏ

↓

自伴生成元 n · Ĵ

(6.2)

两列的每一项逐行对应: SU(2) 中的有限旋转对 Hilbert 空间中的旋转算符, 群生成元对

自伴生成元, 指数映射对指数映射. 这就是第 5.3 节对应关系在轴角参数下的具体形式.

6.4 Euler角

第一篇证明了任意旋转可以分解为三次基本旋转 (zyz 约定):

R(α, β, γ) = Rz(α)Ry(β)Rz(γ).
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由第 2.3 节的双覆盖, 它在 SU(2) 中提升为 U(α, β, γ) = Uz(α)Uy(β)Uz(γ) (同态 π 保持

乘积); 表示保持乘法, 把提升后的等式映到 Hilbert 空间, 立即得到 Euler 角的量子版本:

Prop. 1 Euler 角的量子版本

R̂(α, β, γ) := R̂
(
U(α, β, γ)

)
= R̂z(α) R̂y(β) R̂z(γ) = e−iαĴz/ℏ e−iβĴy/ℏ e−iγĴz/ℏ,

乘积次序与经典完全一致 (从右往左: 自转, 章动, 进动).

Pf 第一个等号是定义; 第二个等号由表示条件与 Euler 分解逐项保持; 第三个等号由指

数形式(6.1) 逐项代入.

注意参数化的退化不影响算符本身: 万向锁 (β = 0 或 π) 是坐标选取的奇点, 转动算符

R̂(α, β, γ) 在 β = 0 处完全正常, 只是同一算符有无穷多种 Euler 角描述 (第一篇第 3.3

节). 本篇只需要 Euler 角作为旋转算符的一种参数化, 第三篇将用到它在固定 j 空间中

的矩阵元.
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Part IV

二维表示与总结

本部分转入最重要的特殊情况: 二维表示. 先说明 SU(2) 如何
作用在二维复向量空间上, 再系统研究 Pauli 矩阵的纯数学性
质 (Hermitian 性, 平方关系, 对易与反对易关系, 迹与行列式),
说明 Pauli矩阵与 su(2)的关系,并按量子旋转生成元的统一规
范定义 S 型生成元; 然后讨论一般表示与二维表示的关系, 最
后总结全篇的两个平行映射.

内容概要

• 掌握 SU(2) 在 C2 上的二维幺正表示及其不可约性.

• 会完整推导 Pauli 矩阵的代数性质: σ̂iσ̂j = δijI + iεijkσ̂k, 对易, 反对
易, 迹与行列式.

• 理解 Pauli 矩阵是 su(2) 的生成元 (基 Ti = −iσ̂i/2), 而不是 SU(2) 的
群元.

• 掌握 S 型生成元 Ŝi = ℏσ̂i/2 满足 [Ŝi, Ŝj] = iℏεijkŜk, 与一般旋转生成
元代数结构相同.
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7
SU(2)的特殊二维表示

7.1 二维表示空间

SU(2)的元素是 2×2矩阵,它们自然地作用在二维复向量空间 C2 上: 对列向量 |χ〉 ∈ C2,

定义

ρ2(U) |χ〉 := U |χ〉 ,

即矩阵乘法. C2 配标准内积 〈ϕ|χ〉 = ∑
a ϕaχa 成为二维 Hilbert 空间. 由于 U †U = I,

内积被保持: 〈Uϕ|Uχ〉 = 〈ϕ|χ〉, 故 ρ2 是幺正表示. 它显然保持乘法 (ρ2(U1)ρ2(U2) =

ρ2(U1U2)), 且是忠实的: 若 U |χ〉 = |χ〉 对一切 |χ〉 成立, 则 U = I. 表示空间维数为 2,

这是” 二维表示” 一词的来源.

在默认设定下, 这个二维复向量空间正是自旋 1/2 的自旋空间: 自旋态由两个独立分量标

记, 构成 C2. 本篇把 C2 当作 SU(2) 作用的表示空间, 只研究其数学结构 (例如不讨论自

旋的测量); 自旋的系统理论是第三篇的主题.

7.2 Pauli矩阵

第 2.3 节为了构造双覆盖已经引入了这三个矩阵, 当时它们是从 Hermitian 无迹矩阵的一

般形式自然解出的系数矩阵; 现在系统研究它们的代数性质.

Def. 1 Pauli 矩阵

三个 2× 2 矩阵

σ̂1 =

0 1

1 0

 , σ̂2 =

0 −i

i 0

 , σ̂3 =

1 0

0 −1


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称为 Pauli 矩阵. 对向量 a = (a1, a2, a3), 记 a · σ̂ = a1σ̂1 + a2σ̂2 + a3σ̂3.

Prop. 1 Pauli 矩阵的代数性质

Pauli 矩阵满足: (a) Hermitian 性: σ̂†
i = σ̂i; (b) 平方关系: σ̂2

i = I, 本征值为 ±1; (c)

乘积公式: σ̂iσ̂j = δijI + iεijkσ̂k, 由此

[σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k, {σ̂i, σ̂j} = 2δijI

(对易与反对易关系); (d) 迹与行列式: Tr σ̂i = 0, det σ̂i = −1; (e) 点乘公式: (a · σ̂)(b ·

σ̂) = (a · b)I + i(a × b) · σ̂, 特别地 (n · σ̂)2 = I 对单位向量 n 成立; (f) 基定理:

{I, σ̂1, σ̂2, σ̂3} 构成 C2×2 的基, 且 Tr(σ̂iσ̂j) = 2δij.

Pf (a) 逐项取共轭转置即得. (b) 直接平方: σ̂2
1 =

1 0

0 1

, 其余同理; 由 σ̂2
i = I 且

Tr σ̂i = 0 (见 (d)), 本征值 λ 满足 λ2 = 1 与 λ1 + λ2 = 0, 故为 ±1. (c) 先算非对角情形,

例如 σ̂1σ̂2 =

0 1

1 0


0 −i

i 0

 =

 i 0

0 −i

 = iσ̂3; 循环置换得其余两组. 对角情形由 (b)

给出: σ̂2
i = I = δiiI. 合起来就是乘积公式; 对 i 6= j 由 σ̂iσ̂j = iεijkσ̂k = −σ̂jσ̂i 相加减得

对易与反对易; 对 i = j 由 σ̂2
i = I 得 [σ̂i, σ̂i] = 0, {σ̂i, σ̂i} = 2I. (d) 逐项读出行列式与迹.

(e) 由 (c) 展开双线性组合: ∑
ij aibj(δijI + iεijkσ̂k) = (a · b)I + i(a × b) · σ̂. (f) 四个矩

阵线性无关 (由 (d) 的迹与对角结构直接看出), 而 C2×2 是四维复空间, 故成基; 迹公式由

(c) 取迹: Tr(σ̂iσ̂j) = δij Tr I + iεijk Tr σ̂k = 2δij.

Eg. 1 Pauli 矩阵的显式计算

由 (c) 立即得到 σ̂1σ̂2 = iσ̂3, σ̂2σ̂3 = iσ̂1, σ̂3σ̂1 = iσ̂2 (循环), 以及 [σ̂1, σ̂2] = 2iσ̂3 等; 而

(n · σ̂)2 = I 是第 2.5 节指数求和的依据.

性质 (f) 说明 Pauli 矩阵是 2 × 2 矩阵世界中的标准基: 任何 2 × 2 复矩阵都唯一地写成

x0I + a · σ̂, 其中 x0 = Tr A/2, ai = Tr(σ̂iA)/2. 这些性质在后面将反复使用, 它们是二维

表示的全部代数内容.
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7.3 Pauli矩阵与 su(2)

Pauli 矩阵与 su(2) 的关系需要精确表述. 一方面, Pauli 矩阵本身不是 SU(2) 的元素:

SU(2) 的元素幺正且行列式为 1, 而 det σ̂i = −1. 另一方面, 它们也不是 su(2) 的元素:

su(2)由反 Hermitian无迹矩阵组成, 而 σ̂i 是 Hermitian的. 真正属于 su(2)的基是第 2.4

节的

Ti = − i
2
σ̂i, T †

i = −Ti, Tr Ti = 0, [Ti,Tj] = εijkTk.

因此严格的说法是: Pauli 矩阵 (差一个常数因子 −i/2) 生成 su(2), 是 su(2) 的生成元; 由

它们经指数映射得到 SU(2) 的群元 e−iθ n·σ̂/2 ∈ SU(2).

生成元属于 Lie 代数

生成元属于 Lie 代数, 不属于 Lie 群本身: Ti ∈ su(2) 经指数映射生成 eθ n·T ∈ SU(2).

物理文献常说”SU(2) 的生成元是 σ̂i/2”, 这是省略了” 无穷小” 的简写: σ̂i/2 通过

e−iθσ̂i/2 决定群元, 因而是 SU(2) 旋转的无穷小生成元. 与第一篇对照: Gi 是 so(3) 的

生成元, eθn·G 是 SO(3) 的群元; 两层结构完全平行.

7.4 定义 S型生成元

按照量子旋转生成元的统一规范 (第 4.3 节: 自伴生成元 Ĵi, 指数形式 e−iθ n·Ĵ/ℏ), 把 Pauli

矩阵重新归一化:

Def. 2 S 型生成元

定义

Ŝi := ℏ
2
σ̂i, i = 1, 2, 3,

组成三元组 Ŝ = (Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3).

Prop. 2 S 型生成元的代数

Ŝi 是自伴算符 (Ŝ†
i = Ŝi), 满足

[Ŝi, Ŝj] = iℏ εijkŜk,
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与一般旋转生成元 Ĵ 的对易代数(5.1) 结构完全相同. 因此二维表示中的旋转算符写

成统一规范的形式:

R̂(n, θ) = e−iθ n·Ŝ/ℏ = e−iθ n·σ̂/2,

且 R̂(n, 2π) = −I: 转 2π 得到负恒等算符.

Pf 自伴性: Ŝ†
i = (ℏ/2)σ̂†

i = Ŝi. 对易关系:

[Ŝi, Ŝj] = ℏ2

4
[σ̂i, σ̂j] = ℏ2

4
· 2iεijkσ̂k = iℏ εijk

ℏ
2
σ̂k = iℏεijkŜk.

归一化因子 ℏ/2 正是为了使指数形式与一般旋转生成元统一: Ŝ/ℏ = σ̂/2, 故 e−iθ n·Ŝ/ℏ =

e−iθ n·σ̂/2. 2π 行为: R̂(n, 2π) = e−iπn·σ̂ = cosπ I − i sinπn · σ̂ = −I (用 (n · σ̂)2 = I 求和

指数级数).

本篇的立场

这是一组 SU(2) 二维表示 (即自旋 1/2 的自旋空间) 中的旋转生成元: 自旋空间的旋

转算符正是 R̂(n, θ) = e−iθ n·Ŝ/ℏ. 它们的全部内容: Ŝ 满足与 Ĵ 相同的代数, 且 2π 旋

转给出 −I – 正是第 2 节所说” 不能作为 SO(3) 普通表示出现” 的结构的一个具体实

例. 本篇不讨论自旋的测量与磁矩等物理内容; 那些是第三篇的主题.
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8
一般表示与二维表示的关系

8.1 同一个旋转群可以有不同表示

群表示理论的基本观点是:群元没有变, 变的是它作用的表示空间以及对应的表示矩阵.

同一个旋转 R(n, θ) 可以在不同的空间中用不同维数的矩阵实现. 例如:

• 在 R3 上: R(n, θ) 本身是 3× 3 矩阵 (第一篇, SO(3) 的定义表示);

• 在 C 上: 每个旋转映为 1× 1 矩阵 1 (平凡表示: 一切群元映为单位数);

• 在 C2 上 (经 SU(2)): 旋转 R(n, θ) 的两个原像给出 2× 2 矩阵 ±e−iθ n·σ̂/2.

这三个例子中,” 旋转 R(n, θ)” 始终是同一个几何对象; 变化的是表示空间 (三维实空间,

一维平凡空间, 二维复空间) 与表示矩阵 (3 × 3, 1 × 1, 2 × 2). 表示理论研究的正是同一

群的全部这些” 化身” 以及它们之间的关系.

8.2 不同维数的表示

Def. 1 不可约表示

设 (ρ, V ) 是群 G 的表示. 若 V 存在非平凡的不变子空间 W (即对一切 g ∈ G,

ρ(g)W ⊆ W , 且 W 6= {0}, V ), 则称表示可约; 否则称为不可约表示 (irreducible repre-

sentation). 不可约表示是表示论的” 原子”: 更复杂的表示由它们拼装而成.

SU(2) 存在各个维数的不可约表示: 一维平凡表示, 二维表示 (第 7 节), 三维表示 (由双

覆盖映射 π 给出: 把 ±U 都映为 R(n, θ), 得到 SU(2)的三维不可约表示), 以及更高维的

表示族. 在默认设定下, 轨道与自旋正是这些表示的两类物理实现: 轨道部分的旋转由整

数维表示描述, 自旋 s 的粒子占用 2s + 1 维表示 (自旋 1/2 即二维表示). 这些表示的具

体构造, 维数与量子数的对应, 是第三篇的内容; 本篇只需要存在性, 并指出二维表示是其

中最简单的一个非平凡成员.
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Prop. 1 二维表示不可约

C2 上的二维表示 ρ2 是不可约的.

Pf 反证. 若可约, 则存在一维不变子空间 Span{|χ〉}: 对一切 U ∈ SU(2), U |χ〉 ∝ |χ〉,

即 |χ〉 是每个 U 的本征向量. 特别地取 U = e−iθσ̂1/2: |χ〉 必须是 σ̂1 的本征向量 (对一切

θ 成立); 再取 U = e−iθσ̂2/2: |χ〉 又必须是 σ̂2 的本征向量. 但 σ̂1 与 σ̂2 没有共同本征向量

(σ̂1 的本征向量是 (1,±1)T/
√

2, σ̂2 的本征向量是 (1,±i)T/
√

2, 方向不同), 矛盾.

8.3 二维表示为什么特殊

二维表示的特殊性在于它是 SU(2) 的最小非平凡表示: 一维表示只有平凡的相位结构, 二

维表示是第一个能承载完整代数结构的表示, 而它承载的正是 Pauli 矩阵与 S 型生成元

(第 7.4 节). 从 2π 行为看, 二维表示的旋转算符满足 R̂(n, 2π) = −I: 它属于第 2 节所

说的” 半整数型” 结构, 是这种结构最具体的数学载体. 本篇只建立其数学上的可存在性:

这样的表示空间、这样的生成元代数、这样的 2π 符号, 全部由 SU(2) 的群结构自然给出.

至于各种不可约表示的量子数、本征值、升降算符与它们的物理意义, 是第三篇的系统理

论.
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9
第二篇总结

本讲建立了两个平行映射.第一个在有限层面: 群表示把 SU(2) 的每个群元映为 Hilbert

空间中的幺正旋转算符,

SU(2) −→ U(H ) : U 7−→ R̂(U), R̂(U1)R̂(U2) = R̂(U1U2),

把有限旋转变成 Hilbert空间旋转算符. 第二个在无穷小层面: 表示诱导 Lie代数表示,把

SU(2) 的生成元变成量子旋转生成元,

su(2) −→ 旋转生成元代数 : n · T 7−→ − i
ℏ

n · Ĵ , [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk,

对易结构被完整保持: 量子层面的角动量型对易关系不是假设, 而是 SU(2) 的 Lie 代数结

构通过表示进入 Hilbert 空间的结果. 两个层面由指数映射沟通: R̂(n, θ) = e−iθ n·Ĵ/ℏ, 与

SU(2) 中的 U(n, θ) = eθ n·T 逐字平行 (差 i 与 1/ℏ 因子).

在默认设定 (轨道与自旋两类自由度并存) 下, 全篇以双覆盖为起点: SO(3) 的普通表示

中 2π 旋转恒为恒等, 只能容纳整数型结构, 半整数自旋的旋转结构无法作为普通表示出

现; SU(2) 与 SO(3) 有相同的 Lie 代数 (su(2) ∼= so(3)) 但全局不同 (二对一双覆盖, 转角

空间是两倍, 4π 才闭合), 使整数与半整数的旋转结构都能作为普通表示出现 – 整数型表

示经 π 降回 SO(3), 半整数型表示只在 SU(2) 层面. SU(2) 的二维表示给出 Pauli 矩阵与

S 型生成元: 由 Ŝi = ℏσ̂i/2 满足 [Ŝi, Ŝj] = iℏεijkŜk, 指数给出二维旋转算符 e−iθ n·σ̂/2, 其

2π 行为正是 −Î.

整篇的逻辑链可以压缩为:

SO(3) −→ 双覆盖 SU(2) −→ 群表示 −→ R̂ −→ 无穷小生成元 −→ Lie 代数表示

−→ 二维表示 −→ Pauli 矩阵与 S
(9.1)
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第三篇将回答(9.1) 的下一步: 这些目前只是” 旋转表示生成元” 的算符, 为什么在物理上

会分别成为轨道角动量、自旋角动量和总角动量? 整数型表示将成为轨道角动量, 半整数

型表示将成为自旋.
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A
射影表示与双覆盖的严格表述

第 2.1 节指出, 量子态由射线描述, 物理上允许 R̂(n, 2π) = −Î 的旋转结构, 而 SO(3) 的

普通表示做不到这一点; 第 2 节引入 SU(2) 双覆盖, 使这种结构成为普通表示. 本附录把

这条线索严格化: 用射影幺正表示的语言给出相位的精确定义, 用交换图给出双覆盖在算

符层面的严格关系, 并给出从 SO(3) 到 SU(2) 再到 Hilbert 空间旋转算符的完整指数链

条.

记号说明: 本附录用 Û(R) 表示从 SO(3) 提升到 U(H ) 的幺正算符 (R ∈ SO(3)). 它只定

义到整体相位 (第 A.1 小节); 第 3 节起经 SU(2) 构造的旋转算符仍记 R̂, 两者的区别正

是” 射影表示” 与” 普通表示” 的区别.

A.1 射影幺正表示与相位的严格定义

普通群表示把每个群元映为一个确定的幺正算符, 保持乘法:

ρ : G −→ U(H ), ρ(g1g2) = ρ(g1)ρ(g2). (A.1)

但量子态不是矢量本身: 右矢 |ψ〉 与 eiϕ |ψ〉 代表同一个物理状态, 一切测量概率 | 〈ϕ|ψ〉 |2

在整体相位下不变. 因此物理状态属于射影 Hilbert 空间 P(H ), 旋转群在物理态上的作

用是一个射影幺正表示:

Def. 1 射影幺正表示

射影幺正群 (projective unitary group) 是商群

PU(H ) := U(H )/U(1),

即把相差一个相位的幺正算符视为同一个元素 (这里 U(1) 指中心标量幺正算符组成

的子群 {eiϕÎ}). 商映射记为 q : U(H ) → PU(H ), 其核为 ker q = U(1). 群同态
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ρ̄ : G→ PU(H ) 称为 G 的射影幺正表示 (projective unitary representation).

对旋转群, 物理作用正是 SO(3) 的射影幺正表示 ρ̄ : SO(3) → PU(H ). 取它的一个提升

Û : SO(3)→ U(H ), 即满足

ρ̄(R) = q
(
Û(R)

)
(A.2)

的幺正算符族. 由于 q 把相位消掉 (q(Û1) = q(eiϕÛ1)), 提升回 U(H ) 时, 乘法规则只能保

持到相位:

Prop. 1 相位的严格来源

设 Û : SO(3)→ U(H ) 满足(A.2). 则对 R1, R2 ∈ SO(3),

Û(R1R2)
[
Û(R1)Û(R2)

]−1
∈ U(1),

故存在唯一的 eiϕ(R1,R2) ∈ U(1) 使

Û(R1R2) = eiϕ(R1,R2) Û(R1)Û(R2) (A.3)

Pf 由(A.2) 与 ρ̄ 保持乘法,

q
(
Û(R1R2)

)
= ρ̄(R1R2) = ρ̄(R1)ρ̄(R2) = q

(
Û(R1)Û(R2)

)
,

两个幺正算符落在同一个商类中; 由 ker q = U(1), 它们的差属于中心标量子群, 即存在唯

一的 eiϕ(R1,R2) ∈ U(1) 使(A.3) 成立.

于是第 2.1 节讨论的” 整体相位” 有了严格来源: 它来自商映射 q 的核 ker q = U(1), 而不

是外加的自由度. 只要算符族是从 SO(3) 提升的, 相位就不可避免.

A.2 双覆盖的严格交换图

第 2–3 节建立了双覆盖 π : SU(2) → SO(3) 与 SU(2) 的普通幺正表示 ρ : SU(2) →

U(H ). 它们与射影表示 ρ̄ 的严格关系是交换图:
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SU(2) U(H )

SO(3) PU(H )

ρ

π q

ρ̄

(A.4)

即交换关系

q ◦ ρ = ρ̄ ◦ π (A.5)

展开: 若 U ∈ SU(2) 对应旋转 R = π(U), 则

q
(
ρ(U)

)
= ρ̄(R).

这就是双覆盖解决相位问题的严格表述: 经 π 下推到 SO(3) 后, SU(2) 的普通表示 ρ 与

SO(3) 的射影表示 ρ̄ 完全一致 – 相位问题在 SU(2) 层面不存在, 因为它已经被二对一覆

盖吸收进群结构.

A.3 为什么 SU(2)中没有相位

因为 ρ 是普通群表示:

ρ(U1U2) = ρ(U1)ρ(U2),

没有 eiϕ 因子. 根本原因是 SU(2) 是 SO(3) 的覆盖群, 二对一覆盖写成短正合序列

1 −→ {±I} −→ SU(2) π−−→ SO(3) −→ 1, (A.6)

其中核 {±I} ∼= Z2. 半整数表示存在于 SU(2): 表示是否携带 2π 符号, 取决于它把核的

生成元 −I 映为 +Î (整数型) 还是 −Î (半整数型) (第 2.5 节). 在 SO(3) 层面, 同样的结

构只能以(A.3) 的相位形式出现; 正是这个差别使得 SO(3) 只有射影表示, 而 SU(2) 拥有

普通表示.
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A.4 从 SO(3)指数到 SU(2)指数

有限旋转的指数形式 (第一篇):

R(θ) = eθ·G, θ = θn,

其中 Gi 是 so(3) 的生成元基 (即轴角形式 R(n, θ) = eθ n·G 的缩写). Lie 群同态的指数映

射满足

π(eX) = edπ(X), 即 π ◦ expsu(2) = expso(3) ◦ dπ (A.7)

这是严格关系; 第 2.4 节(2.3) 就是它的显式形式. 令

X = θ · T = − i
2

θ · σ̂ ∈ su(2)

(基 Ti = −iσ̂i/2, 第 2.4 节), 则 dπ 把基 Ti 映为 Gi, 故 dπ(X) = θ ·G, 因此

π
(

e− i
2 θ·σ̂

)
= eθ·G (A.8)

这就是 SO(3) 元素与 SU(2) 元素之间指数对应的严格公式: 给定旋转 R = eθ·G, 它在

SU(2) 中的两个原像正是 ±e− i
2 θ·σ̂ (第 2.3 节).

A.5 得到Hilbert空间中的旋转算符

再作用普通表示 ρ : SU(2)→ U(H ), 由(A.8):

R̂(θ) = ρ
(

e− i
2 θ·σ̂

)
(A.9)

对一般角动量表示, 由第 5 节的诱导 Lie 代数表示 dρ : su(2) → u(H ) (基的对应 Ti 7→

− i
ℏ
Ĵi):

R̂(θ) = e− i
ℏθ·Ĵ (A.10)
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其中 Ĵ 是 su(2) 在 Hilbert 空间上的表示 dρ 给出的生成元三元组 (第 6 节). 于是完整严

格链条是

SO(3) π←−− SU(2)

R = π(U), U = e− i
2 θ·σ̂,

R̂ = ρ(U ) = e− i
ℏθ·Ĵ

(A.11)

而第 2.1 节相位关系的本质是

Û(R1R2) Û(R2)−1Û(R1)−1 ∈ U(1) (A.12)

即 SO(3) 只有到 PU(H ) 的射影表示, 而 SU(2) 才有到 U(H ) 的普通幺正表示. 这就是

第 2 节的双覆盖图 2 与第 5 节的交换方块(5.2) 之间的严格数学联系: 后者没有相位的困

扰, 不是近似, 而是因为旋转表示统一建立在 SU(2) 层面.
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