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导言

《角动量理论》系列的前两篇完成了一次完整的数学铺垫.第一篇《三维空间旋转与 SO(3)》

研究空间旋转本身: 旋转矩阵, 群 SO(3), 轴角与 Euler 角参数化, 无穷小旋转, 生成元 Gi

与 Lie 代数 so(3), 对易关系 [Gi, Gj] = εijkGk, 以及指数映射 R(n, θ) = eθ n·G. 第二

篇三空间旋转在 Hilbert 空间中的表示》把这一整套结构搬进量子力学的态空间: 群表

示 R 7→ Û(R), 幺正旋转算符, 自伴生成元 Ĵ , 对易代数 [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk, 指数形式

Û(n, θ) = e−iθ n·Ĵ/ℏ, 并因 SO(3) 的全局结构引入 SU(2) 双覆盖, 由二维表示得到 Pauli 矩

阵与 S 型生成元. 前两篇自始至终只讨论这些对象作为” 旋转表示生成元” 的数学结构,

刻意没有赋予它们物理意义.

本篇是系列的收尾: 正式讨论这些数学结构在量子力学中的物理意义. 主线为

一般角动量理论 −→ 轨道角动量 −→ 自旋角动量 −→ 总角动量 −→ 角动量合成

−→ 选择定则 −→ 物理应用

前两篇的抽象旋转生成元, 在本篇中分别成为轨道角动量 (外部空间旋转的生成元), 自旋

角动量 (内部自由度旋转的生成元) 与总角动量 (完整态空间上空间旋转的生成元); Pauli

矩阵与 S 型生成元则获得自旋算符的物理身份, 并支撑 Stern–Gerhlach 实验, Bloch 球

与二能级系统等物理内容. 全篇分六部分: 第 1–2 节建立一般角动量理论 (不区分轨道

与自旋, 只从对易代数出发推出本征值结构); 第 3 节讨论轨道角动量在位置表象中的实

现与球谐函数; 第 4–5 节讨论自旋角动量及其测量 (Stern–Gerhlach 实验, 磁矩, Larmor

进动); 第 6–7 节把两者统一为总角动量, 并建立一般角动量合成 (Clebsch–Gordan 系数);

第 8–9 节研究算符的旋转性质与 Wigner–Eckart 定理, 导出选择定则; 第 10 节用氢原子,

Zeeman 效应与自旋–轨道耦合检验前面的理论, 第 11 节把三篇串成一条完整逻辑链.

三篇合起来回答三个逐层深入的问题: 空间旋转本身具有怎样的数学结构? 这种旋转结

构如何进入量子力学的 Hilbert 空间? 这些抽象旋转生成元在真实量子系统中具有怎样

的角动量物理意义? 本篇回答最后一个问题.
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Part I

从旋转生成元到一般角动量理论

本部分把前两篇的旋转生成元赋予角动量的物理意义, 然后
完全不区分轨道角动量与自旋, 只从角动量代数 [Ĵi, Ĵj] =
iℏεijkĴk 出发,用纯代数方法 (升降算符,范数非负性)推出本征
值结构: j(j + 1)ℏ2 与 mℏ,量子化条件 j = 0, 1

2 , 1, . . .,以及固定
j 的 2j + 1 个状态构成旋转群的一个不可约表示.

内容概要

• 理解旋转生成元具有角动量的物理意义: 旋转对称性产生角动量守恒,
生成元自伴因而是可观测量.

• 掌握一般角动量算符的定义与 Ĵ2 的性质, 会证明 [Ĵ2, Ĵi] = 0.

• 会完整推导升降算符的代数, 最高权态, 最低权态与量子化条件, 得到
本征值 ℏ2j(j + 1) 与 mℏ.

• 理解固定 j 的 2j + 1 个状态构成旋转群的一个不可约表示空间, 与第
二篇的表示论衔接.
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1
从旋转生成元到角动量

1.1 回顾空间旋转生成元

第二篇已经建立的结论,本篇不再重新推导, 只作为起点:

第二篇的结论

Hilbert 空间中的连续空间旋转由一组三个自伴生成元产生:

Û(n, θ) = e−iθ n·Ĵ/ℏ, Ĵ † = Ĵ , [Ĵi, Ĵj] = iℏ εijkĴk;

有限旋转由生成元经指数映射得到, 生成元的对易关系完全由空间旋转群的结构决定

(第二篇第 3–4 节). 本篇的全部内容都建立在这三条公式之上.

这套结构是纯粹的数学: 生成元 Ĵ 由旋转算符的无穷小展开定义, 我们没有说过它代表

任何物理量. 本篇第一步就是回答: 这三个自伴生成元在物理上是什么?

1.2 角动量的物理意义

角动量的物理意义有三层, 每一层都由前两篇的结构直接得出.

第一, 角动量是空间旋转的生成元. 空间各向同性要求把物理系统整体旋转后动力学不

变, 这等价于旋转算符与 Hamilton 量对易: [Û(θ), Ĥ] = 0 对一切 θ 成立; 在无穷小层面

这压缩为生成元与 Hamilton 量对易: [Ĵi, Ĥ] = 0 (i = 1, 2, 3). 由量子 Noether 定理 (空间

转动与角动量守恒一章), 连续对称性的生成元就是守恒量: 空间各向同性产生角动量守

恒. 因此 Ĵ 的物理身份是: 空间旋转的生成元, 同时也是旋转不变系统的守恒量. 这与动

量是空间平移的生成元, 能量是时间平移的生成元完全平行.

第二, 角动量同时又是可观测量. 生成元是自伴算符 (第二篇第 3.3 节), 自伴算符具有实

本征值并支撑测量理论, 因而 Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3 每个分量都对应一个可测量. 对称性的数学对象

与可测量的物理量重合, 这是连续对称性理论最深刻的地方: 几何的对称性信息, 变成了
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关于系统的可测量信息.

第三, 角动量与经典角动量 L = x × p 对应. 经典力学中角动量是位形空间中的矢量; 量

子层面, 空间旋转生成元在位置表象中的实现正是 x̂ × p̂ (第 3 节将详细展开), 而自旋部

分没有经典对应. 因此” 角动量” 一词涵盖三类对象: 轨道角动量, 自旋角动量与总角动

量; 它们的共同身份是旋转生成元, 共同代数是对易关系 [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk. 本篇第 2 节

先研究这条代数本身.
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2
一般角动量理论

这一部分先完全不区分轨道角动量和自旋,只研究满足角动量代数的一般算符. 所有结论

都只从代数结构推出, 因此同时适用于轨道角动量, 自旋与总角动量.

2.1 角动量代数

Def. 1 一般角动量算符

设 Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3 是 Hilbert 空间上的三个自伴算符. 若它们满足角动量代数

[Ĵi, Ĵj] = iℏ εijkĴk, i, j, k = 1, 2, 3, (2.1)

则称 Ĵ = (Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3) 为角动量算符.

定义没有规定 Ĵ 是轨道角动量, 自旋还是它们的和: 这条代数关系是全部角动量理论的

出发点. 由对易关系, 不同分量不能同时取确定值, 例如 [Ĵ1, Ĵ2] = iℏĴ3 给出不确定关系

∆J1∆J2 ≥ 1
2ℏ|

〈
Ĵ3

〉
|; 与位置-动量不确定关系形式相同, 差别在于这里的对易子本身又是

一个可观察量, 而不是常数.

Def. 2 角动量平方算符

Ĵ2 := Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + Ĵ2
3 .

它是自伴且非负的算符: 对任意归一化态 |ψ〉, 〈ψ|Ĵ2|ψ〉 =
∥∥∥Ĵ1 |ψ〉

∥∥∥2
+

∥∥∥Ĵ2 |ψ〉
∥∥∥2

+∥∥∥Ĵ3 |ψ〉
∥∥∥2

≥ 0, 故本征值不小于零.

Prop. 1 角动量平方与各分量对易

[Ĵ2, Ĵi] = 0, i = 1, 2, 3.

因此角动量的大小与任意一个分量的投影可以同时取确定值.
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Pf 用恒等式 [ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂ 展开:

[Ĵ2, Ĵi] =
∑

j

(
Ĵj[Ĵj, Ĵi] + [Ĵj, Ĵi]Ĵj

)
= iℏ

∑
j,k

εjik(ĴjĴk + ĴkĴj).

记末项求和为 S. 交换求和指标 j ↔ k: 括号内对称不变, 而 εkij = −εjik (奇置换), 故

S = −S, 于是 S = 0.

2.2 角动量本征态

Def. 3 相容算符组

约定取 Ĵ2 与 Ĵ3 为相容算符组: 由上一命题它们对易; 三个分量彼此不对易, 只能选

入一个. 第 3 方向的选取只是约定 – 空间各向同性使任何结论在重命名坐标后不变;

若实验存在特殊方向 (例如外磁场方向), 才需要把量子化轴与之对齐.

Def. 4 共同本征态

记 Ĵ2 与 Ĵ3 的归一化共同本征态为 |λ,m〉:

Ĵ2 |λ,m〉 = λ |λ,m〉 , Ĵ3 |λ,m〉 = mℏ |λ,m〉 .

暂时不把 λ 写成 ℏ2j(j + 1): 允许取值正是要推导的结论.

以下的任务不是解微分方程: 只用对易关系,自伴性与范数的非负性,就能确定 λ与 m的

允许取值.

Lem. 1 磁量子数的有界性

对给定的 λ, m 满足

λ ≥ m2ℏ2,

故 m 既不能无限增大也不能无限减小.

Pf 对共同本征态取期望值: Ĵ2
1 + Ĵ2

2 = Ĵ2 − Ĵ2
3 , 左边是两个范数平方之和, 非负; 右边用

本征方程得 λ−m2ℏ2. 两式相等, 即得 λ ≥ m2ℏ2.
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2.3 升降算符

Def. 5 升降算符

定义

Ĵ± := Ĵ1 ± iĴ2.

由 Ĵ1, Ĵ2 自伴, Ĵ†
± = Ĵ∓: 二者互为伴随, 本身不是自伴算符. 它们是计算工具, 不直接

对应测量.

Prop. 2 升降算符的对易关系

[Ĵ3, Ĵ±] = ±ℏ Ĵ±, [Ĵ+, Ĵ−] = 2ℏ Ĵ3, [Ĵ2, Ĵ±] = 0.

Pf 第一条: [Ĵ3, Ĵ1] = iℏĴ2, [Ĵ3, Ĵ2] = −iℏĴ1,故 [Ĵ3, Ĵ+] = [Ĵ3, Ĵ1]+i[Ĵ3, Ĵ2] = iℏĴ2+ℏĴ1 =

ℏĴ+; 减号同理. 第二条直接展开: [Ĵ+, Ĵ−] = [Ĵ1 + iĴ2, Ĵ1 − iĴ2] = −i[Ĵ1, Ĵ2] + i[Ĵ2, Ĵ1] =

−2i[Ĵ1, Ĵ2] = 2ℏĴ3. 第三条由 [Ĵ2, Ĵ1] = [Ĵ2, Ĵ2] = 0 与对易子的线性得到.

Prop. 3 升降算符的作用

若 Ĵ± |λ,m〉 非零, 则它仍是 Ĵ2 的本征态 (本征值 λ), 且是 Ĵ3 的本征态, 本征值

(m± 1)ℏ:

Ĵ+ |λ,m〉 ∝ |λ,m+ 1〉 , Ĵ− |λ,m〉 ∝ |λ,m− 1〉 .

Pf 对 Ĵ2: 由 [Ĵ2, Ĵ±] = 0, Ĵ2(Ĵ± |λ,m〉) = λ Ĵ± |λ,m〉. 对 Ĵ3: 由 [Ĵ3, Ĵ±] = ±ℏĴ±,

Ĵ3(Ĵ± |λ,m〉) = (Ĵ±Ĵ3 ± ℏĴ±) |λ,m〉 = (m± 1)ℏ Ĵ± |λ,m〉.

升降算符把磁量子数提高或降低一个单位而保持角动量平方不变, 形成阶梯结构. 阶梯必

然在某处终止: 由引理 2.2, m 有界, 反复作用 Ĵ+ 有限步后必然遇到 Ĵ+ 作用为零的态.

Prop. 4 两个乘积恒等式

Ĵ+Ĵ− = Ĵ2 − Ĵ2
3 + ℏĴ3, Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2 − Ĵ2

3 − ℏĴ3.

Pf 直接展开 Ĵ+Ĵ− = (Ĵ1 + iĴ2)(Ĵ1 − iĴ2) = Ĵ2
1 + Ĵ2

2 − i[Ĵ1, Ĵ2] = Ĵ2 − Ĵ2
3 + ℏĴ3; 第二条

取伴随或对称展开.
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Thm. 1 最高权态与本征值 λ

存在最高权态 |λ, j〉 (磁量子数记作 j), 满足 Ĵ+ |λ, j〉 = 0, 且

λ = ℏ2j(j + 1).

Pf 由 m 的上界, 反复作用 Ĵ+ 有限步后到达满足 Ĵ+ |λ, j〉 = 0 的态. 其范数平方为零:

0 =
∥∥∥Ĵ+ |λ, j〉

∥∥∥2
=

〈
λ, j

∣∣∣Ĵ−Ĵ+
〉
λ, j =

〈
λ, j

∣∣∣(Ĵ2 − Ĵ2
3 − ℏĴ3)

〉
λ, j = λ− ℏ2j2 − ℏ2j,

故 λ = ℏ2j(j + 1).

Prop. 5 最低权态

存在最低权态 |λ,mmin〉, 满足 Ĵ− |λ,mmin〉 = 0, 且 mmin = −j.

Pf 由 m 的下界, 最低权态存在. 其范数平方:

0 =
∥∥∥Ĵ− |λ,mmin〉

∥∥∥2
=

〈
λ,mmin

∣∣∣(Ĵ2 − Ĵ2
3 + ℏĴ3)

〉
λ,mmin = λ− ℏ2m2

min + ℏ2mmin.

代入 λ = ℏ2j(j + 1) 得 mmin(mmin − 1) = j(j + 1), 解为 mmin = −j 或 mmin = j + 1; 后

者超过最高权态的磁量子数, 与阶梯结构矛盾, 舍去.

2.4 角动量量子数

Thm. 2 量子化条件

角动量量子数 j 只能取非负整数或半整数:

j = 0, 1
2
, 1, 3

2
, 2, . . . ;

对给定的 j, 磁量子数取

m = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j,

共 2j + 1 个值.

Pf 从最高态 m = j 出发, 每作用一次 Ĵ− 使 m 减小 1, 到达最低态 m = −j 共 N 步:

11



角动量: 轨道, 自旋与总角动量 一般角动量理论

j − N = −j, 即 2j = N 是非负整数. 因此 j 只能取上述值; m 从 −j 到 j 每步加 1, 共

2j + 1 个取值.

Cor. 1 最终本征方程

把共同本征态改记为 |j,m〉:

Ĵ2 |j,m〉 = j(j + 1)ℏ2 |j,m〉 , Ĵ3 |j,m〉 = mℏ |j,m〉 .

导出过程只用了对易关系, 自伴性与范数非负性, 没有求解任何微分方程, 也没有指定

Ĵ 的具体身份; 因此这套本征值结论对轨道角动量, 自旋与总角动量同时成立.

Prop. 6 归一化升降公式

对 m = j, j − 1, . . . ,−j,

Ĵ+ |j,m〉 = ℏ
√

(j −m)(j +m+ 1) |j,m+ 1〉 , (2.2)

Ĵ− |j,m〉 = ℏ
√

(j +m)(j −m+ 1) |j,m− 1〉 . (2.3)

Pf 由乘积恒等式: |C+(j,m)|2 =
〈
j,m

∣∣∣Ĵ−Ĵ+
〉
j,m = ℏ2[j(j + 1) − m(m + 1)] = ℏ2(j −

m)(j +m+ 1); 取非负实数的相位约定即得. 降算符同理. 边界 m = j 与 m = −j 处公式

自动给出 Ĵ+ |j, j〉 = 0 与 Ĵ− |j,−j〉 = 0, 与最高权态, 最低权态的定义一致.

角动量的大小与投影: 由最终本征方程, |J | = ℏ
√
j(j + 1), 沿第 3 方向的投影为 mℏ. 即

使取最大投影 m = j, 仍有 jℏ < ℏ
√
j(j + 1): 第三分量的最大可能值严格小于角动量的

大小. 如果三个分量能同时取确定值, 投影应恰好达到大小; 两者不相等, 正是三个分量

不能同时确定的体现. 经典图像是角动量矢量绕第 3 方向进动, 尖端画出一个圆环: 投影

固定, 另外两个分量不断变化. 对 j = 1
2 : |J | =

√
3

2 ℏ ≈ 0.866ℏ, 最大投影 1
2ℏ; 对 j = 1:

|J | =
√

2ℏ ≈ 1.41ℏ, 最大投影 ℏ.

12



角动量: 轨道, 自旋与总角动量 一般角动量理论

Ĵ3

mℏ
J θ

圆锥面: J1, J2 不确定

图 1: 角动量的锥面图像: 对确定的 j 与 m, 角动量矢量长度 ℏ
√
j(j + 1) 与第三方向投影

mℏ 确定, 但横向分量不确定; 经典图像是矢量沿以 Ĵ3 为轴的圆锥面进动. 最大投影 jℏ

严格小于矢量长度.

2.5 与群表示的联系

把本征值理论的结果与第二篇的群表示论衔接起来.对给定的 j, 记

Hj = Span{|j, j〉 , |j, j − 1〉 , . . . , |j,−j〉},

由量子化条件, dim Hj = 2j + 1, 且基矢正交归一 〈j,m′|j,m〉 = δm′m (自伴算符不同本征

值的本征态自动正交). 旋转算符 Û(R) = e−iθ·Ĵ/ℏ 与 Ĵ2 对易, 因而不改变 j, 只在固定 j

的空间内混合不同的 m:

Û(R) |j,m〉 =
j∑

m′=−j

D j
m′m(R) |j,m′〉 , D j

m′m(R) =
〈
j,m′

∣∣∣Û(R)
〉
j,m.

于是固定 j 的一组状态构成旋转群 (整数 j 是 SO(3), 半整数 j 是 SU(2)) 的一个不可约

表示空间: 旋转算符在 Hj 上的矩阵 D j 是不可约的 (没有非平凡不变子空间), 不同 j 对

应不同的不可约表示, 表示空间的维数 2j + 1 与角动量多重态的状态数一致. 2π 旋转的

行为也由 j 决定: 在 Hj 上, Û(n, 2π) = (−1)2j Î (因为 n · Ĵ/ℏ 与 Ĵ3/ℏ 幺正等价, 本征值

为 m = −j, . . . , j, 而 e−i2πm = (−1)2m = (−1)2j). 整数 j 回到恒等算符, 半整数 j 差一个

负号 – 这正是第二篇 SU(2) 双覆盖的内容在角动量本征值语言下的重现. 本篇只需建立

这种对应, 不展开一般表示分类理论.

13



Part II

轨道角动量

本部分讨论角动量代数在空间自由度上的具体实现: 从空间旋
转对波函数的作用出发, 得到轨道角动量算符 L̂ = x̂ × p̂, 研
究它的本征值问题,引入球谐函数作为 L̂2 与 L̂z 的共同本征函

数, 并说明中心势场中角向与径向的分离.

内容概要

• 掌握旋转算符在位置表象中的作用 (Û(R)ψ)(x) = ψ(R−1x), 并由无
穷小旋转导出 L̂ = −iℏx × ∇.

• 会验证 L̂ 满足角动量代数, 掌握其球坐标形式.

• 理解轨道角动量量子数 ℓ 只能取整数: 波函数单值性要求 m 为整数.

• 掌握球谐函数的本征方程, 基本结构与正交归一, 理解中心势场中的角
向-径向分离.



角动量: 轨道, 自旋与总角动量 轨道角动量

3
轨道角动量

3.1 空间旋转对波函数的作用

考虑无自旋粒子的单分量波函数 ψ(x) = 〈x|ψ〉.空间旋转把整个系统 (连同波函数图形)

主动转动: 转动后的波函数在点 x 的取值, 等于原波函数在转动前的对应点 R−1x 处的

取值 (第二篇第 2 节):

(Û(R)ψ)(x) = ψ(R−1x). (3.1)

出现逆矩阵的原因是主动约定: 态本身转动了 R, 在新坐标点 x 处询问振幅, 需要回到原

来对应的点 R−1x. 现在取无穷小旋转, 用第一篇的展开 R(n, dθ)x = x + dθ(n × x) +

O(dθ2):

(Û(n, dθ)ψ)(x) = ψ
(
x − dθn × x

)
= ψ(x) − dθ (n × x) · ∇ψ(x) +O(dθ2).

另一方面, 第二篇的无穷小展开给出同一算符的代数形式: (Û(n, dθ)ψ)(x) =
(
1 − i

ℏ
dθn ·

Ĵ
)
ψ(x) +O(dθ2). 两种表达式对任意 n 与任意 ψ 相等, 故

n · Ĵ ψ(x) = −iℏn · (x × ∇)ψ(x).

把 n 取遍三个坐标方向, 即得轨道角动量算符的位置表象:

Prop. 1 轨道角动量算符

对无自旋粒子, 空间旋转的生成元在位置表象中实现为

L̂ = −iℏx × ∇ = x̂ × p̂, L̂i = εijkx̂j p̂k,
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其中 p̂ = −iℏ∇ 是动量算符. 轨道角动量是经典角动量 L = x × p 的直接量子化: 同

一个矢量公式, 位置与动量换成对应算符.

Pf 上述推导: 波函数是坐标的标量函数, 无穷小旋转下波函数的变化只来自坐标的搬

动; 把几何的展开与代数的展开逐项对照, 一阶项给出 n · Ĵ = −iℏn · (x × ∇), 对三个方

向 n = ei 分别取值即得.

轨道角动量描述波函数在外部空间中的旋转: 它依赖粒子的位置与动量, 是经典角动量的

量子版本. 这是角动量代数的第一个具体实现.

3.2 轨道角动量算符

Prop. 2 轨道角动量满足角动量代数

[L̂i, L̂j] = iℏ εijkL̂k.

Pf 直接计算 [L̂x, L̂y],用 L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y, L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z 与基本对易关系 [x̂i, p̂j] = iℏδij:

展开的四项中只有两项非零, [ŷp̂z, ẑp̂x] = ŷ[p̂z, ẑ]p̂x = −iℏ ŷp̂x, [ẑp̂y, x̂p̂z] = x̂[ẑ, p̂z]p̂y =

iℏ x̂p̂y, 故 [L̂x, L̂y] = iℏ(x̂p̂y − ŷp̂x) = iℏL̂z; 循环置换得其余.

轨道角动量与位置, 动量的对易关系为 [x̂i, L̂j] = iℏεijkx̂k, [p̂i, L̂j] = iℏεijkp̂k (位置与动量

是矢量算符, 第二篇/矢量算符一节); 同分量对易, 如 [ẑ, L̂z] = 0. 由第 2 节的一般理论,

L̂2 与 L̂z 对易, 有共同本征函数.

在球坐标 (r, θ, ϕ) 中, 轨道角动量化为角向微分算符:

L̂z = −iℏ ∂

∂ϕ
, L̂2 = −ℏ2

[
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
. (3.2)

L̂2 的角向微分形式 (除 1/r2 因子外) 正是球坐标 Laplace 算子的角度部分. 由恒等式

L̂2 = x̂2p̂2 − (x̂ · p̂)2 + iℏ x̂ · p̂也可以不借助球坐标直接得到相同结果; 本篇直接采用(3.2)

作为本征值问题的出发点.
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3.3 轨道角动量的本征值问题

由第 2 节的一般角动量理论, L̂2 与 L̂z 的共同本征函数满足 L̂2ψ = ℓ(ℓ + 1)ℏ2ψ, L̂zψ =

mℏψ, 其中 ℓ 原则上可取整数或半整数, m = −ℓ, . . . , ℓ. 轨道角动量还要满足额外的约

束: 它在坐标空间有具体实现, 本征函数是单值波函数. 由 L̂z = −iℏ ∂/∂ϕ, 本征方程

−iℏ ∂ψ/∂ϕ = mℏψ 给出 ϕ 依赖 eimϕ; 波函数的单值性要求 ψ(ϕ+ 2π) = ψ(ϕ), 故 m 必须

为整数, 从而轨道角动量量子数只能取

ℓ = 0, 1, 2, . . .

内禀自旋没有坐标空间的波函数, 不受单值性约束, 因此可以取半整数值 (第 4 节). 这是

代数结论 (j 可整数或半整数) 与轨道实现 (只能整数) 的差别所在: ” 整数或半整数” 对

任何满足对易关系的算符成立, ” 轨道只能取整数” 还使用了轨道波函数的单值性, 不能

只靠对易关系推出.

3.4 球谐函数

由(3.2), L̂2 与 L̂z 的共同本征函数满足偏微分方程

[
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2 + ℓ(ℓ+ 1)
]
Yℓm(θ, ϕ) = 0, −iℏ ∂

∂ϕ
Yℓm = mℏYℓm.

Def. 1 球谐函数

满足上述方程的归一化函数 Yℓm(θ, ϕ) 称为球谐函数 (spherical harmonics), ℓ =

0, 1, 2, . . ., m = −ℓ, . . . , ℓ, 满足

L̂2Yℓm = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2Yℓm, L̂zYℓm = mℏYℓm,

以及正交归一与完备性:

ˆ
Y ∗

ℓ′m′Yℓm dΩ = δℓ′ℓδm′m,
∑
ℓ,m

Yℓm(θ, ϕ)Y ∗
ℓm(θ′, ϕ′) = δ(Ω − Ω′).
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球谐函数的基本结构可以由最高磁量子数函数出发得到. 由 L̂+Yℓℓ = 0 与 ϕ 依赖 eiℓϕ, 解

得 Yℓℓ ∝ eiℓϕ sinℓ θ; 归一化后

Yℓℓ(θ, ϕ) = (−1)ℓ

2ℓℓ!

√
(2ℓ+ 1)(2ℓ)!

4π
eiℓϕ sinℓ θ,

其余 Yℓm 由降算符逐级作用得到 (第 2.3 节的归一化升降公式在函数层面的实现). 前几

阶为

Y00 = 1√
4π
, Y10 =

√
3

4π
cos θ, Y1,±1 = ∓

√
3

8π
sin θ e±iϕ.

球谐函数之所以自然出现在具有旋转对称性的三维问题中, 原因在于它们是 L̂2 与 L̂z 的

共同本征函数: 旋转对称性要求物理量按角动量量子数分类, 而角动量在坐标空间的本

征函数正是球谐函数. 在旋转下, 球谐函数按第 2.5 节的表示矩阵混合: Yℓm(R−1x̂) =∑
m′ D ℓ

m′m(θ)Yℓm′(x̂), 固定 ℓ 的 2ℓ+ 1 个球谐函数构成旋转群的一个不可约表示空间. 不

同量子数的角向分布不同: ℓ = 0 各向同性, ℓ = 1 有偶极花样, ℓ = 2 有四极花样, 节点数

随 ℓ 增加.

3.5 中心势与轨道角动量

粒子在中心势场 V (r) (r = |x|) 中运动, Hamilton 量为 Ĥ = p̂2/2m + V (r). 势能只依赖

|x|, 在转动下不变; 动能 p̂2 是标量, 也与旋转算符对易. 因此系统具有完整旋转对称性:

[Û(R), Ĥ] = 0 对一切 R 成立, 等价于 [L̂, Ĥ] = 0: 轨道角动量守恒.

旋转对称性使定态可以按角动量量子数分类: 能量本征函数取分离变量的形式

ψnℓm(x) = Rnℓ(r)Yℓm(θ, ϕ),

其中径向函数 Rnℓ 满足径向方程 (L̂2 的本征值 ℓ(ℓ+ 1)ℏ2 以离心势 ℓ(ℓ+ 1)ℏ2/2mr2 的形

式进入):

[
− ℏ2

2m

( d2

dr2 + 2
r

d
dr

)
+ ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2mr2 + V (r)
]
Rnℓ(r) = E Rnℓ(r).

角向部分对所有中心势场相同, 由球谐函数承载; 每个能级有 (2ℓ + 1) 重磁简并, 因为旋
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转把 Yℓm 混合而不改变能量. 这套结构是第 10 节氢原子问题的基础. 中心势场保持空间

各向同性但破坏空间均匀性, 故角动量守恒而动量一般不守恒.
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Part III

自旋角动量与测量

本部分正式赋予第二篇中的 SU(2) 二维表示, Pauli 矩阵与 S

型生成元物理意义: 自旋是粒子的内禀角动量, 不是经典自转;
自旋 1/2 的二维自旋空间, 沿任意方向的自旋分量, 自旋态的
Bloch 球表示, Stern–Gerhlach 实验与空间量子化, 自旋磁矩与
Larmor 进动.

内容概要

• 理解自旋为什么必要: 轨道角动量无法解释的实验事实; 自旋不是经典
自转.

• 掌握自旋算符 Ŝ 与 Pauli算符的关系 Ŝi = ℏσ̂i/2, 沿任意方向 n · Ŝ 的

本征值恒为 ±ℏ/2.

• 掌握 Bloch 球: 纯态与布洛赫向量, 旋转在球面上的刚体作用, 以及它
不表示经典旋转方向.

• 掌握 Stern–Gerhlach 实验的物理: 空间量子化, 投影测量, 自旋磁矩与
Larmor 进动.
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4
自旋角动量

4.1 为什么需要自旋

轨道角动量 L̂ = x̂ × p̂ 由位置与动量构造, 只能取整数量子数 ℓ. 但实验发现存在轨道角

动量无法解释的量子自由度. 最直接的证据是 Stern–Gerhlach 实验 (第 5.1 节): 银原子

基态轨道角动量为零 (ℓ = 0),通过非均匀磁场后却分裂为两束,说明存在一个与空间坐标

无关的内禀磁矩, 它只能来自内部自由度. 此外, 反常 Zeeman 效应 (第 10.2 节) 的光谱

分裂也无法仅用整数 ℓ 解释.

由此引入自旋: 粒子具有内禀角动量 Ŝ, 与位置, 动量无关. 必须强调两点. 第一, 自旋不

是粒子在空间中的经典自转: 若把电子当作半径为 re 的小球, 要得到角动量 ℏ/2, 表面线

速度将远超光速; 自旋没有经典对应. 第二, 自旋是一种内禀量子自由度: 它生活在与空

间坐标独立的内部空间中, 由离散指标标记 (例如二分量旋量), 但它同样满足一般角动量

代数 (第 2 节): [Ŝi, Ŝj] = iℏεijkŜk. 因此第 2 节的全部本征值结论直接适用于自旋.

4.2 一般自旋

自旋量子数 s 由第 2 节的量子化条件决定: s = 0, 1
2 , 1,

3
2 , . . .. 自旋空间 Hs =

Span{|s, s〉 , . . . , |s,−s〉} 是 2s+ 1 维的, 以 |s,ms〉 为基, 满足

Ŝ2 |s,ms〉 = s(s+ 1)ℏ2 |s,ms〉 , Ŝz |s,ms〉 = msℏ |s,ms〉 .

不同自旋对应 SU(2) 的不同不可约表示: 第二篇已建立 SU(2) 有维数 1, 2, 3, . . . 的不可

约表示 (j = 0, 1
2 , 1, . . . 对应 2j + 1 维), 现在这些抽象表示获得物理意义 – 自旋 s 的粒子,

其内部自由度状态空间正是 SU(2) 的 (2s + 1) 维不可约表示空间, 旋转算符在其中的实

现为 e−iθ n·Ŝ/ℏ. 粒子按自旋分类: 自旋 0 (介子, 标量场), 自旋 1
2 (电子, 质子, 中子, 夸克),

自旋 1 (光子, ρ 介子), 自旋 3
2 , 2 等; 本篇主要研究自旋 1/2.
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4.3 自旋 1/2

自旋 1/2 是最重要的情况, 也是第二篇二维表示的对象. 自旋空间是二维的, 两个基本自

旋态 |+〉 ≡
∣∣∣1

2 ,
1
2

〉
与 |−〉 ≡

∣∣∣1
2 ,−

1
2

〉
是 Ŝz 的本征态:

Ŝz |±〉 = ±ℏ
2

|±〉 .

沿任意单位方向 n的自旋分量为 n · Ŝ = ℏ
2n · σ̂. 由 Pauli代数 (n · σ̂)2 = Î (第二篇第 8.2

节), 本征值 q 满足 q2 = 1, 故 n · Ŝ 的本征值恒为 ±ℏ/2, 与方向无关: 方向选择本征态,

不选择本征值. 这正是 Stern–Gerhlach 装置沿任意取向测量自旋都只得到两束的依据.

自旋态在旋转下按第二篇的二维表示变换: 绕轴 n 转动 θ 的自旋旋转算符为

Ûspin(n, θ) = e−iθ n·Ŝ/ℏ = e−iθ n·σ̂/2 = cos θ
2
Î − i sin θ

2
n · σ̂,

其中第二个等号用了 (n · σ̂)2 = Î. 转 2π 得到 −Î: 自旋态整体变号, 但射线不变; 这一符

号在干涉实验中可观测 (中子干涉仪), 是自旋 1/2的标志性特征, 其数学根源是 SU(2)对

SO(3) 的双覆盖 (第二篇第 7 节).

4.4 Pauli算符与自旋算符

第二篇建立了 Pauli 矩阵的纯数学性质; 本篇赋予它们物理身份. 在自旋 1/2 的标准基

{|+〉 , |−〉} 下, Pauli 算符是

σ̂1 =

0 1

1 0

 , σ̂2 =

0 −i

i 0

 , σ̂3 =

1 0

0 −1

 ,

自旋算符与 Pauli 算符的关系是

Ŝi = ℏ
2
σ̂i. (4.1)

两者的区别是量纲: Pauli 算符 σ̂i 无量纲 (本征值 ±1), 是” 自旋的方向投影” 的抽象; 自

旋算符 Ŝi 有角动量量纲 (本征值 ±ℏ/2), 是可观测量. 由 [σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k (第二篇) 立即
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得 [Ŝi, Ŝj] = iℏεijkŜk: 自旋算符满足角动量代数.

σ̂3 的本征值与本征态: σ̂3 |±〉 = ± |±〉. 沿任意方向 n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), 算

符 n · σ̂ 的本征旋量为 (解 (n · σ̂ − Î) |χ+〉 = 0)

|χ+〉 =

 cos(θ/2)

eiϕ sin(θ/2)

 , |χ−〉 =

−e−iϕ sin(θ/2)

cos(θ/2)

 ,

对应的投影算符为 P̂n,± = 1
2(Î ± n · σ̂), 满足幂等与正交 (P̂ 2 = P̂ , P̂+P̂− = 0).

4.5 自旋态的几何表示: Bloch球

自旋 1/2 的态空间是二维的, 全部自旋态可以画在一个球面上: Bloch 球. 任意归一化自

旋纯态 (吸收整体相位) 写成

|ψ〉 = cos θ
2

|+〉 + eiϕ sin θ
2

|−〉 , 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π.

两个实参数 (θ, ϕ) 恰好是单位球面上一点的球坐标. 自旋期望值为

〈ψ|σ̂|ψ〉 = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ),

正是该点的单位向量: 态 |ψ〉 的自旋沿方向 n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) 取确定值

+ℏ/2 (n · σ̂ |ψ〉 = |ψ〉). 因此每个纯态对应球面一点; 整体相位不被记录; 两个正交态对应

球面直径的两端.
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σ̂3

σ̂1σ̂2

n = 〈ψ|σ̂|ψ〉

θ

纯态在球面上, 混合态在球内

图 2: Bloch 球: 自旋 1/2 的每个纯态对应球面一点, 坐标 (θ, ϕ) 即自旋方向; 布洛赫向量

r = 〈ψ|σ̂|ψ〉是该点的单位向量. 球面是纯态, 球内是混合态; SU(2)旋转在球面上实现为

刚体旋转. 不要把球面方向误解为粒子真实的经典旋转方向.

更一般地, 由 Pauli 分解 (第二篇第 8.2 节), 任意自旋 1/2 密度算符唯一写成

ρ̂ = 1
2

(Î + r · σ̂), r ∈ R3, ‖r‖ ≤ 1,

布洛赫向量 r = 〈ρ|σ̂|ρ〉. 纯态对应 ‖r‖ = 1 (球面),最大混合态 r = 0 (球心); ρ̂的本征值

(1 ± ‖r‖)/2 保证正性 ‖r‖ ≤ 1. 幺正旋转作用在密度算符上使 r 7→ R(n, θ)r: SU(2) 旋转

在 Bloch 球上就是刚体旋转 (第 5.3 节给出磁场中进动的实例). 必须强调: Bloch 球上的

方向记录的是态的量子信息 (振幅比与相对相位), 不是粒子在空间中的经典旋转方向; 自

旋 1/2 粒子并不绕某轴转动.
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5
自旋的测量与物理表现

5.1 Stern--Gerhlach实验

Stern–Gerhlach (SG) 实验直接揭示自旋的存在. 装置: 银原子炉发出原子束, 穿过非

均匀磁场, 落在感光板上. 非均匀磁场是关键: 均匀磁场只使磁矩进动, 只有场强随位

置变化时, 原子才受到依赖磁矩取向的净力. 磁矩沿 z 方向 (∂Bz/∂z 6= 0) 的梯度力

Fz = µz ∂Bz/∂z 正比于 µz.

炉
原子束

N

S

屏

图 3: Stern–Gerhlach 装置: 银原子束穿过非均匀磁场 (上方 N 极, 下方 S 极, 磁场随位置

变化), 因 µz 只有两个取值而分裂为两束, 在屏上形成两条分离的亮线.

实验结果: 原子束分裂为两束, 而不是连成一片. 银原子基态轨道角动量 ℓ = 0, 轨道磁

矩为零; 若磁矩来自轨道电流, 经典预期 µz 连续分布, 感光板上应是一条连续亮带. 观

测到的两束说明 µz 只能取两个分立值: 自旋沿 z 的投影 Ŝz 只取 ±ℏ/2, 即 s = 1/2,

ms = ±1/2. 推论的链条: 两束 ⇒ 两个取值 ⇒ 2s+ 1 = 2 ⇒ s = 1/2. 这是空间量子化的

最直接证据, 也是自旋作为内禀角动量的操作性定义.

需要强调: SG 装置实现的是投影测量 – 把 n · Ŝ 的两个本征值映射为空间上可分辨的两

束粒子, 测量后原子处于对应的本征态 – 而不是对预先存在的经典自旋方向的被动读取.

验证方式是串联两个取向不同的 SG 装置: 第二个装置对同一批原子的输出依赖第一个

装置的测量结果, 这正是” 测量改变状态” 的量子投影公设的体现.
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5.2 自旋磁矩

自旋角动量与磁矩成正比. 对电子,

µ̂ = −gµB

ℏ
Ŝ, g ≈ 2, (5.1)

其中 µB = eℏ/2me 是 Bohr磁子, g是 g因子 (对电子约为 2,由 Dirac方程预言,实验给出

微小的反常修正). 类比: 轨道磁矩与轨道角动量的关系为 µ̂L = −(e/2me)L̂ = −µBL̂/ℏ

(gL = 1); 自旋的 g = 2 意味着自旋磁矩比同样大小的轨道角动量产生的磁矩大一倍, 这

是反常 Zeeman 效应的根源. 磁矩与角动量的比例系数称为旋磁比 γ = −gµB/ℏ.

自旋磁矩与外磁场 B 的相互作用能为 Ĥint = −µ̂ · B. 对沿 n 方向的均匀磁场 B:

Ĥint = gµBB

2
n · σ̂.

梯度力 F = ∇(µ̂ · B) 依赖磁矩取向, 这正是 SG 实验分裂原子束的机制.

5.3 Larmor进动与二能级系统

磁场中自旋的动力学由 Ĥ = gµBB n · σ̂/2 决定. 时间演化算符为

Û(t) = e−iĤt/ℏ = e−i(gµBBt/2ℏ) n·σ̂,

它正是绕 n 转 Ωt 的自旋旋转算符, 其中

Ω = gµBB

ℏ

是 Larmor 进动角频率 (对电子 g = 2: Ω = 2µBB/ℏ = eB/me). 因此自旋在磁场中绕磁

场方向进动, 进动频率与状态无关: 在 Bloch 球上, 布洛赫向量绕 n 匀速转动 (第 4.5 节),

球面上的几何旋转与磁场中的动力学旋转完全一致. 这是核磁共振与量子计算中单量子

比特旋转的几何图像.

自旋 1/2 的动力学也是二维 Hilbert 空间上的普遍二能级系统. 由 Pauli 分解, 任意二能

级 Hamilton 量写成
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Ĥ = a0Î + a · σ̂,

其中 a0 是整体能量, a 编码两个能级间的耦合. 因此 Pauli 矩阵可以描述任何二能级系

统的动力学, 无论该系统是否与自旋有关 (例如氨分子反转, 量子比特, 两能级原子).

一个重要澄清

”Pauli 矩阵可以描述二能级系统” 并不意味着所有二能级系统都是真实自旋. 自旋是

粒子内禀角动量的物理属性, 由旋转对称性确定其地位; 二能级系统只是数学上同构

于自旋 1/2 的态空间, 其动力学中的 σ̂ 系数 (如 a) 的物理来源各不相同. 区分数学

同构与物理身份, 是本章贯穿始终的原则.
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Part IV

总角动量与角动量合成

本部分把轨道角动量与自旋角动量统一起来: 完整态空间是轨
道空间与自旋空间的张量积, 空间旋转同时作用于两类自由度,
总旋转生成元即总角动量 Ĵ = L̂+ Ŝ;随后把”轨道 +自旋”推
广为任意两个角动量的合成, 建立非耦合表象与耦合表象, 引
入 Clebsch–Gordan系数,并给出 1/2 ⊗ 1/2与 1 ⊗ 1/2两个完整
例子.

内容概要

• 理解完整态空间是张量积空间, L̂ 与 Ŝ 作用在不同自由度上且互相对

易.

• 掌握总角动量 Ĵ = L̂ + Ŝ 是完整空间上空间旋转的生成元, 满足角动
量代数.

• 掌握角动量合成的三角条件 |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 与维数守恒.

• 会推导 1/2 ⊗ 1/2 与 1 ⊗ 1/2 的 Clebsch–Gordan 系数.
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6
轨道角动量,自旋角动量与总角动量

6.1 轨道空间与自旋空间

带自旋粒子的态有两个独立的自由度: 空间坐标自由度与内部自旋自由度. 轨道自由度和

自旋自由度属于不同的 Hilbert 空间: 轨道态空间 Horb (位置或动量表象, 一般无穷维)

与自旋空间 Hspin (有限维, 维数 2s+ 1). 完整态空间是两者的张量积:

H = Horb ⊗ Hspin.

轨道算符 L̂ 作用在第一个因子, 自旋算符 Ŝ 作用在第二个因子, 因此

[L̂i, Ŝj] = 0, i, j = 1, 2, 3 :

作用于不同自由度上的算符互相对易. 一般态是张量积态的叠加, 例如自旋 1/2 粒子的态

可写成

|ψ〉 = |ψ+〉 ⊗ |+〉 + |ψ−〉 ⊗ |−〉 ,

即二分量波函数, 或按位置表象写成 ψ(x) =

ψ+(x)

ψ−(x)

.

6.2 旋转对完整量子态的作用

空间旋转必须同时作用于两类自由度: 坐标按 x 7→ Rx 转动, 自旋分量按 Ûspin(R) 混合.

因此完整旋转算符是两部分的张量积:

Û(R) = Ûorb(R) ⊗ Ûspin(R).
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对二分量波函数, 这给出 ψ′
m(x) = ∑

m′ D
(s)
mm′(R)ψm′(R−1x): 坐标被搬动, 内部指标被 D

矩阵混合. 取无穷小旋转, 由指数形式的乘法结构,

Û(n, dθ) =
(
Î − i

ℏ
dθn · L̂

)
⊗

(
Î − i

ℏ
dθn · Ŝ

)
+O(dθ2) = Î − i

ℏ
dθn · (L̂ + Ŝ) +O(dθ2),

其中交叉项为零 ([L̂i, Ŝj] = 0). 于是完整旋转的生成元自然是两者的和.

6.3 总角动量

Thm. 1 旋转生成元的分解

对同时具有轨道与内部自由度的系统, 空间旋转的生成元是总角动量算符

Ĵ = L̂ + Ŝ

其中 L̂ 是轨道角动量 (外部空间旋转的生成元), Ŝ 是自旋角动量 (内部自由度旋转的

生成元). 由于 L̂ 与 Ŝ 各自满足角动量代数且互相对易, 其和 Ĵ 也满足角动量代数:

[Ĵi, Ĵj] = [L̂i, L̂j] + [Ŝi, Ŝj] = iℏεijk(L̂k + Ŝk) = iℏεijkĴk.

Pf 直接代入: 交叉项 [L̂i, Ŝj] 因作用于不同自由度而为零, 剩下两个对角项的代数.

三种特殊情形: 无自旋粒子的生成元就是轨道角动量 (Ĵ = L̂); 静止的带自旋粒子没有轨

道运动, 生成元就是自旋 (Ĵ = Ŝ); 一般情形两者并存.” 角动量” 一词因此有三种含义: 作

为旋转生成元的总角动量, 它的轨道部分与它的自旋部分. 第 2 节的一般理论对三者同时

成立, 只需要把 Ĵ 换成相应的对象.
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Table 1: 三类角动量的对照

属性 L̂ Ŝ Ĵ

来源 x̂ × p̂ 内禀属性 L̂ + Ŝ

作用自由度 外部空间 (坐标, 动量) 内部自由度 全部自由度

经典对应 有 (L = x × p) 无 部分

量子数 整数 ℓ 整数或半整数 s 整数或半整数 j

角色 轨道旋转生成元 内部旋转生成元 完整旋转生成元

三类对象属于不同的物理对象, 却共享同一条对易关系: 这正是把这条代数抽出来作为一

般角动量理论定义的理由 (第 2 节). 前两篇的” 抽象旋转生成元” 在这里获得完整的物理

意义: 空间旋转 Û(n, θ) = e−iθ n·Ĵ/ℏ 的生成元 Ĵ = L̂ + Ŝ 是完整量子态空间上旋转的生

成元.
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7
一般角动量合成

从” 轨道角动量 + 自旋角动量” 推广到任意两个角动量 Ĵ1 与 Ĵ2: 它们可以是同一个粒

子内部的轨道与自旋, 也可以是两个不同粒子的角动量, 或者同一个系统中两组独立的自

由度. 共同前提是两个角动量互相对易: [Ĵ1i, Ĵ2j] = 0.

7.1 两个角动量系统

设 Ĵ1 与 Ĵ2 分别具有量子数 j1 与 j2 (固定),作用在Hj1 与Hj2 上,维数 2j1 +1与 2j2 +1.

复合 Hilbert 空间是张量积 H = Hj1 ⊗ Hj2 , 维数 (2j1 + 1)(2j2 + 1). 总角动量定义为

Ĵ = Ĵ1 + Ĵ2,

它是复合空间上旋转的生成元. 由 [Ĵ1i, Ĵ2j] = 0 与两个角动量代数, Ĵ 满足角动量代数,

其量子数记作 j (取 |j1 − j2| 到 j1 + j2, 见第 7.3 节).

7.2 非耦合表象

非耦合表象 (uncoupled basis) 用两个角动量各自的量子数描述状态: 直积基

|j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉 ≡ |j1m1; j2m2〉 ,

其中 Ĵ2
1 , Ĵ2

2 , Ĵ1z, Ĵ2z 同时对角: Ĵ1z |j1m1; j2m2〉 = m1ℏ |j1m1; j2m2〉 等. 这组基是正交归

一完备的, 共 (2j1 + 1)(2j2 + 1) 个状态. 物理意义: 在非耦合表象中, 两个角动量分别被

测量, 各自的分量确定.
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7.3 耦合表象

耦合表象 (coupled basis) 改用总角动量及其分量描述状态. 由于 Ĵ2 与 Ĵz 都对角地作用

在 Hj1 ⊗ Hj2 上 (与 Ĵ2
1 , Ĵ2

2 对易), 存在共同本征基 |j1, j2; j,m〉, 满足

Ĵ2 |j1, j2; j,m〉 = j(j + 1)ℏ2 |j1, j2; j,m〉 , (7.1)

Ĵz |j1, j2; j,m〉 = mℏ |j1, j2; j,m〉 . (7.2)

Prop. 1 三角条件与维数守恒

给定 j1, j2, 总角动量量子数 j 取

j = |j1 − j2|, |j1 − j2| + 1, . . . , j1 + j2,

且维数守恒:
j1+j2∑

j=|j1−j2|
(2j + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1).

Pf 在非耦合基中, m = m1 + m2 (因为 Ĵz = Ĵ1z + Ĵ2z), 其中 m1 = −j1, . . . , j1, m2 =

−j2, . . . , j2. 对固定的 m, 满足 m1 + m2 = m 的组合数 N(m) 随 |m| 从 j1 + j2 递减到

|j1 − j2| 再保持 (梯形分布): |m| ≤ j1 + j2 且 |m| ≥ |j1 − j2| 不可能有状态, 而每个耦合多

重态贡献 2j + 1 个 m 值. 由多重态个数与 m 值数目的对应 (最高 m = j1 + j2 属于且仅

属于 j = j1 + j2 的多重态, 逐级往下扣除), j 恰好取上述值. 维数守恒由算术级数求和验

证: ∑j1+j2
j=|j1−j2|(2j + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1) (两端各 (2j1 + 1)(2j2 + 1) 个 m 值, 中间梯形;

直接求和即得).

三角条件 |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 是角动量合成的核心结论: 两个角动量合成时, 总角动量

的大小被限制在两者之和与两者之差之间.

7.4 Clebsch--Gordan系数

两组基都是 Hj1 ⊗ Hj2 上的正交归一完备基, 故耦合基可由非耦合基展开:
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|j1, j2; j,m〉 =
∑

m1,m2

Cj1 j2 j
m1 m2 m |j1m1; j2m2〉 , Cj1 j2 j

m1 m2 m := 〈j1m1; j2m2|j1, j2; j,m〉 .

(7.3)

系数 Cj1 j2 j
m1 m2 m 称为 Clebsch–Gordan (CG) 系数. 它们为什么出现: 两组基分别使不同的

算符组对角 (非耦合: Ĵ1z, Ĵ2z; 耦合: Ĵz, Ĵ
2), 任何状态可以按任一组基展开, 变换系数即

CG 系数. 基本性质:

• 选择定则: 由 Ĵz = Ĵ1z + Ĵ2z, 系数在 m 6= m1 +m2 时为零;

• 三角条件: 系数在 j 不满足 |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 时为零;

• 正交归一: 按耦合指标
∑

m1,m2 C
j1j2j
m1m2mC

j1j2j′

m1m2m′ = δjj′δmm′ 与按非耦合指标∑
jm C

j1j2j
m1m2mC

j1j2j
m′

1m′
2m = δm1m′

1
δm2m′

2
;

• 相位约定: 常取 CG 系数为实数 (Condon–Shortley 约定).

Eg. 1 两个自旋 1/2 的合成: j1 = j2 = 1
2

非耦合基 {|++〉 , |+−〉 , |−+〉 , |−−〉} (|±±〉记
∣∣∣1

2 ,±
1
2

〉
⊗

∣∣∣1
2 ,±

1
2

〉
). 耦合量子数 j = 1, 0.

从最高态出发用降算符构造:

|1, 1〉 = |++〉 , |1, 0〉 = |+−〉 + |−+〉√
2

, |1,−1〉 = |−−〉 ,

构成自旋三重态 (对称组合); 与 |1, 0〉 正交的

|0, 0〉 = |+−〉 − |−+〉√
2

构成自旋单态 (反对称组合). 验证 |1, 0〉: 由 Ĵ− |1, 1〉 = ℏ
√

2 |1, 0〉 = (Ĵ1− +

Ĵ2−) |++〉 = ℏ(|−+〉 + |+−〉), 除 ℏ
√

2 即得; |1,−1〉 同理. |0, 0〉 与 |1, 0〉 正交且

m = 0, 归一化即得. 三重态与单态在交换两个粒子下分别对称与反对称, 这将在全同

粒子理论中起关键作用.

Eg. 2 轨道角动量与自旋 1/2 的合成: j1 = 1, j2 = 1
2

耦合量子数 j = 3
2 ,

1
2 . 取 |j1m1〉 |±〉 的简写. 从最高态

∣∣∣3
2 ,

3
2

〉
= |1, 1〉 |+〉 出发, 用
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Ĵ− = L̂− + Ŝ−:

Ĵ−

∣∣∣∣32 , 3
2

〉
= ℏ

√
3

∣∣∣∣32 , 1
2

〉
= ℏ

√
2 |1, 0〉 |+〉 + ℏ |1, 1〉 |−〉 ,

故
∣∣∣3

2 ,
1
2

〉
=

√
2
3 |1, 0〉 |+〉 +

√
1
3 |1, 1〉 |−〉. 继续作用得

∣∣∣3
2 ,−

1
2

〉
=

√
1
3 |1,−1〉 |+〉 +√

2
3 |1, 0〉 |−〉,

∣∣∣3
2 ,−

3
2

〉
= |1,−1〉 |−〉. 与

∣∣∣3
2 ,

1
2

〉
正交且 m1 + m2 = 1

2 的组合给出 j = 1
2

的多重态:

∣∣∣∣12 , 1
2

〉
=

√
1
3

|1, 0〉 |+〉 −
√

2
3

|1, 1〉 |−〉 ,
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
=

√
2
3

|1,−1〉 |+〉 −
√

1
3

|1, 0〉 |−〉 .

这组系数在自旋–轨道耦合问题 (第 10.3 节) 中直接使用.

7.5 与群表示的联系

角动量合成在群表示论中有精确的对应.两个角动量系统构成复合空间上的旋转表示, 它

是两个不可约表示的张量积: D (j1) ⊗ D (j2). 张量积表示一般是可约的; 它在固定 j 的不可

约空间上的分解正是

D (j1) ⊗ D (j2) =
j1+j2⊕

j=|j1−j2|
D (j),

角动量合成对应张量积表示分解为不可约表示, 而 Clebsch–Gordan 系数正是把直积基换

成不可约基的变换矩阵: |j1, j2; j,m〉 张成的空间 Hj 是张量积空间中的不变子空间. 第

二篇的表示论基础足够支持这一对应, 本篇不展开更一般的表示论.
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Part V

算符的旋转性质与选择定则

本部分为选择定则准备工具: 定义标量算符与矢量算符及其与
角动量的对易关系, 引入球分量与球张量算符, 陈述 Wigner–
Eckart 定理 (旋转对称性把矩阵元中的几何部分与动力学部分
分离), 导出角动量选择定则, 并与宇称选择定则结合.

内容概要

• 掌握标量算符与矢量算符的定义, 会用对易关系判断算符的旋转性质.

• 理解球分量的定义及其与升降结构的联系.

• 理解 Wigner–Eckart 定理的内容: 矩阵元的 m 依赖由 CG 系数给出,
动力学信息集中在约化矩阵元.

• 会导出角动量选择定则并懂得与宇称选择定则配合使用.
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8
角动量与算符的旋转性质

选择定则研究” 什么跃迁可以发生”,它由初末态的性质与跃迁算符的旋转性质共同决定.

本部分先建立算符在旋转下的变换理论.

8.1 标量算符与矢量算符

Def. 1 标量算符与矢量算符

算符 Ŝ 称为标量算符, 若它在旋转下不变:

Û(R)Ŝ Û(R)† = Ŝ 对一切R ∈ SO(3);

三个算符 V̂1, V̂2, V̂3 称为矢量算符 V̂ , 若它们在旋转下按经典矢量规则混合:

Û(R)V̂i Û(R)† =
∑

j

RijV̂j.

由无穷小旋转展开,变换性质等价于与生成元的对易关系: 标量算符满足 [Ŝ, Ĵi] = 0; 矢量

算符满足

[V̂i, Ĵj] = iℏ εijkV̂k. (8.1)

Pf 对矢量算符: 取无穷小旋转 Û(n, dθ) = Î − i
ℏ

dθn · Ĵ , 并展开经典矩阵 R(n, dθ)ij =

δij + dθ εikjnk +O(dθ2) (第一篇), 代入定义比较一阶项, 得 [n · Ĵ , V̂i] = iℏ(n × V̂ )i, 对三

个方向分别取值即得(8.1). 标量情形取 Rij = δij.

例: 位置 x̂, 动量 p̂, 轨道角动量 L̂, 自旋 Ŝ 都是矢量算符; p̂2, x̂2, Ĵ2, L̂ · Ŝ 是标量算符.

判断方法: 与 Ĵ 的对易关系 (或直接看其在旋转下的行为).
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8.2 球分量

在角动量理论中, 把 Cartesian分量改写为球分量 (spherical components)极其有用. 对矢

量算符 V̂ 定义

V̂+1 := − V̂x + iV̂y√
2

, V̂−1 := V̂x − iV̂y√
2

, V̂0 := V̂z.

由(8.1) 直接计算, 球分量与角动量的对易关系为

[Ĵz, V̂q] = qℏ V̂q, [Ĵ±, V̂q] = ℏ
√

(1 ∓ q)(2 ± q) V̂q±1, q = +1, 0,−1.

Pf 第一条: [Ĵz, V̂x] = iℏV̂y, [Ĵz, V̂y] = −iℏV̂x, 代入球分量定义即得 [Ĵz, V̂+1] = ℏV̂+1,

[Ĵz, V̂−1] = −ℏV̂−1, [Ĵz, V̂0] = 0. 第二条由 Ĵ± 与 V̂x, V̂y 的对易关系展开, 系数 q = +1:

[Ĵ+, V̂+1] = ℏ
√

2 V̂0 等; 直接代入并整理即得.

球分量之所以有用: 第一条说明 V̂q 把 Ĵz 的本征值改变 qℏ – 与升降算符的作用平行; 第

二条说明 Ĵ± 作用在 V̂q 上按与 |j,m〉 阶梯相同的系数改变 q. 于是矢量算符的球分量像”

角动量为 1 的对象” 一样变换, 这使旋转下的计算 (如选择定则) 大为简化.

8.3 球张量算符

把球分量推广到更高阶:

Def. 2 球张量算符

一组 2k + 1 个算符 T̂ (k)
q (q = −k, . . . , k) 称为秩为 k 的球张量算符 (irreducible tensor

operator), 若满足

[Ĵz, T̂
(k)
q ] = qℏ T̂ (k)

q , [Ĵ±, T̂
(k)
q ] = ℏ

√
k(k + 1) − q(q ± 1) T̂ (k)

q±1,

等价地, 在旋转下按不可约表示变换: Û(R)T̂ (k)
q Û(R)† = ∑

q′ D
(k)
q′q (R)T̂ (k)

q′ .

例: 标量算符是 k = 0 的球张量 (T̂ (0)
0 = Ŝ); 矢量算符的球分量构成 k = 1 的球张量

(T̂ (1)
q = V̂q); 两个矢量可以构造 k = 0, 1, 2 的张量 (例如 T̂ (2)

q 来自 V̂iŴj 的无迹对称组合,

T̂ (1)
q ∝ (V̂ × Ŵ )q, T̂ (0)

0 ∝ V̂ · Ŵ ). 电偶极算符 x̂ 是 k = 1 球张量, 四极算符是 k = 2 球
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张量. 本篇只介绍选择定则需要的基本思想, 不深入一般张量表示理论.
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9
Wigner--Eckart定理与选择定则

9.1 Wigner--Eckart定理的思想

考虑矩阵元
〈
j′,m′

∣∣∣T̂ (k)
q

〉
j,m: 它依赖六个指标 j′,m′, k, q, j,m. 旋转对称性对此施加很强

的约束: 整个态 |R〉-变换与算符的变换由表示矩阵给出, 而矩阵元在旋转下必须不变 (内

积的旋转不变性). 对固定的 j′, k, j, 满足这些变换性质的 m′, q,m 依赖只能来自一个对

象: Clebsch–Gordan 系数 (第 7.4 节). 由此得到 Wigner–Eckart 定理:

Thm. 1 Wigner–Eckart 定理

设 T̂ (k)
q 是秩 k 的球张量算符. 则矩阵元分解为几何部分与动力学部分:

〈
j′,m′

∣∣∣T̂ (k)
q

〉
j,m = 1√

2j′ + 1
〈
j′

∣∣∣‖T̂ (k)‖
〉
j Cj k j′

m q m′ , (9.1)

其中
〈
j′

∣∣∣‖T̂ (k)‖
〉
j 称为约化矩阵元 (reduced matrix element), 与 m′, q,m 无关.

定理的要点: 旋转对称性把矩阵元中的”几何部分”与”具体动力学部分”分离. 几何部分

(CG 系数) 完全由角动量结构决定, 对一切系统相同; 动力学部分 (约化矩阵元) 携带算符

与系统的具体信息 (势场, 波函数的径向部分等), 且对同一 j′, k, j 只需计算一次. 这使一

族 2k + 1 个矩阵元 m′ 的全部依赖关系归结为一个数. 本篇不给出定理的严格群表示证

明, 只使用它的结论.

9.2 角动量选择定则

由 Wigner–Eckart 定理与 CG 系数的性质, 立即得到选择定则. 矩阵元
〈
j′,m′

∣∣∣T̂ (k)
q

〉
j,m

非零的必要条件是:

• 磁量子数定则: m′ = m+ q (CG 系数在 m′ 6= m+ q 时为零);

• 三角条件: |j − k| ≤ j′ ≤ j + k, 即 ∆j 被限制在 [−k, k] 内.
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对电偶极跃迁, 算符是 x̂ (k = 1 球张量), 故

∆m = 0, ±1; ∆j = 0, ±1, 但j = j′ = 0 禁止.

(j = 0 → j′ = 0 禁止: k = 1 的三角条件 |0 − 1| ≤ j′ ≤ 0 + 1 给出 j′ = 1, 不含

j′ = 0.) 这些定则来自旋转结构本身, 与具体系统无关: 无论氢原子, 原子还是分子, 只要

跃迁算符是偶极型, 定则同样成立. 不同类型算符对应不同选择定则: 四极 (k = 2) 允许

∆j = 0,±1,±2; 标量 (k = 0) 只允许 ∆j = 0, ∆m = 0.

选择定则只给出必要条件: 满足定则的跃迁只是” 被允许”, 实际强度由约化矩阵元 (动力

学) 决定, 可能为零. 这正是” 几何与动力学分离” 的实际意义: 定则回答” 哪些不可能”,

强度回答” 可能性多大”.

9.3 与宇称选择定则的结合

角动量选择定则来自旋转结构, 宇称选择定则来自空间反演结构 (宇称一章): 电偶极算符

x̂在空间反演下变号 (奇宇称), 而初末态的宇称量子数分别为 πi 与 πf . 矩阵元 〈f |x̂〉 i在

反演下不变 (可观测量), 故

πf πx̂ πi = +1, πx̂ = −1, =⇒ πf = −πi :

电偶极跃迁要求初末态宇称相反. 实际跃迁往往同时受到两类对称性的限制: 角动量定则

(∆j = 0,±1; ∆m = 0,±1) 来自旋转结构, 宇称定则 (π 相反) 来自反演结构, 两者联合决

定允许的跃迁. 例如原子 s → p 跃迁 (ℓ = 0 → ℓ = 1): 角动量定则允许 (∆ℓ = 1), 宇称定

则也允许 (球谐函数的宇称为 (−1)ℓ, s 与 p 宇称相反); 而 s → s 跃迁被两条定则同时禁

止. 磁偶极跃迁的算符是轴矢量 (L̂ + 2Ŝ, 偶宇称), 要求初末态宇称相同, 定则结构不同 –

两类跃迁因此可以区分.
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Part VI

典型物理应用与全篇总结

本部分用前面的角动量理论解释具体量子系统: 氢原子与中心
势 (旋转对称性,球谐函数,能级与角动量), Zeeman效应 (磁矩,
外磁场破缺旋转对称性, 磁量子数分裂), 自旋–轨道耦合 (L–S
耦合, 总角动量成为好量子数), 以及原子中角动量耦合的 LS
与 jj 耦合概述; 最后把三篇串成统一逻辑链.

内容概要

• 掌握氢原子/中心势问题中角动量量子数与简并度的角色.

• 掌握正常 Zeeman 效应: 外磁场破缺 SO(3) 为 SO(2), 能级按 m 分裂.

• 掌握自旋–轨道耦合: L̂ · Ŝ 是标量, 总角动量守恒, 好量子数 j,mj, 以
及精细结构分裂.

• 理解 LS 耦合与 jj 耦合的基本思想, 并能复述三篇统一的逻辑链.
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10
典型物理应用

10.1 氢原子与中心势

氢原子 (以及一般的中心势场)是角动量理论最直接的应用. Hamilton量为 Ĥ = p̂2/2m+

V (r), V (r) = −e2/r 只依赖距离, 系统具有完整旋转对称性: [L̂, Ĥ] = 0, 轨道角动量守恒

(第 3.5 节). 定态按好量子数 n, ℓ,m 分类:

ψnℓm(x) = Rnℓ(r)Yℓm(θ, ϕ),

其中 Yℓm 是球谐函数 (角向部分对所有中心势相同), Rnℓ 满足径向方程 (第 3.5 节), 其解

由束缚条件与库仑势给出: 能级

En = −13.6 eV
n2 , n = 1, 2, 3, . . . ,

且对给定 n: ℓ = 0, 1, . . . , n−1,每个 ℓ有 2ℓ+1重 m简并. 能级的简并度 ∑n−1
ℓ=0 (2ℓ+1) =

n2: 旋转对称性保证对 m 的 (2ℓ + 1) 重简并, 库仑势的额外对称性 (SO(4), Runge–Lenz

矢量) 再带来对 ℓ 的简并. 第 9 节的选择定则在此适用: 电偶极跃迁要求 ∆ℓ = ±1,

∆m = 0,±1, 且宇称相反 (s, p, d 分层的跃迁规则). 氢原子能谱与光谱完全由角动量理论

+ 库仑径向方程决定, 是” 旋转对称性 – 角动量结构” 主线的标准范例.

10.2 Zeeman效应

Zeeman 效应: 原子置于均匀外磁场中, 能级分裂. 磁场引入方向, 破坏完整旋转对称性.

正常 Zeeman 效应 (忽略自旋, 或自旋为零): 磁矩为 µ̂ = −µBL̂/ℏ (第 5.2 节, gL = 1). 磁

场沿 z 方向, 相互作用 ĤB = −µ̂ · B = (µBB/ℏ)L̂z. 总 Hamilton 量 Ĥ = Ĥ0 + ĤB 与 L̂z

对易 ([L̂z, ĤB] = 0), 但不再与 L̂x, L̂y 对易: 对称性从 SO(3) 退化为绕 z 轴的 SO(2), 守

恒量从 L̂ 退化为 L̂z, mℓ 成为好量子数而 ℓ 仍好 ([L̂2, Ĥ] = 0). 能级
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Enℓm = E
(0)
nℓ + µBBmℓ,

每条 ℓ 能级分裂为 2ℓ+ 1 条等间距 (间距 µBB) 的谱线; 选择定则 ∆mℓ = 0,±1 给出三条

Zeeman 分量. 正常 Zeeman 效应中, 磁场完全打破 m 简并, 但保留 ℓ 简并.

反常 Zeeman 效应 (含自旋): 总磁矩 µ̂ = −(µB/ℏ)(L̂ + 2Ŝ) (gL = 1, gS ≈ 2 不同), 磁矩

不与 Ĵ 平行 (旋磁比不同), 磁场中的能级分裂依赖 g 因子与 j: E = E(0) + gjµBBmj, 其

中 Landé 因子 gj 由角动量合成导出 (第 7.4 节系数). 反常 Zeeman 效应说明: 自旋的存

在通过磁矩进入能谱, 而好量子数由对称性决定: 磁场保留绕 z 轴的旋转对称性, 故 mj

是好量子数.

原能级

mℓ = +1

mℓ = 0

mℓ = −1

µBB

B 6= 0: 磁场破缺旋转对称性到 SO(2)

图 4: 正常 Zeeman 效应: 外磁场沿 z 方向时, ℓ = 1 能级按 mℓ 分裂为等间距的三条, 间

距 µBB; 对称性从 SO(3) 退化为绕 z 轴的 SO(2), mℓ 成为好量子数.

10.3 自旋--轨道耦合

电子在原子中绕核运动, 在电子静止系中看到核绕电子运动, 产生磁场, 与电子自旋磁矩

相互作用: 自旋–轨道耦合. 其形式为 (Thomas 因子的相对论修正后)

ĤSO = ξ(r) L̂ · Ŝ,

其中 ξ(r) 依赖径向势. 关键观察: L̂ · Ŝ 是标量算符 (第 8.1 节), 在整体旋转下不变, 因此

自旋–轨道耦合不破坏旋转对称性; 但 L̂ 与 Ŝ 各自不再守恒 ([L̂, ĤSO] 6= 0, [Ŝ, ĤSO] 6= 0),

轨道与自旋角动量互相交换. 守恒量是总角动量:
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[Ĵ , ĤSO] = 0, Ĵ = L̂ + Ŝ,

因为 L̂ · Ŝ 与 Ĵ 对易: L̂ · Ŝ = (Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2)/2, 三个平方算符都与 Ĵ 对易. 于是好量子

数从 (ℓ,mℓ, s,ms) 换成 (j,mj): 耦合表象 (第 7.3 节) 是实际问题需要的表象, 非耦合表

象中状态按 |j1m1; j2m2〉 展开, 而耦合基 |j1j2; jm〉 由 CG 系数联系 (第 7.4 节, 1 ⊗ 1
2 的

例子直接适用).

能级分裂: 在固定 ℓ, s 的空间内, L̂ · Ŝ 的本征值为

ℏ2

2
[
j(j + 1) − ℓ(ℓ+ 1) − s(s+ 1)

]
,

每个 j 的多重态 (2j + 1 重 mj 简并) 整体移动. 对 ℓ = 1, s = 1
2 : j = 3

2 与 j = 1
2 两个能

级, 间隔正比于 ξ(r) 的期望值, 比值 2 : 1 (精细结构). 例如钠的 3p 能级分裂为 3p3/2 与

3p1/2, 对应钠 D 双线 (D2, D1).

无耦合
j = 3

2 (4 重)

j = 1
2 (2 重)

∝ ξ

自旋–轨道耦合: 好量子数变为 j, mj

图 5: 自旋–轨道耦合的精细结构: ℓ = 1, s = 1
2 的能级分裂为 j = 3

2 与 j = 1
2 两个多重态,

简并度分别为 4 与 2; 分裂由 L̂ · Ŝ 的本征值决定, 间隔比 2 : 1.

10.4 原子中的角动量耦合

多电子原子的角动量耦合有两种极端方案, 取决于电子间的静电作用与自旋–轨道耦合的

相对强弱.

LS 耦合 (轻原子): 自旋–轨道耦合弱于电子间静电作用, 先把各电子的轨道角动量与自旋

分别合成: L̂ = ∑
i ℓ̂i, Ŝ = ∑

i ŝi, 再由第 7 节的合成规则得到总角动量 Ĵ = L̂ + Ŝ, 量子

数 L, S, J (Russell–Saunders 记号 2S+1LJ). 对给定 L, S, J 取 |L− S|, . . . , L+ S; 自旋–轨

道耦合再按 ∝ J(J + 1) − L(L+ 1) − S(S + 1) 分裂 (Landsé 间隔定则).

jj 耦合 (重原子): 自旋–轨道耦合强于电子间静电作用, 先把每个电子的轨道与自旋合成

ĵi = ℓ̂i + ŝi, 再把各电子的 ĵi 合成总角动量 Ĵ = ∑
i ĵi.
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两种方案都是第 7 节一般合成规则的应用: 合成顺序由相互作用的相对强弱决定, 好量子

数由实际 Hamilton 量的对称性决定. 本篇只概述这两种耦合的思想, 具体的原子光谱分

析属于原子物理课程.
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11
全篇总结

三篇讲义构成一条完整的逻辑链,每一篇回答一个问题:

1. 第一篇《三维空间旋转与 SO(3)》: 空间旋转本身具有怎样的数学结构? 三维空间旋

转 → SO(3) → 无穷小旋转 → 生成元 → so(3) → [Gi, Gj] = εijkGk → eθ n·G.

2. 第二篇三空间旋转在 Hilbert 空间中的表示》: 这种旋转结构如何进入量子力学的

Hilbert 空间? SO(3) → 群表示 → Û(R) → 无穷小生成元 → Lie 代数表示 → SU(2)

→ 二维表示 → Pauli 矩阵与 S 型生成元.

3. 本篇: 这些抽象旋转生成元在真实量子系统中具有怎样的角动量物理意义? 抽象旋

转生成元 → 一般角动量理论 → 轨道角动量与自旋角动量 → 总角动量 → 角动量合

成 → 选择定则 → 具体量子系统.

本篇的主线回顾. 第 1节把旋转生成元赋予角动量的物理意义: 旋转对称性产生角动量守

恒, 生成元自伴因而是可观测量. 第 2 节建立一般角动量理论: 从代数 [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk

出发, 用升降算符与范数非负性推出本征值 ℏ2j(j + 1) 与 mℏ, 量子化条件 j = 0, 1
2 , 1, . . .,

以及固定 j 的 2j+1个状态构成旋转群的不可约表示. 第 3节给出轨道角动量: L̂ = x̂×p̂

是外部空间旋转的生成元, 本征函数是球谐函数, 单值性迫使 ℓ 为整数. 第 4–5 节给出自

旋: 内部自由度的旋转生成元, SU(2) 的不可约表示, 自旋 1/2 的 Pauli 算符与 Bloch 球,

Stern–Gerhlach 实验, 磁矩与 Larmor 进动. 第 6 节把两者统一: 完整态空间上旋转的生

成元是总角动量 Ĵ = L̂ + Ŝ. 第 7 节建立一般角动量合成: 三角条件, Clebsch–Gordan 系

数, 张量积表示的分解. 第 8–9 节研究算符的旋转性质与选择定则: Wigner–Eckart 定理

把矩阵元分离为几何与动力学两部分, 角动量定则与宇称定则联合限制跃迁. 第 10 节用

氢原子, Zeeman 效应与自旋–轨道耦合验证了全部理论.

三篇共同的原则始终不变: 一切角动量结构都来自” 旋转对称性 – 生成元 – 对易代数” 这

条主线, 具体系统只是这条主线的物理实现.
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