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指数算符与 BCH 公式 目录

导言

量子力学的物理内容全部由态矢量、算符与内积承载,而大量计算结果最终归结为对算符
取指数: 时间演化算符 Û(t) = e−iĤt/ℏ, 空间平移算符 e−iap̂/ℏ, 空间旋转算符 e−iĴ ·n̂ θ/ℏ, 相
干态的位移算符 D̂(α) = eαâ†−α∗â, Weyl 算符 ei(ux̂+vp̂) 等等. 因此, 指数算符的展开、合并
与近似, 是贯穿量子力学的基本演算.
本讲义集中研究三个互相联系的公式. 对普通数 a, b, 指数公式 ea+b = eaeb 之所以成立,
是因为乘法交换 ab = ba; 算符乘法一般不可交换, 于是同样的问题变成: 指数算符的公式
应如何修正? 三个公式分别回答三个问题.
第一个公式回答” 何时可以不加修正”. 若

[
Â, B̂

]
= 0, 则

eÂ+B̂ = eÂeB̂.

第二个公式回答” 乘积如何合并”. 即使
[
Â, B̂

]
̸= 0, 乘积 eÂeB̂ 仍可写成单个指数, 其指

数由嵌套对易子逐阶修正, 这就是 Baker–Campbell–Hausdorff (BCH) 公式.

第三个公式回答”共轭如何展开”. 形如 eÂB̂e−Â 的表达式 (海森堡绘景、幺正变换、平移)
可按对易子

[
Â, ·

]
的嵌套作用展开, 这就是 Baker–Hausdorff 引理.

三个公式在概念上由浅入深, 同属一条理论链. 但推导的顺序与概念的顺序略有不同:
BCH 公式的证明要用到 Baker–Hausdorff 引理, 因此本讲义在第二部分独立处理可交换
情形,第三部分证明引理,第四部分用它证明 BCH公式,第五部分再把三者放在一起对照
总结. 每一部分都按” 使用前提、陈述、推导证明、例子” 的次序展开, 其中” 使用前提”
是本讲义的叙述重点: 一个公式在什么条件下可以使用, 条件不满足时会发生什么, 都单
独用方框列出.

符号与约定

算符一律戴帽: Â, B̂, X̂, Î, Ĥ, p̂, x̂ 等, 其中 Î 是单位算符, 幺正与自伴算符分别写作”
幺正”” 自伴”. 对易子写作

[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â, 伴随作用写作 adÂ(X̂) =

[
Â, X̂

]
, 其 n

次幂 adn
Â(X̂) 表示 n 重嵌套对易子. 虚数单位、自然对数的底、圆周率与微分号分别

写作 i, e,π, d. Hilbert 空间写作 H ; 右矢与左矢写作 |ψ⟩ 与 ⟨ϕ|, 内积写作 ⟨ϕ|ψ⟩. 文
中出现的参数 a, b, s, t, λ 均为标量, 不戴帽. 除特别说明外, Â, B̂ 指矩阵或有界算符;
对无界算符, 全部等式在形式幂级数意义下理解.
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Part I

动机与准备

本部分说明为什么普通数的指数公式在算符情形失效, 建立指
数算符的定义并写清其” 可指数化” 前提, 引入对易子与伴随
作用 ad, 最后用一张逻辑图给出三个公式的总体关系.

内容概要

• 理解指数算符的定义与” 可指数化” 这一共同前提.

• 掌握对易子与伴随作用 ad 的性质 (反对称性, Jacobi 恒等式, Leibniz
法则).

• 建立三个公式的逻辑关系图, 明白它们为何是同一思想的三个层次.



指数算符与 BCH 公式 为什么普通指数公式会失效

1
为什么普通指数公式会失效

对普通数 a, b,指数函数满足
ea+b = eaeb, (1.1)

例如 e2+3 = e2e3. 这个式子成立的根源在于乘法交换律 ab = ba: 二项式展开 (a + b)n =∑
k

(
n
k

)
akbn−k 时, 要把 a 的因子挪到 b 的因子前面, 而这对普通数不需要改变任何顺序.

量子力学中, 算符的乘法一般不可交换, ÂB̂ ̸= B̂Â. 于是必须追问:

eÂ+B̂ ?= eÂeB̂. (1.2)

答案一般是否定的. 差异全部来自” 顺序”: eÂeB̂ 中 Â 与 B̂ 的因子交错排布, 无法直接按
eÂ+B̂ 的幂级数重新排列; 而顺序的错乱, 恰好由对易子

[
Â, B̂

]
度量. 这正是整个理论链

的起点:

• 若
[
Â, B̂

]
= 0, 顺序无关紧要, 公式(1.1) 原样搬过来.

• 若
[
Â, B̂

]
̸= 0, 乘积 eÂeB̂ 只能写成某个新指数的形式, 其指数是 A,B 与嵌套对易子

的级数, 即 BCH 公式.
• 与” 乘积合并” 对偶的问题是” 共轭展开”: eÂB̂e−Â 如何展开, 即 Baker–Hausdorff 引
理.

三者不是三个孤立的公式, 而是” 用对易子修正非交换性” 这一思想在不同问题上的体现:
合并两个指数需要修正, 展开共轭作用也需要修正, 修正量全部是嵌套对易子.
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指数算符与 BCH 公式 指数算符的定义与使用前提

2
指数算符的定义与使用前提

Def. 1 指数算符

设 Â 是复数域上的向量空间 (或 Hilbert 空间 H ) 上的矩阵或有界算符. 定义

eÂ =
∞∑

n=0

Ân

n!
= Î + Â+ Â2

2!
+ Â3

3!
+ · · · , (2.1)

级数在算符范数下绝对收敛, 称 eÂ 为 Â 的指数算符 (operator exponential).

Pf 由
∥∥∥Ân

∥∥∥ ≤
∥∥∥Â∥∥∥n

得
∑

n

∥∥∥Ân
∥∥∥/n! ≤ ∑

n

∥∥∥Â∥∥∥n
/n! = e∥Â∥ < ∞, 故级数绝对收敛, 且∥∥∥eÂ

∥∥∥ ≤ e∥Â∥.

哪些算符可以取指数? 这是三个公式共同的” 前提中的前提”, 归纳如下:

可指数化的含义

1. 矩阵或有界算符:级数(2.1) 直接定义, 无需任何附加条件.
2. 无界自伴算符:通过谱演算 (或 Stone 定理) 定义 eiÂ 为幺正算符, 例如量子力学
中的时间演化算符 e−iĤt/ℏ. 本讲义不展开泛函分析细节, 仅在有界或形式的意义
下使用.

3. 形式幂级数:当只关心级数系数时, 对” 好” 的算符 (如 Fock 空间上的升降算符
â, â†) 可以按形式幂级数运算, 收敛性由具体问题保证.

Prop. 1 指数算符的基本性质

设 Â, B̂ 可指数化.
1. e0 = Î; eÂ 可逆, 且 (eÂ)−1 = e−Â.
2. 对任意参数 t, d

dt
etÂ = ÂetÂ = etÂÂ.

3. 对矩阵 Â, det
(
eÂ
)

= etr Â.

Pf 第 1 条: 把两个级数相乘并按 Cauchy 乘积重组, 用 Â 与 −Â 对易时的二项式展开,

eÂe−Â =
∞∑

n=0

n∑
k=0

Âk(−Â)n−k

k!(n− k)!
=

∞∑
n=0

1
n!

(Â− Â)n = e0 = Î ,

其中合并幂的这一步与第二部分将研究的公式一是同一个机制. 第 2 条: 对(2.1) 逐项求
导, d

dt
etÂ = ∑

n≥1
tn−1

(n−1)!Â
n = ÂetÂ. 第 3 条: 若 Â 可对角化, Â = ŜΛ̂Ŝ−1, 则 eÂ = ŜeΛ̂Ŝ−1,

两边取行列式得 det
(
eÂ
)

= det
(
eΛ̂
)

= ∏
i eλi = e

∑
i

λi = etr Â; 对不可对角化的情形, 注意
到两边都是 Â 的连续函数而可对角化矩阵在全体矩阵中稠密, 结论由连续性延拓.
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指数算符与 BCH 公式 对易子与伴随作用

3
对易子与伴随作用

Def. 1 对易子

两个算符 Â, B̂ 的对易子 (commutator) 定义为[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â. (3.1)

若
[
Â, B̂

]
= 0, 称 Â 与 B̂ 对易; 否则称不对易.

Prop. 1 对易子的基本性质

1. 双线性: 对任意标量 α, β,
[
αÂ+ βÂ′, B̂

]
= α

[
Â, B̂

]
+ β

[
Â′, B̂

]
, 第二变元同理.

2. 反对称性:
[
B̂, Â

]
= −

[
Â, B̂

]
; 特别地

[
Â, Â

]
= 0.

3. Jacobi 恒等式: [
Â,
[
B̂, Ĉ

]]
+
[
B̂,
[
Ĉ, Â

]]
+
[
Ĉ,
[
Â, B̂

]]
= 0. (3.2)

4. Leibniz 法则:
[
Â, B̂Ĉ

]
=
[
Â, B̂

]
Ĉ + B̂

[
Â, Ĉ

]
.

Pf 第 1, 2 条直接由定义(3.1) 展开. 第 3 条: 把三个对易子全部展开, 共得六项, 逐项
相消即可; 例如第一项展开为 ÂB̂Ĉ − ÂĈB̂ − B̂ĈÂ + ĈB̂Â, 第二项为 B̂ĈÂ − B̂ÂĈ −
ĈÂB̂ + ÂĈB̂, 第三项为 ĈÂB̂ − ĈB̂Â − ÂB̂Ĉ + B̂ÂĈ, 三项相加各项恰好两两相消. 第
4 条: 两边同时展开, 左边 = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ, 右边 = (ÂB̂ − B̂Â)Ĉ + B̂(ÂĈ − ĈÂ) =
ÂB̂Ĉ − B̂ÂĈ + B̂ÂĈ − B̂ĈÂ, 相等.

Def. 2 伴随作用

固定 Â, 称线性映射
adÂ(X̂) =

[
Â, X̂

]
(3.3)

为 Â 的伴随作用 (adjoint action), 亦称伴随表示. 记 ad0
Â(X̂) = X̂, adn

Â(X̂) =
adÂ

(
adn−1

Â
(X̂)

)
, 则

adn
Â(X̂) =

[
Â,
[
Â, · · ·

[
Â, X̂

]
· · ·
]]

︸ ︷︷ ︸
n 个 Â

称为嵌套对易子, 是后面所有公式的” 原料”.
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指数算符与 BCH 公式 对易子与伴随作用

Prop. 2 伴随作用的性质

1. adÂ 是导子: adÂ(X̂Ŷ ) = adÂ(X̂)Ŷ + X̂ adÂ(Ŷ ).
2. ad 是李代数同态: ad[Â,B̂] = [adÂ, adB̂], 其中右边的对易子是线性映射的对易子.

Pf 第 1 条正是上一命题第 4 条的 Leibniz 法则. 第 2 条: 由 Jacobi 恒等式,

ad[Â,B̂](X̂) =
[[
Â, B̂

]
, X̂

]
=
[
Â,
[
B̂, X̂

]]
−
[
B̂,
[
Â, X̂

]]
=
(
adÂ adB̂ − adB̂ adÂ

)
(X̂).

其中用到了 Jacobi 恒等式写成的形式
[[
Â, B̂

]
, X̂

]
=
[
Â,
[
B̂, X̂

]]
−
[
B̂,
[
Â, X̂

]]
, 这正

是(3.2) 移项的结果.
三个公式的逻辑关系如图 1: 共同的出发点是” 算符可指数化”; 按对易子是否为零分叉;
右支 (BCH) 再按” 对易子是否与两个算符都对易” 分叉. 底部是与乘积合并相对偶的共
轭展开. 图中每个分支都标注了它对应的使用前提.

共同前提: Â, B̂ 可指

数化, eÂ, eB̂ 有定义

对易子
[
Â, B̂

]
= 0?

可交换情形
eÂ+B̂ = eÂeB̂

BCH 公 式
ln
(

eÂeB̂
)

= Â + B̂ + 1
2

[
Â, B̂

]
+ · · ·

是 否

二 阶 前 提[
Â,
[
Â, B̂

]]
=[

B̂,
[
Â, B̂

]]
= 0?

二阶截断

eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂]

eÂ+B̂ = eÂeB̂e− 1
2 [Â,B̂]

一 般 情 形
无限嵌套对易子
形式幂级数

是否

Baker–Hausdorff 引理 (对偶问题: 共轭展开)
eÂB̂e−Â = B̂ +

[
Â, B̂

]
+ 1

2!

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+ · · · = eadÂB̂

图 1: 三个指数算符公式的逻辑关系与使用前提. 左支是可交换情形的加法公式, 右支是
BCH 公式 (含二阶截断与一般情形), 底部是与乘积合并相对偶的共轭展开.
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Part II

可交换情形

本部分研究第一个公式: 当
[
Â, B̂

]
= 0 时, eÂ+B̂ = eÂeB̂. 先写

清使用前提, 再给出完整证明, 最后论证前提的必然性并给出
推论与例子.

内容概要

• 记住公式一的使用前提:
[
Â, B̂

]
= 0 且 Â, B̂ 可指数化.

• 理解该前提既是充分的, 在一参数族的意义下也是必要的.

• 会完整证明 eÂ+B̂ = eÂeB̂, 会用公式一处理同一生成元的复合.



指数算符与 BCH 公式 公式的陈述与使用前提

4
公式的陈述与使用前提

Thm. 1 可交换情形的指数乘积公式

设 Â, B̂ 可指数化. 若它们对易, [
Â, B̂

]
= 0, (4.1)

则
eÂ+B̂ = eÂeB̂. (4.2)

使用前提

公式(4.2) 的成立需要两个前提:
1. 可指数化: Â, B̂ 必须是可指数化算符 (矩阵、有界算符, 或自伴算符经泛函演算),
使 eÂ, eB̂ 有定义 (第 2 节).

2. 对易性:
[
Â, B̂

]
= 0. 这是充分条件; 在一参数族 es(Â+B̂) = esÂesB̂ 的意义下也是

必要条件 (第 6 节).
前提不满足时公式失效: 若

[
Â, B̂

]
̸= 0, 两边的差由嵌套对易子度量, 此时应改用

BCH 公式 (第四部分).

Rmk 条件
[
Â, B̂

]
= 0 可以换成一个更” 可操作” 的等价刻画: 两个指数 esÂ 与 etB̂ 对

一切 s, t 可交换. 验证在第 6 节给出.
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指数算符与 BCH 公式 充分性的证明

5
充分性的证明

Pf 分四步. 第一步, 写出两边的级数:

eÂ+B̂ =
∞∑

n=0

(Â+ B̂)n

n!
, eÂeB̂ =

( ∞∑
k=0

Âk

k!

)( ∞∑
m=0

B̂m

m!

)
. (5.1)

第二步, 展开幂. 由
[
Â, B̂

]
= 0 得 ÂB̂ = B̂Â, 于是在 (Â+ B̂)n 的展开式中, 每个含 k 个

Â与 n− k 个 B̂ 的项都可以把全部 Â因子挪到前面而不改变顺序, 普通二项式定理适用:

(Â+ B̂)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
ÂkB̂n−k. (5.2)

第三步, 换元. 代入并令 n = k +m, 有 1
n!

(
n
k

)
= 1

k!(n−k)! , 故

eÂ+B̂ =
∞∑

n=0

n∑
k=0

Âk

k!
B̂n−k

(n− k)!
=

∞∑
k=0

∞∑
m=0

Âk

k!
B̂m

m!
. (5.3)

第四步, 合并. 由
∥∥∥ Âk

k!

∥∥∥ ≤ ∥Â∥k

k! 且
∑

k
∥Â∥k

k! = e∥Â∥ < ∞, 两个级数都绝对收敛, 故可以按
任意顺序重排 (Cauchy 乘积), 得到

eÂ+B̂ =
( ∞∑

k=0

Âk

k!

)( ∞∑
m=0

B̂m

m!

)
= eÂeB̂. (5.4)

Rmk 对无界算符, 上面对收敛性的论证需要更强的函数分析工具, 但级数的系数完全
一致; 在形式幂级数意义下, 同样的推导逐字成立.
Rmk 也可以换一种证明, 它把” 对易则可交换” 表现得更加直接. 定义 F̂ (t) =
e−t(Â+B̂)etÂetB̂. 由于

[
Â, B̂

]
= 0, B̂ 与 etÂ 对易, 因而

F̂ ′(t) = e−t(Â+B̂)
(
−(Â+ B̂) + Â+ etÂB̂e−tÂ

)
etÂetB̂

= e−t(Â+B̂)(−Â− B̂ + Â+ B̂)etÂetB̂ = 0.

由 F̂ (0) = Î 得 F̂ (t) ≡ Î, 取 t = 1 即得(4.2). 这一” 构造一个量再证明其导数为零” 的手
法, 将在第三、四部分反复使用.
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指数算符与 BCH 公式 必要性、推论与例子

6
必要性、推论与例子

Prop. 1 对易性是本质条件

设 Â, B̂可指数化. 若对含 0的开区间内的一切 s恒有 es(Â+B̂) = esÂesB̂,则
[
Â, B̂

]
= 0.

Pf 把两边对 s 展开到二阶. 左边:

es(Â+B̂) = Î+s(Â+B̂)+s2

2
(Â+B̂)2+O(s3) = Î+s(Â+B̂)+s2

2
(
Â2+ÂB̂+B̂Â+B̂2

)
+O(s3).

(6.1)
右边:

esÂesB̂ =
(
Î + sÂ+ s2

2
Â2 +O(s3)

)(
Î + sB̂ + s2

2
B̂2 +O(s3)

)
= Î + s(Â+ B̂) + s2

2
(
Â2 + 2ÂB̂ + B̂2

)
+O(s3).

比较 s2 项得 ÂB̂ + B̂Â = 2ÂB̂, 即 B̂Â = ÂB̂, 也就是
[
Â, B̂

]
= 0.

Rmk 这里 O(s3) 对无界算符理解为形式展开; 对矩阵或有界算符, 误差项可按范数一
致控制, 论证是严格的. 该命题说明第 4 节的前提

[
Â, B̂

]
= 0 不仅充分, 而且在” 一族指

数” 的意义下是必要的, 因此没有可以放松的余地: 只要算符不对易, 公式一必然失败.

Cor. 1 可交换性的等价刻画

下列三条件等价:
1.
[
Â, B̂

]
= 0;

2. esÂetB̂ = etB̂esÂ 对一切实数 s, t;
3. es(Â+B̂) = esÂesB̂ 对一切实数 s.

Pf (i)⇒(ii): esÂ, etB̂ 分别是 Â, B̂ 的幂级数, 若
[
Â, B̂

]
= 0, 则 Â 的任意幂与 B̂ 的任意

幂交换, 逐项对易即可. (ii)⇒(i): 把 esÂetB̂ = etB̂esÂ 展开到 st 阶, 两边分别给出 st ÂB̂
与 st B̂Â 项, 比较即得 ÂB̂ = B̂Â. (i)⇒(iii) 是定理 1 对 sÂ, sB̂ 的应用; (iii)⇒(i) 由上一
命题.

Eg. 1 同一平移方向的复合

取位置空间中沿 x 方向的平移算符 D̂(a) = e−iap̂/ℏ (a 为实数). 对两个平移量 a, b,
D̂(a) 与 D̂(b) 都是同一算符 p̂ 的函数, 因而对易, 使用前提自动满足. 由(4.2),

D̂(a)D̂(b) = e−iap̂/ℏe−ibp̂/ℏ = e−i(a+b)p̂/ℏ = D̂(a+ b). (6.2)

这正是平移的复合律. 同时 D̂(a)† = D̂(−a) = D̂(a)−1, 说明平移算符是幺正的. 要旨

12



指数算符与 BCH 公式 必要性、推论与例子

在于: 两个算符如果都只含同一个” 生成元” p̂, 它们必然对易, 公式一的前提自动满
足; 涉及不同方向的平移时, 前提不再成立, 必须借助后面的 BCH 公式.

13



Part III

Baker--Hausdorff引理
本部分研究第三个公式: 共轭变换 eÂB̂e−Â 如何展开. 先写清
使用前提, 再用参数微分法给出完整证明, 随后讨论伴随作用
的形式与性质, 最后用空间平移算符说明其物理应用. 本部分
的结论还是下一部分证明 BCH 公式的必需工具.

内容概要

• 记住引理的使用前提: Â 可指数化, 且级数收敛或有限终止.

• 掌握参数微分法的证明思路, 会把它推广到别的公式.

• 会用引理计算平移、旋转与海森堡绘景中的共轭变换.



指数算符与 BCH 公式 引理的陈述与使用前提

7
引理的陈述与使用前提

形如 eÂB̂e−Â 的表达式在量子力学中反复出现: 海森堡绘景中 ÂH(t) = eiĤt/ℏÂe−iĤt/ℏ; 幺
正变换把算符映射为 ÛÂÛ−1; 平移与旋转同样作用于算符而非仅作用于态矢量. 这些都
归结为” 算符被一个指数算符共轭” 的问题.

Thm. 1 Baker–Hausdorff 引理

设 Â, B̂ 可指数化. 则

eÂB̂e−Â = B̂ +
[
Â, B̂

]
+ 1

2!
[
Â,
[
Â, B̂

]]
+ 1

3!
[
Â,
[
Â,
[
Â, B̂

]]]
+ · · · = eadÂB̂, (7.1)

其中 eadÂ = ∑∞
n=0

1
n! adn

Â 是伴随作用的指数.

使用前提

引理(7.1) 的成立需要以下前提:
1. 可指数化: Â 可指数化, 从而 e−Â 存在且就是 eÂ 的逆. 注意与 BCH 公式不同,
这里不需要” 小参数”: 级数(7.1) 总是形式良定义的.

2. 级数收敛: 有界算符情形, ∥adÂ∥ ≤ 2
∥∥∥Â∥∥∥, 级数绝对收敛; 更一般地, 需要 adÂ 对

B̂ 的嵌套作用受控, 或按形式幂级数理解.
3. 有限终止 (物理典型): 若 adÂ 作用于 B̂ 若干次后为零 (例如

[
Â, B̂

]
是 c-数), 级

数只有有限项, 前提最自然地满足.

Rmk 与 BCH 公式对照: BCH 讨论” 乘积 eÂeB̂ 如何合并”, 前提是合并后对数有定义;
Baker–Hausdorff 引理讨论” 共轭 eÂB̂e−Â 如何展开”, 前提是级数收敛. 前者把两个指数
变成一个指数, 后者把一个算符写成无穷级数; 两者的修正项都来自嵌套对易子, 因此共
享同一种思想. 另外注意式(7.1) 中 Â 始终出现在左边: 只有 Â 不断作用在 B̂ 上这一种
方向, 没有 B̂ 嵌套 Â 的项, 这使计算比 BCH 简单得多.

15



指数算符与 BCH 公式 引理的证明

8
引理的证明

Pf 用参数微分法. 定义

F̂ (s) = esÂB̂e−sÂ, F̂ (0) = B̂. (8.1)

对 s 求导, 由第 2 节 d
ds

e±sÂ = ±Âe±sÂ 得

F̂ ′(s) = ÂesÂB̂e−sÂ − esÂB̂Âe−sÂ =
[
Â, F̂ (s)

]
. (8.2)

这是关于 F̂ 的线性常微分方程. 考虑级数

Ĝ(s) =
∞∑

n=0

sn

n!
adn

Â B̂, (8.3)

它满足 Ĝ(0) = B̂, 且逐项求导得

Ĝ′(s) =
∑
n≥1

sn−1

(n− 1)!
adn

Â B̂ = adÂ

∞∑
n=0

sn

n!
adn

Â B̂ =
[
Â, Ĝ(s)

]
. (8.4)

于是 F̂ 与 Ĝ 满足同一常微分方程和同一初值, 由解的唯一性 F̂ ≡ Ĝ. (对矩阵或有界算
符, adÂ 是有界线性映射, 解的唯一性是常微分方程的标准结论; 对形式级数, 则按 s 的幂
逐阶归纳.) 取 s = 1 即得(7.1).

Cor. 1 对易子为 c-数时的终止

若
[
Â,
[
Â, B̂

]]
= 0, 即

[
Â, B̂

]
与 Â, B̂ 都对易 (典型情形是它等于一个常数乘以单位

算符), 则
eÂB̂e−Â = B̂ +

[
Â, B̂

]
. (8.5)

Pf 由
[
Â,
[
Â, B̂

]]
= 0 知 adn

Â B̂ = 0 对所有 n ≥ 2 成立, 级数(8.3) 只余前两项.

物理中大量应用正落在这个推论上: 位置与动量、角动量分量的部分对易子, 以及谐振子
的升降算符, 都使

[
Â,
[
Â, B̂

]]
为零, 因而级数一步终止.

16



指数算符与 BCH 公式 伴随作用的形式与进一步性质

9
伴随作用的形式与进一步性质

记法 eÂB̂e−Â = eadÂB̂把”共轭”看作算符空间上由 adÂ生成的演化: 引入参数后, F̂ (s) =
es adÂB̂ 就是一条从 B̂ 出发、沿 adÂ 方向” 流动” 的轨迹, 而 adÂ 是导子这一事实保证了
共轭作用保持乘法结构.

Prop. 1 共轭与函数

设 f 是原点附近可展成幂级数的函数, Â 可指数化. 则

eÂf(B̂)e−Â = f
(
eÂB̂e−Â

)
. (9.1)

特别地, eÂB̂ne−Â =
(
eÂB̂e−Â

)n
.

Pf 先看 f(B̂) = B̂n. 在 eÂB̂ne−Â 的因子间插入 e−ÂeÂ = Î:

eÂB̂ne−Â =
(
eÂB̂e−Â

)n
. (9.2)

对一般幂级数 f(B̂) = ∑
n cnB̂

n逐项作用,由(7.1)收敛性假定,与求和交换,即得(9.1).
这一命题把算符共轭的作用从” 单一算符” 推广到” 算符的任意函数”, 是平移算符作用于
势能 V (x̂)、以及把态矢量绕某轴旋转时各种应用的基础. 下面一组例子展示引理的三种
典型用法: 对易子一步终止的平移、可求和级数的旋转, 以及给出时间演化的海森堡绘景.

17



指数算符与 BCH 公式 例子: 空间平移算符与海森堡绘景

10
例子:空间平移算符与海森堡绘景

设 Â = − i
ℏap̂, a 为实数. 由 [x̂, p̂] = iℏ 得 [p̂, x̂] = −iℏ, 于是

[
Â, x̂

]
= − i

ℏ
a[p̂, x̂] = − i

ℏ
a(−iℏ) = −a. (10.1)

更高阶对易子为零: [
Â,
[
Â, x̂

]]
=
[
Â,−a

]
= 0. (10.2)

推论 1 使级数在首项处终止:

e−iap̂/ℏ x̂ eiap̂/ℏ = x̂+
[
Â, x̂

]
= x̂− a. (10.3)

故 D̂(a) = e−iap̂/ℏ 把位置算符平移 −a, 这正是空间平移算符. 由命题(9.1), 对任意可展成
幂级数的函数 f ,

D̂(a) f(x̂) D̂(a)† = f(x̂− a), (10.4)

例如平移后势能变为 V (x̂− a). 这里的关键是
[
Â, x̂

]
是 c-数, 引理级数只含一项; 若对易

子不终止, 则需对级数求和.
Rmk 当高阶对易子非零但不终止时, 引理仍可给出可求和的级数. 角动量分量满足
循环对易子

[
Ĵz, Ĵx

]
= iℏĴy,

[
Ĵz, Ĵy

]
= −iℏĴx. 取 Â = −iθĴz/ℏ, 则

[
Â, Ĵx

]
= θĴy,[

Â,
[
Â, Ĵx

]]
= −θ2Ĵx, 逐阶套用并把奇偶阶分开求和:

e−iθĴz/ℏ Ĵx eiθĴz/ℏ = Ĵx cos θ + Ĵy sin θ. (10.5)

这正是绕 z 轴旋转 θ 时 Ĵx 的变换, 也是旋转算符的标准结果. 引理在旋转、自旋与角动
量理论中的地位由此可见.

Eg. 1 海森堡绘景的展开

海森堡绘景算符 ÂH(t) = eiĤt/ℏÂe−iĤt/ℏ 正是引理在 Â = iĤt/ℏ 处的应用: 对不含时
的 Ĥ, 反复套用(7.1) 得

ÂH(t) =
∞∑

n=0

1
n!

( it
ℏ

)n [
Ĥ,

[
Ĥ, · · ·

[
Ĥ, Â

]
· · ·
]]

︸ ︷︷ ︸
n 个 Ĥ

. (10.6)

若对易子
[
Ĥ, ·

]
作用到 Â 若干次后为零, 级数有限终止, 这正是许多可解模型 (谐振

子、自由粒子等) 能精确求和的原因; 与直接求解算符微分方程相比, 引理把问题化为
纯粹的嵌套对易子计算.
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Part IV

BCH公式
本部分研究第二个公式: 把乘积 eÂeB̂ 重新写成单个指数. 先写
清使用前提 (尤其是二阶截断的前提), 再建立指数算符的导数
公式作为工具, 用微分方程方法证明完整级数, 最后讨论二阶
截断及其在相干态、Weyl 算符中的应用.

内容概要

• 记住 BCH 公式的前提: 对数需有定义; 二阶截断还需
[
Â,
[
Â, B̂

]]
=[

B̂,
[
Â, B̂

]]
= 0.

• 掌握指数算符的导数公式及其证明.

• 会证明完整 BCH 级数, 并会用二阶截断计算物理例子.



指数算符与 BCH 公式 BCH 公式的陈述与使用前提

11
BCH公式的陈述与使用前提

当
[
Â, B̂

]
̸= 0 时, eÂeB̂ 与 eÂ+B̂ 不再相等. 乘积仍是可逆算符 (两个可逆算符之积), 于

是自然提问: 是否存在算符 Ĉ, 使 eÂeB̂ = eĈ? 回答是肯定的, 且在对数的主支下唯一,
Ĉ = ln

(
eÂeB̂

)
. BCH 公式给出 Ĉ 的显式级数.

Thm. 1 Baker–Campbell–Hausdorff 公式

设 Â, B̂ 可指数化, 且 eÂeB̂ 位于单位算符 Î 附近, 则在对数的主支下

ln
(
eÂeB̂

)
= Â+ B̂ + 1

2
[
Â, B̂

]
+ 1

12
[
Â,
[
Â, B̂

]]
− 1

12
[
B̂,
[
Â, B̂

]]
+ · · · , (11.1)

其中 · · · 表示由 Â, B̂ 的三阶及以上的嵌套对易子构成的项. 若把(11.1) 理解为形式
幂级数, 则等式恒有意义, 无需收敛条件.

使用前提

BCH 公式(11.1) 的成立需要以下前提:
1. 可指数化: 同前, 保证 eÂ, eB̂ 有定义.
2. 对数良定义: 需要用 ln

(
Î + Ŵ

)
= ∑

n≥1(−1)n+1Ŵ n/n, 它在
∥∥∥Ŵ∥∥∥ < 1时收敛. 取

Ŵ = eÂeB̂ − Î, 当
∥∥∥Â∥∥∥, ∥∥∥B̂∥∥∥足够小时 ∥∥∥Ŵ∥∥∥ < 1, 级数严格收敛. 物理中常不满足”

足够小”, 此时改按形式幂级数理解, 或借助下面第 3 条使级数有限终止.
3. 二阶截断前提: 若 [

Â,
[
Â, B̂

]]
=
[
B̂,
[
Â, B̂

]]
= 0, (11.2)

即
[
Â, B̂

]
与 Â, B̂ 都对易 (典型情形是对易子等于 c-数), 则级数精确终止于二阶

(推论 1), 不存在收敛性问题.
前提不满足时, (11.1) 是发散的或须按渐近级数理解; 判断是否满足(11.2), 是物理应
用中首先要做的事.

Rmk 式(11.1) 的意义是” 把两个指数的乘积重新写成一个指数”. 它出现的是一串越来
越高阶的嵌套对易子, 每一项都反映 Â, B̂ 的非交换性; 若

[
Â, B̂

]
= 0, 除前两项外全部消

失, 公式退化为第二部分的结果. 这也解释了为何公式一与 BCH 是同一理论链的两端.
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指数算符与 BCH 公式 证明的准备: 指数算符的导数公式

12
证明的准备:指数算符的导数公式

Lem. 1 指数算符的导数

设 Ĉ(t) 关于 t 可微 (矩阵或有界算符按范数可微). 则

d
dt

eĈ(t) =
ˆ 1

0
esĈ(t) Ĉ ′(t) e(1−s)Ĉ(t) ds, (12.1)

等价地, 用伴随作用改写为

d
dt

eĈ(t) = eadĈ(t) − Î

adĈ(t)

(
Ĉ ′(t)

)
eĈ(t). (12.2)

Pf 先证(12.1). 对级数 eĈ = ∑
n

Ĉn

n! 逐项求导, d
dt
Ĉn = ∑n−1

j=0 Ĉ
jĈ ′Ĉ n−1−j, 故

d
dt

eĈ =
∞∑

n=1

1
n!

n−1∑
j=0

ĈjĈ ′Ĉ n−1−j. (12.3)

另一方面展开积分中的指数并利用 Beta 积分
´ 1

0 s
k(1 − s)mds = k! m!

(k+m+1)! :

ˆ 1

0
esĈĈ ′e(1−s)Ĉds =

∞∑
k=0

∞∑
m=0

ĈkĈ ′Ĉm

k!m!

ˆ 1

0
sk(1 − s)mds (12.4)

=
∞∑

n=0

1
(n+ 1)!

∑
k+m=n

ĈkĈ ′Ĉm. (12.5)

而
∑

k+m=n Ĉ
kĈ ′Ĉm 正是 d

dt
Ĉn+1 的展开, 于是上式 = d

dt

∑∞
n=0

Ĉn+1

(n+1)! = d
dt

(
eĈ − Î

)
=

d
dt

eĈ .

再证算子形式(12.2). 由第三部分定理(7.1) (取 Â = sĈ): esĈĈ ′e−sĈ = es adĈ Ĉ ′,代入(12.1)
并把 esĈĈ ′e(1−s)Ĉ = es adĈ (Ĉ ′)eĈ 提出 eĈ :

d
dt

eĈ =
[ˆ 1

0
es adĈ ds

]
(Ĉ ′) eĈ = eadĈ − Î

adĈ

(Ĉ ′) eĈ , (12.6)

其中 ez−1
z

= ∑∞
n=0

zn

(n+1)! 在 adĈ 上按幂级数取值.

Rmk 式(12.2) 是” 指数算符的微分不服从普通乘积法则” 的精确表述: 因为 Ĉ 与其导

数 Ĉ ′ 不对易, 求导时多出一个由 adĈ 决定的因子
ead

Ĉ −Î
adĈ

. 当
[
Ĉ, Ĉ ′

]
= 0 时该因子退化

为恒等, 回到普通结果 d
dt

eĈ = Ĉ ′eĈ .
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指数算符与 BCH 公式 证明: 微分方程方法

13
证明:微分方程方法

Pf 记 F̂ (t) = etÂetB̂, 并写 F̂ (t) = eĈ(t), Ĉ(0) = 0. 第一步, 求 F̂ ′:

F̂ ′ = ÂetÂetB̂ + etÂB̂etB̂ =
(
Â+ etÂB̂e−tÂ

)
F̂ =

(
Â+ et adÂB̂

)
F̂ , (13.1)

其中用引理(7.1) 得 etÂB̂e−tÂ = et adÂB̂. 第二步, 由导数公式(12.2),

(
Â+ et adÂB̂

)
eĈ = eadĈ − Î

adĈ

(Ĉ ′) eĈ . (13.2)

右乘 e−Ĉ 并整理, 得 BCH 微分方程:

Ĉ ′ = adĈ

eadĈ − Î

(
Â+ et adÂB̂

)
. (13.3)

第三步, 展开各因子. 一方面

z

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
zn = 1 − 1

2
z + 1

12
z2 − 1

720
z4 + · · · , (13.4)

其中 Bn 是 Bernoulli 数 (B0 = 1, B1 = −1
2 , B2 = 1

6 , B3 = 0, B4 = − 1
30 , . . . ). 另一方面

由(7.1)

et adÂB̂ = B̂ + t
[
Â, B̂

]
+ t2

2
[
Â,
[
Â, B̂

]]
+ t3

6
[
Â,
[
Â,
[
Â, B̂

]]]
+ · · · . (13.5)

把 Ĉ(t) 按齐次次数展开为

Ĉ(t) = tĈ1 + t2Ĉ2 + t3Ĉ3 + · · · , (13.6)

其中 Ĉn 是关于 (Â, B̂)的 n次齐次多项式. 代入(13.3),左边 Ĉ ′ = C1 +2tC2 +3t2C3 + · · · ,
右边按 t 的幂展开, 逐阶比较系数. 注意 adĈ 的最低阶为 t, 因此第 n 阶系数只涉及
C1, . . . , Cn, 可逐阶求出 (这正是” 形式幂级数” 意义上的递推; 在有界算符且 t 充分小的
条件下, 级数收敛, 论证严格).

第四步, 匹配低阶系数. t0 项: Ĉ1 = Â + B̂. t1 项: 右边来自 et adÂB̂ 的 t
[
Â, B̂

]
项与

−1
2 adĈ 作用于 Â+ B̂ 的零项, 故

2Ĉ2 =
[
Â, B̂

]
− 1

2
adĈ1

(Â+ B̂) =
[
Â, B̂

]
, (13.7)

其中 adÂ+B̂(Â+ B̂) = 0, 于是 Ĉ2 = 1
2

[
Â, B̂

]
. t2 项: 右边四项分别为

1
2
[
Â,
[
Â, B̂

]]
来自 Â+ et adÂB̂, (13.8)

− 1
2

adĈ1

[
Â, B̂

]
来自 − 1

2
adtĈ1

, (13.9)
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− 1
2

adĈ2
(Â+ B̂) 来自 − 1

2
adt2Ĉ2

, (13.10)
1
12

ad2
Ĉ1

(Â+ B̂) = 0 来自
1
12

ad2
tĈ1

. (13.11)

代入 adĈ1

[
Â, B̂

]
=

[
Â+ B̂,

[
Â, B̂

]]
=

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+
[
B̂,
[
Â, B̂

]]
与 adĈ2

(Â + B̂) =[
1
2

[
Â, B̂

]
, Â+ B̂

]
= −1

2

[
Â,
[
Â, B̂

]]
− 1

2

[
B̂,
[
Â, B̂

]]
, 得

3Ĉ3 = 1
2
[
Â,
[
Â, B̂

]]
− 1

2

([
Â,
[
Â, B̂

]]
+
[
B̂,
[
Â, B̂

]])
+ 1

4
[
Â,
[
Â, B̂

]]
+ 1

4
[
B̂,
[
Â, B̂

]]
(13.12)

= 1
4
[
Â,
[
Â, B̂

]]
− 1

4
[
B̂,
[
Â, B̂

]]
, (13.13)

故 Ĉ3 = 1
12

[
Â,
[
Â, B̂

]]
− 1

12

[
B̂,
[
Â, B̂

]]
. 代入 t = 1 即得(11.1).

Rmk 上述方法把 BCH公式的证明归结为解一个常微分方程的初值问题,并通过”齐次
次数” 逐阶递推. 它比直接展开 ln

(
eÂeB̂

)
再硬算高阶项简洁得多, 而且能系统生成任意

阶的系数. 第二项系数中的 −1
2 与第三项系数中的

1
12 ,−

1
12 都由 Bernoulli 数的首几项决

定, 这是它们看起来” 没有规律” 背后的规律.
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14
特殊情形:二阶截断

Cor. 1 BCH 公式的二阶截断

设 Â, B̂ 可指数化, 且 [
Â,
[
Â, B̂

]]
=
[
B̂,
[
Â, B̂

]]
= 0, (14.1)

即 M̂ =
[
Â, B̂

]
与 Â, B̂ 都对易. 则

eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂], (14.2)

eÂ+B̂ = eÂeB̂e− 1
2 [Â,B̂]. (14.3)

Pf 在条件(14.1) 下 M̂ 与 Â, B̂ 对易. 直接验证 Ĉ0(t) = tÂ + tB̂ + 1
2t

2M̂ 满足 BCH 微
分方程(13.3): 由(8.5)得 et adÂB̂ = B̂+ tM̂ ; 又 adĈ0

= adtÂ+tB̂ 作用于 Â+ B̂+ tM̂ 时, 由
M̂ 与 Â, B̂ 对易得 [tÂ+ tB̂, Â+ B̂ + tM̂ ] = 0, 故

adĈ0

eadĈ0 − Î
(Â+ B̂ + tM̂) = Â+ B̂ + tM̂ = Ĉ ′

0(t). (14.4)

而(13.3) 的初值问题解唯一 (形式级数下按幂逐阶归纳, 有界算符下由常微分方程唯一
性), 故 Ĉ(t) ≡ Ĉ0(t), 取 t = 1 得(14.2). 又 M̂ 与 Â + B̂ + 1

2M̂ 对易, 在(14.2) 两边左乘
e− 1

2 M̂ 得

eÂeB̂e− 1
2 [Â,B̂] = eÂ+B̂+ 1

2 [Â,B̂]e− 1
2 [Â,B̂] = eÂ+B̂, (14.5)

即(14.3).

Rmk 前提(14.1) 的物理含义是: 对易子
[
Â, B̂

]
必须是” 中心” 元, 最常见的两种情形

是它等于 c-数 (常数乘单位算符), 或它对 Â, B̂ 的进一步对易子为零. 例如位置与动量
[x̂, p̂] = iℏ 满足 [x̂, [x̂, p̂]] = [p̂, [x̂, p̂]] = 0, 于是含 x̂, p̂ 线性组合的指数都精确地满足二阶
截断. 这个例子几乎贯穿整个量子力学.

Eg. 1 相干态位移算符的合成律

对湮灭/产生算符 â, â†, 有
[
â, â†

]
= Î. 相干态位移算符定义为 D̂(α) = eαâ†−α∗â. 令

Â = αâ† − α∗â, B̂ = βâ† − β∗â, 计算[
Â, B̂

]
= −αβ∗

[
â†, â

]
− α∗β

[
â, â†

]
= αβ∗ − α∗β, (14.6)

是纯数, 因而与 Â, B̂ 都对易, 二阶截断的前提成立. 由(14.2),

D̂(α)D̂(β) = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂] = e

1
2 (αβ∗−α∗β) D̂(α + β), (14.7)

其中 Â+ B̂ = (α + β)â† − (α + β)∗â. 相位因子 e 1
2 (αβ∗−α∗β) 正是 Glauber 合成律中的

特征相位, 它度量两次位移之间” 不可交换” 造成的干涉. 相干态 |α⟩ = D̂(α) |0⟩ 的时
间演化、两束位移的干涉等, 都依赖这一条公式.
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Eg. 2 Weyl 算符的合并

设 [x̂, p̂] = iℏ, 取 Â = iux̂, B̂ = ivp̂ (u, v 为实数). 则
[
Â, B̂

]
= −iuv[x̂, p̂] = uvℏ, 是

c-数. 由(14.2),
eiux̂eivp̂ = eiux̂+ivp̂+ 1

2 uvℏ. (14.8)

交换顺序给出 eivp̂eiux̂ = eiux̂+ivp̂− 1
2 uvℏ, 于是

eiux̂eivp̂ = euvℏ eivp̂eiux̂, (14.9)

这就是 Weyl 关系: 位置与动量方向的指数算符只能交换到相差一个相位. 它保证了
量子相空间表述中平移群是 ℏ 的一次非平凡扩张, 也是非交换几何最简单的模型.
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Part V

关系、应用与总结

本部分把三个公式放在一起: 用一张对照表比较它们的使用前
提与结论, 用一张应用表梳理它们在量子力学中的用武之地,
最后回到” 指数算符演算” 这一整体框架, 并附少量习题.

内容概要

• 能对比三个公式的使用前提, 判断给定算符该用哪个公式.

• 能把三者统一到” 用对易子修正非交换性” 的框架中.

• 会用三个公式处理平移、旋转、海森堡绘景、相干态与 Weyl 算符.
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15
三个公式的逻辑关系与前提对照

第 3 节的图 1 已经给出三者的逻辑关系: 以” 可指数化” 为共同起点, 按
[
Â, B̂

]
是否为零

分叉出公式一与 BCH; BCH 再按(14.1) 是否成立分叉出二阶截断与无限级数; 底部是与
之对偶的共轭展开. 三个公式的结论与使用前提对照如下.

公式 使用前提 结论 主要应用

可交换情形的
加法公式

[
Â, B̂

]
= 0; 可指数化 eÂ+B̂ = eÂeB̂ 同一生成元的

复合

BCH 完整级
数

可指数化; 对数有定义 (小
参数或形式级数)

ln
(
eÂeB̂

)
= Â+B̂+ 1

2

[
Â, B̂

]
+· · · Lie 理论中群

元素相乘

BCH 二阶截
断

(14.1): 对易子为中心元 eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂] 相干态, Weyl

算符

Baker–
Hausdorff
引理

可指数化; 级数收敛或终止 eÂB̂e−Â = eadÂB̂ 平移, 旋转, 海
森堡绘景

Table 1: 三个公式的使用前提与结论对照

从李群与李代数的观点看, 四个条目回答了两个互补的问题: BCH 回答” 两个群元素相
乘, 对应的李代数元素是什么”, Baker–Hausdorff 引理回答” 一个李代数元素在群作用下
如何共轭变换”. 前者把两个” 小” 指数合并, 后者把单个算符展开; 若已知生成元的对易
关系 (李代数结构), 两者都能给出显式结果.
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16
在量子力学中的应用

应用 使用的公式

空间平移算符,空间旋转算符 Baker–Hausdorff 引理 (对易子为 c-数或可求和级
数)

海森堡绘景, 幺正变换 Baker–Hausdorff 引理
相干态, 位移算符的合成 BCH 公式的二阶截断
Weyl 算符, 量子相空间 BCH 公式的二阶截断
路径积分中的 Trotter 分解 BCH 公式 (反向使用, 截断到一阶)
Lie 群与 Lie 代数, 表示论 BCH 公式与 Baker–Hausdorff 引理

Table 2: 常见应用与对应的公式

逐条说明. 平移与旋转: 位置算符和角动量分量在平移、旋转下的变换, 分别是(10.3)
与第 10 节 Remark 的级数求和, 都用引理. 海森堡绘景: 算符的时间依赖 ÂH(t) =
eiĤt/ℏÂe−iĤt/ℏ 是引理的直接应用, 对易子 [H,A] 有限阶非零时级数终止. 相干态与 Weyl
算符: 对易子是 c-数, 二阶截断精确, 见第 14 节两个例子. Trotter 分解: 由 eÂ+B̂ 反写为
limN→∞(eÂ/NeB̂/N)N , 每一小步把二阶截断的误差压到 O(1/N2), 是路径积分与量子模拟
的基础. Lie 理论: BCH 公式本身就是李代数局部重建李群的核心工具, 而伴随表示与共
轭作用贯穿表示论.
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总结

把三个公式并排写出,可以看到同一思想的三次出现:

1. 可交换情形 (最简单):
[
Â, B̂

]
= 0 ⇒ eÂ+B̂ = eÂeB̂. 前提是对易; 证明靠二项式定理.

2. BCH 公式 (合并指数): eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂]+···. 前提是合并后对数有定义; 二阶截断

还需对易子为中心元. 证明靠微分方程方法.
3. Baker–Hausdorff 引理 (共轭展开): eÂB̂e−Â = B̂+

[
Â, B̂

]
+ 1

2!

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+ · · · . 前

提是级数收敛或终止; 证明靠参数微分法.

总纲

三者共同构成量子力学中指数算符演算 (operator exponential calculus) 的核心工具.
掌握它们之后, 再学习时间演化算符、Weyl 关系、相干态、路径积分中的 Trotter 分
解以及李群/李代数理论时, 会发现这些内容都在反复使用同一种思想: 用对易子修正
非交换性. 使用任何一条公式之前, 先核对它的前提: 算符是否可指数化? 对易子是否
为零? 对易子的高阶对易子是否为零? 前提满足则公式精确成立; 不满足则须退而求
其次 (形式级数、截断或近似), 而这一点本身, 往往正是物理问题中最有信息量的部
分.
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18
习题

1. 判断下列说法各需要什么前提, 并说明理由: (i) eÂeB̂ = eÂ+B̂; (ii) eÂeB̂ =
eÂ+B̂+ 1

2 [Â,B̂]; (iii) eÂB̂e−Â = B̂ +
[
Â, B̂

]
; (iv) eÂ+B̂ = eÂeB̂e− 1

2 [Â,B̂].
2. 设 [x̂, p̂] = iℏ. 用 BCH 二阶截断证明 Weyl 关系 eiux̂eivp̂ = euvℏ eivp̂eiux̂.
3. 设

[
Â, B̂

]
= M̂ 是与 Â, B̂ 对易的算符. 证明 eÂeB̂e−Âe−B̂ = eM̂ .

4. 对谐振子,
[
Ĥ, â

]
= −ℏωâ. 用 Baker–Hausdorff 引理求 eiĤt/ℏ â e−iĤt/ℏ, 并解释所得结

果在 Heisenberg 绘景中的含义.
5. 用命题(9.1) 证明: 对可展成幂级数的 f , e−iap̂/ℏf(x̂)eiap̂/ℏ = f(x̂ − a), 并用它说明

e−iap̂/ℏ 是平移算符.
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