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导言

连续对称性把几何变换, Hilbert空间表示与动力学守恒律连接起来. 这条联系并不是三组
互不相关的公式, 而是一套可以重复使用的结构:

Lie 群 −→幺正表示 −→ Hermitian 生成元 −→动力学对称性与守恒量 .

空间平移, 空间旋转与时间平移分别把这一结构具体化为

P̂ , Ĵ , Ĥ.

它们分别是动量, 角动量与能量可观测量, 同时又是相应连续变换的生成元.
本讲义按三个层次组织: 先建立数学, 再引入物理, 最后给出例子. 第一部分建立 Lie 群,
Lie 代数, 幺正表示与生成元的数学理论, 全部以线性代数与矩阵指数为工具, 不进入泛
函分析. 第二部分引入物理: 说明对称变换如何作用在态与可观测量上, 以及生成元与
Hamilton 算符对易时如何给出守恒律, 并总览动量, 角动量与能量三类实例. 随后三个
部分分别把这一框架应用于空间平移, 空间旋转与时间平移, 作为具体例子, 每部分末尾
配若干物理系统实例. 最后一部分总结三类连续对称性的统一结构, 汇总核心公式并附习
题.

符号与约定

单位算符写作 Î. 一般群参数写作 ξ 或 s, 转角专用 θ. 小参数使用 ϵ; 态或可观测量的
一阶变分写作 δ |ψ〉 与 δÂ. 空间平移算符写作 T̂ (a), 空间旋转算符写作 R̂n(θ), 时间
平移算符写作 Û(τ). Kronecker 符号与 Levi–Civita 符号分别写作 δij 与 εijk.

5



Part I

数学理论: Lie群, Lie代数与量子生
成元

本部分从群与光滑流形出发定义 Lie 群, 再由单位元处切空间
构造 Lie 代数. 随后讨论 Lie 群在 Hilbert 空间上的幺正表示,
从单参数子群提取 Hermitian 生成元, 并给出指数映射的两方
向结论. 全部内容以线性代数与矩阵指数为工具.

内容概要

• 掌握 Lie 群与光滑流形的定义及常用判定方法.

• 理解 Lie 代数, 指数映射, 单参数子群和结构常数.

• 掌握 Lie 群幺正表示的定义与单参数幺正群的结构.

• 理解生成元为何是 Hermitian 矩阵, 以及指数映射为何回到幺正群.

• 了解本讲义的处理层次: 有限维表示与形式波函数运算, 不进入泛函分
析.



连续对称性与量子生成元 群, 光滑流形与 Lie 群

1
群,光滑流形与 Lie群

1.1 群结构

Def. 1 群

集合 G 连同二元运算

m : G×G −→ G, (g, h) 7−→ gh

称为群, 若满足:
1. 结合律: (gh)k = g(hk);
2. 存在单位元 e, 使 eg = ge = g;
3. 每个 g ∈ G 存在逆元 g−1, 使 gg−1 = g−1g = e.
若还满足 gh = hg, 则称 G 为 Abel 群.

群只编码有限变换的复合规律. 群公理本身不包含连续性或微分结构, 因而不能单独说明
什么是无穷小变换. 例如整数加法群 (Z,+) 与实数加法群 (R,+) 都是 Abel 群, 但前者在
通常拓扑下是离散的, 后者则具有连续参数.

Eg. 1 矩阵群

可逆实矩阵全体
GL(n,R) = {A ∈Mn(R) : detA 6= 0}

在矩阵乘法下构成群. 当 n ≥ 2 时它一般非 Abel; 当 n = 1 时, GL(1,R) = R× 是
Abel 群.

1.2 光滑流形

Def. 2 坐标卡与光滑图册

设 M 是 Hausdorff 且具有可数拓扑基的拓扑空间. 若开集 U ⊂M 与 Rn 中的开集 V
之间存在同胚

φ : U −→ V,

则 (U,φ)称为一张 n维坐标卡. 若一族坐标卡覆盖 M ,且任意两张相交坐标卡的转移
映射

φβ ◦ φ−1
α

都是 C∞ 映射, 则该图册定义了 M 上的光滑结构. 带有光滑结构的 M 称为 n维光滑
流形.
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局部 Euclidean 性意味着每个点附近都可用 n 个实参数描述. Hausdorff 条件保证不同点
可由邻域分开, 第二可数条件保证拓扑不会过大. 坐标转移光滑则使切向量和微分不依赖
于某一张特殊坐标卡.

Meth. 1 怎样判定一个集合是光滑流形

常用判定路线如下:
1. RN 的开子集自动是 N 维光滑流形.
2. 若 M = F−1(c) ⊂ RN , 且 c 是光滑映射 F : RN → Rk 的正则值, 则正则值定理说
明 M 是 N − k 维嵌入子流形.

3. 对矩阵约束, 把实部和虚部矩阵元作为 Euclidean 坐标, 再检查约束微分的秩.
4. 若集合已知是有限维 Lie 群的闭子群, 可使用闭子群定理.
5. 若需要显式坐标, 构造覆盖 M 的局部参数化并检查坐标转移光滑.

Eg. 2 球面

令
F : R3 −→ R, F (x) = x · x.

二维球面 S2 = F−1(1). 对 x ∈ S2,

dFx(v) = 2x · v

的秩为 1, 所以 1 是正则值, S2 是二维光滑流形. 球坐标在两极失效不表示球面不光
滑; 它只说明一张坐标卡不能覆盖整个球面.

1.3 Lie群的定义与判定

Def. 3 Lie 群

若群 G 同时是有限维光滑流形, 且乘法与取逆映射

m : G×G→ G, ι : G→ G, g 7→ g−1

都是光滑映射, 则称 G 为 Lie 群.

Meth. 2 Lie 群判定流程

对候选对象 G, 依次检查:
1. 群公理是否成立;
2. G 是否具有有限维光滑流形结构;
3. 群乘法与取逆在局部坐标中是否光滑.
对矩阵群, 乘法是矩阵元的多项式, 逆矩阵在 det g 6= 0 处由 adj(g)/ det g 给出, 因而
通常只需重点验证约束集合是光滑子流形.
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Thm. 1 闭矩阵群定理

GL(n,R)或 GL(n,C)的任意闭子群,都有唯一的嵌入光滑流形结构,使其成为 Lie群.

由此可知
U(n) = {U : U †U = I}, SU(n) = {U ∈ U(n) : detU = 1},

以及
SO(n) = {R : RTR = I, detR = 1}

都是 Lie 群.

严格性提示: 在本讲义采用的第二可数流形定义下, 至多可数的离散群可视为零维
Lie 群. 不可数离散空间不满足第二可数条件, 因而不能自动归入这里的 Lie 群定义.
零维 Lie 群没有非零连续切向方向, 所以不产生本讲义关心的连续生成元.
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连续对称性与量子生成元 Lie 代数与指数映射

2
Lie代数与指数映射

2.1 单位元处的切空间
取一条经过单位元的光滑曲线

γ : (−ϵ0, ϵ0) −→ G, γ(0) = e.

其初速度 γ̇(0) 是 G 在单位元处的切向量. 所有这类切向量构成 TeG.

Def. 1 Lie 代数

Lie 群 G 的 Lie 代数定义为
g := TeG.

把单位元处切向量延拓为左不变向量场并取向量场交换子, 可在 g 上定义 Lie 括号
[·, ·]g.

Lie 括号满足双线性, 反对称性与 Jacobi 恒等式:

[X, aY + bZ] = a[X,Y ] + b[X,Z],
[X,Y ] = −[Y,X],

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

对矩阵 Lie 群,
γ(s) = I + sX + o(s)

中的 X = γ̇(0) 是矩阵, Lie 括号就是矩阵对易子

[X,Y ]g = XY − Y X.

2.2 幺正群的 Lie代数

Prop. 1 u(n) 的反 Hermitian 性

幺正群 U(n) 的 Lie 代数为

u(n) = {X ∈Mn(C) : X† = −X}.

Pf 令 U(s) ∈ U(n), U(0) = I, U̇(0) = X. 对

U(s)†U(s) = I

在 s = 0 处求导, 得
X† +X = 0.

10



连续对称性与量子生成元 Lie 代数与指数映射

反之, 若 X† = −X, 则 (
esX

)†
esX = esX†esX = e−sXesX = I,

所以 esX ∈ U(n). □

2.3 指数映射与单参数子群

Def. 2 指数映射

对矩阵 Lie 群, 指数映射定义为

exp : g −→ G, X 7−→ eX =
∞∑
k=0

Xk

k!
.

固定 X ∈ g 后,
γX(s) = esX

满足
γX(s1 + s2) = γX(s1)γX(s2),

因而是一参数子群. 反过来, 每个光滑一参数子群都由单位元处初速度唯一决定.
指数映射在单位元附近是局部微分同胚, 但对一般 Lie 群未必全局一一或满射. 例如
SO(3) 中同一旋转可由不同轴角参数描述, 而平移群 (Rd,+) 的指数映射在自然识别下就
是恒等映射.

2.4 局部参数与结构常数
若 G 为 r 维 Lie 群, 单位元附近可用

ξ = (ξ1, . . . , ξr)

作局部坐标. 选取 g 的基 {Xa}ra=1, 可局部写成

g(ξ) = exp(ξaXa).

参数是群流形上的坐标, 不是额外的群元素. 不同参数化可以描述同一群元素, 参数也可
以带物理量纲.
Lie 括号在该基下写成

[Xa, Xb]g = fab
cXc,

其中 fab
c 称为结构常数. Abel Lie 群的 Lie 括号恒为零.

11
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3
Hilbert空间上的连续幺正表示

3.1 表示把几何群作用搬到量子态空间

Def. 1 幺正表示

Lie 群 G 在 Hilbert 空间 H 上的幺正表示是群同态

Û : G −→ U(H ),

满足
Û(g1g2) = Û(g1)Û(g2), Û(e) = Î .

若每个矩阵元 g 7→
〈
ϕ
∣∣∣Û(g)ψ

〉
都连续, 则称该表示连续.

对矩阵 Lie 群, 表示算符随群参数光滑变化, 连续性自然成立. 在有限维情形, 幺正算符全
体构成紧 Lie 群, 表示论没有无限维理论中的额外技术困难.

严格性提示: “幺正算符族” 不等于 “单参数幺正群”. 例如

V̂ (t) = e−it2Â

对 Hermitian Â 是幺正算符族, 但一般不满足 V̂ (t+ s) = V̂ (t)V̂ (s). 因此不能用一个
与 t 无关的固定生成元写成 V̂ (t) = e−itĜ/ℏ. 固定生成元的指数形式需要群律.

3.2 单参数幺正群

Def. 2 单参数幺正群

一族幺正算符 {Û(s)}s∈R 称为单参数幺正群, 若

Û(s1 + s2) = Û(s1)Û(s2),
Û(0) = Î

对所有 s, s1, s2 ∈ R 成立.

任意 Lie 群中的一参数子群 s 7→ exp(sX) 经幺正表示后,

ÛX(s) := Û(exp(sX))

构成单参数幺正群. 因而多参数 Lie 群可以沿每个 Lie 代数方向分别应用单参数群理论.
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连续对称性与量子生成元 Hilbert 空间上的连续幺正表示

3.3 数学生成元与物理生成元
数学上, 幺正表示微分得到的 Lie 代数元是反 Hermitian 的. 物理上把 −i/ℏ 提出, 定义
Hermitian 生成元:

dÛ(X) = − i
ℏ
ĜX .

于是有限变换写成

ÛX(s) = exp
(
− i
ℏ
sĜX

)
.

这里的 dÛ(X) 是表示对 Lie 代数的微分, 不是小参数的变分符号.
若物理生成元满足

[Ĝa, Ĝb] = iℏfabcĜc,

则它们实现了原 Lie 代数的量子表示. 平移群的结构常数为零; 旋转群的结构常数由
Levi–Civita 符号给出.
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4
单参数幺正群与生成元

4.1 有限维中的一阶证明

Prop. 1 有限维物理生成元是 Hermitian 矩阵

设 Û(s) 是有限维 Hilbert 空间上的可微单参数幺正群, 并定义

Ĝ := iℏ dÛ(s)
ds

∣∣∣∣∣
s=0

.

则 Ĝ† = Ĝ.

Pf 对
Û(s)†Û(s) = Î

在 s = 0 处求导, 得
dÛ(s)†

ds

∣∣∣∣∣
0

+ dÛ(s)
ds

∣∣∣∣∣
0

= 0.

记

X̂ = dÛ(s)
ds

∣∣∣∣∣
0
,

则 X̂† = −X̂, 从而
Ĝ† = (iℏX̂)† = −iℏX̂† = iℏX̂ = Ĝ.

□
有限维中 Hermitian 矩阵的本征值为实数, 这是可观测量取实值的线性代数基础. 这段证
明说明幺正有限变换的切向方向是反 Hermitian 的, 抽出 −i/ℏ 后得到 Hermitian 物理生
成元.

4.2 指数映射的反方向: Hermitian生成元生成幺正群

一阶证明建立了从幺正群到 Hermitian 生成元的方向. 反过来, 若 Ĝ 是 Hermitian 矩阵,
则矩阵指数

Û(s) = exp
(
− i
ℏ
sĜ
)

是幺正算符. 事实上, 在 Ĝ 的对角化本征基

Ĝ |λ〉 = λ |λ〉 , λ ∈ R

中, Û(s) 也取对角形式, 本征值为 e−isλ/ℏ, 其模长为 1. 因而 Û(s) 幺正.
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Thm. 1 单参数幺正群的结构

在有限维 Hilbert 空间上, 可微单参数幺正群与 Hermitian 矩阵一一对应:

Û(s) = exp
(
− i
ℏ
sĜ
)
, Ĝ† = Ĝ.

给定 Hermitian Ĝ, 上式总是单参数幺正群; 反之, 任意可微单参数幺正群的生成元 Ĝ
必为 Hermitian.

本讲义的处理层次

动量, 角动量与能量在波函数空间上通常对应微分算符, 其严格的谱理论与定义域理
论属于泛函分析. 本讲义按线性代数与 Lie 理论处理: 有限维表示用矩阵方法, 波函
数上的微分算符采用形式运算 (作用在光滑函数上), 不进入泛函分析.

4.3 无穷小变换与一阶形式
在有限维情形, 对任意矢量 ψ 有普通 Taylor 展开

Û(ϵ)ψ = ψ − i
ℏ
ϵĜψ +O(ϵ2).

对波函数上的微分算符, 同一公式作为形式运算成立. 由群律 Û(s + ϵ) = Û(ϵ)Û(s) 求导,
得到微分方程

d
ds
Û(s) = − i

ℏ
ĜÛ(s), Û(0) = Î ,

其解正是指数形式 Û(s) = e−isĜ/ℏ. 无穷小变换, 微分方程与指数形式因而全部落在线性
代数范畴内.
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Part II

物理框架:对称性,生成元与守恒律
本部分引入物理内容: 生成元通过对易子改变可观测量, 与
Hamilton 算符对易的生成元给出守恒律. 先说明对称变换如何
作用在态与可观测量上, 再证明守恒定理, 最后从物理层面总
览动量, 角动量与能量三类实例, 并建立判断流程.

内容概要

• 掌握生成元对态和可观测量的无穷小作用.

• 理解对称变换的准确定义及其动力学意义.

• 理解并证明 [Ĥ, Ĝ] = 0 蕴含 Ĝ 守恒.

• 从物理层面总览平移, 旋转与时间平移三类实例.

• 掌握判断连续对称性给出守恒量的流程.
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5
对称性,伴随作用与对易

5.1 态与可观测量的变分

对由 Hermitian Ĝ 生成的一参数群,

Û(ϵ) = exp
(
− i
ℏ
ϵĜ
)
,

态的一阶变分为

δ |ψ〉 := Û(ϵ) |ψ〉 − |ψ〉 = − i
ℏ
ϵĜ |ψ〉+ o(ϵ).

对合适的算符 Â, 定义伴随作用

Â(ϵ) = Û(ϵ)†ÂÛ(ϵ).

展开到一阶, 得到
δÂ := Â(ϵ)− Â = i

ℏ
ϵ[Ĝ, Â] + o(ϵ). (5.1)

生成元通过左作用改变态, 通过对易子改变可观测量.

5.2 动力学对称性

Def. 1 Hamilton 算符的幺正对称性

设 Ĥ 为 Hermitian Hamilton 算符. 幺正算符 Û 称为系统的对称变换, 若

Û †ĤÛ = Ĥ,

等价地
ĤÛ = ÛĤ.

这表示对称变换不仅保持能量数值, 还保持完整动力学规律: 若 |ψ(t)〉 是一条演化轨道,
则 Û |ψ(t)〉 也是.
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5.3 对易与可同时对角化
在有限维情形,两个 Hermitian 算符的对易关系直接对应它们的幺正群结构.

Prop. 1 对易与幺正群对易

两个 Hermitian 算符 Â, B̂ 满足 [Â, B̂] = 0, 当且仅当它们生成的两个单参数幺正群对
易:

e−isÂ/ℏe−itB̂/ℏ = e−itB̂/ℏe−isÂ/ℏ, ∀s, t ∈ R.

此时 Â, B̂ 可以同时对角化, 具有公共本征基.

Pf 若 [Â, B̂] = 0, 则两个指数可以交换并合并:

e−isÂ/ℏe−itB̂/ℏ = exp
[
− i
ℏ

(sÂ+ tB̂)
]

= e−itB̂/ℏe−isÂ/ℏ.

反之, 若两个幺正群对易, 先对 s 在原点求导再对 t 在原点求导, 得 ÂB̂ = B̂Â. 最后, 两
个交换的 Hermitian 矩阵可同时对角化, 存在公共本征基. □

Thm. 1 连续对称性与守恒生成元

设 Ĥ 为 Hamilton 算符, Ĝ 为 Hermitian 生成元. 若 [Ĥ, Ĝ] = 0, 则 Ĝ 守恒:

eitĤ/ℏĜe−itĤ/ℏ = Ĝ,
dĜ
dt

= 0.

因而在任意初态中, Ĝ 各本征值出现的概率都不随时间改变.

Pf 由 [Ĥ, Ĝ] = 0, 时间演化算符 e−itĤ/ℏ 与 Ĝ 对易, 故上式成立. 在 Ĥ, Ĝ 的公共本征基

Ĥ |En, gj〉 = En |En, gj〉 , Ĝ |En, gj〉 = gj |En, gj〉

中, 时间演化只改变各分量的相位, 不改变 Ĝ 本征值的概率权重. □
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6
物理总览:动量,角动量与能量

6.1 三类连续对称性的物理图景
第一部分的数学框架回答了两个问题: 连续变换由 Lie 群描述, 而沿每个一参数方向的无
穷小变换由 Hermitian 生成元给出. 本节从物理层面预告三个具体例子, 说明每个几何对
称群对应哪个可观测量作为生成元, 以及对称性在何种条件下蕴含守恒律.

• 空间平移保持空间齐性. 平移群的生成元是总动量 P̂ . 若物理定律不依赖绝对位置,
则 Ĥ 与平移对易, 动量守恒.

• 空间旋转保持空间各向同性. 旋转群的生成元是总角动量 Ĵ . 若物理定律不依赖方
向, 则 Ĥ 与旋转对易, 角动量守恒.

• 时间平移保持时间均匀性. 时间平移群的生成元是 Hamilton 算符 Ĥ, 即能量. 若物
理定律不依赖绝对时间原点, 则能量守恒.

这三个例子不是彼此独立的分支, 而是同一套 Lie 群表示结构在不同几何变换下的具体
化. 生成元分别是动量, 角动量与能量, 它们同时是可观测量与连续变换的无穷小来源.

6.2 判断流程
后文对每个例子都按同一流程展开 (见下一框): 先确定几何变换构成哪个 Lie 群, 再写出
其幺正表示并沿每个一参数方向识别 Hermitian 生成元, 最后检验 Ĥ 是否与该群作用对
易, 从而判断相应生成元是否守恒. 这一流程把第一部分的数学结论转译为可逐条核对的
物理判断.

物理框架的判断流程

对每个物理实例, 后文依次回答:
1. 几何变换构成哪个 Lie 群?
2. 其 Lie 代数和一参数子群是什么?
3. 幺正表示在态空间上怎样写?
4. Hermitian 生成元是哪一个可观测量?
5. 无穷小变换和对易关系怎样由生成元得到?
6. Hamilton 算符何时与生成的幺正群对易?
7. 相应生成元的哪些本征值概率因此守恒?
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Part III

空间平移与动量

本部分把前两部分的框架应用到空间平移, 作为第一个具体例
子. d维平移群 (Rd,+)的幺正表示由主动平移算符 T̂ (a)实现,
其 Hermitian 生成元是动量算符 P̂ . 平移对称的动力学保持动
量的本征值概率分布.

内容概要

• 掌握平移群的 Abel Lie 群结构与零 Lie 括号.

• 推导平移算符的群律, 幺正性及其对右矢, 左矢和波函数的作用.

• 从单参数幺正群的结构得到 Hermitian 动量和指数形式.

• 推导位置–动量正则对易关系.

• 区分连续平移对称, 部分平移对称和离散晶格平移.
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7
平移群及其幺正表示

7.1 d维平移群

Euclidean 空间中的平移由

τa : Rd −→ Rd, x 7−→ x + a

定义. 两次平移复合为
τa ◦ τb = τa+b.

Prop. 1 平移群是 Abel Lie 群

d 维平移群
T (d) ∼= (Rd,+)

是连通, 单连通的 d 维 Abel Lie 群. 其 Lie 代数 t(d) ∼= Rd 的 Lie 括号恒为零.

Pf Rd 本身是光滑流形, 群乘法 (a, b) 7→ a + b 和取逆 a 7→ −a 都是线性光滑映射. 矢
量加法交换, 所以群为 Abel 群. 相应左不变向量场是常矢量场, 它们的交换子为零. □
选取标准基 {ei}di=1, Lie 代数关系为

[ei, ej]t(d) = 0.

在量子幺正表示中, 这一零括号将对应不同动量分量的两两对易.

7.2 主动空间平移

Def. 1 空间平移算符

主动空间平移算符 T̂ (a) 由
T̂ (a) |x〉 = |x + a〉 (7.1)

定义. 它把位于 x 的理想位置本征右矢移动到 x + a.

这里 a 是长度参数. 位置本征右矢满足

〈x′|x〉 = δ(d)(x′ − x),
ˆ
Rd

ddx |x〉 〈x| = Î .

它们是 δ 归一化的形式右矢; 对光滑波函数, 内积与完备性按形式运算理解, 本讲义不展
开无穷维谱理论.
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7.3 群律

Thm. 1 平移算符的 Abel 群结构

对任意 a, b ∈ Rd,

T̂ (a)T̂ (b) = T̂ (a + b), (7.2)
T̂ (0) = Î , (7.3)

T̂ (a)−1 = T̂ (−a), (7.4)
T̂ (a)T̂ (b) = T̂ (b)T̂ (a). (7.5)

Pf 对任意 |x〉,

T̂ (a)T̂ (b) |x〉 = T̂ (a) |x + b〉
= |x + b + a〉
= T̂ (a + b) |x〉 .

位置广义基的完备性给出式(7.2). 令参数为 0 得单位元; 令第二个参数为 −a 得逆元. 最
后由 a + b = b + a 得交换律. □

严格性提示: 复合律与交换律是不同陈述:

T̂ (a)T̂ (b) = T̂ (a + b), T̂ (a)T̂ (b) = T̂ (b)T̂ (a).

第二式右端若误写成 T̂ (b)T̂ (b), 就不再表示交换律.

7.4 幺正性

Prop. 2 空间平移是幺正变换

平移算符保持内积, 且
T̂ (a)† = T̂ (a)−1 = T̂ (−a). (7.6)

Pf 在位置广义基中,

〈x′| T̂ (a)†T̂ (a) |x〉 = 〈x′ + a|x + a〉
= δ(d)

[
(x′ + a)− (x + a)

]
= δ(d)(x′ − x)
= 〈x′|x〉 .

故 T̂ (a)†T̂ (a) = Î. 结合式(7.4), 得到(7.6). □
若同一个平移同时作用于两态, 〈

T̂ (a)ϕ
∣∣∣T̂ (a)ψ

〉
= 〈ϕ|ψ〉 ,
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所以其跃迁概率保持不变. 若只平移其中一态,∣∣∣〈ϕ∣∣∣T̂ (a)ψ
〉∣∣∣2

一般会依赖 a.
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8
平移算符对态与可观测量的作用

8.1 对左矢与波函数的作用
由式(7.1) 取伴随,

〈x| T̂ (a)† = 〈x + a| .
再用 T̂ (a)† = T̂ (−a), 得

〈x| T̂ (a) = 〈x− a| . (8.1)

设
ψ(x) = 〈x|ψ〉 , |ψa〉 = T̂ (a) |ψ〉 .

则

ψa(x) = 〈x|ψa〉
= 〈x| T̂ (a) |ψ〉
= 〈x− a|ψ〉
= ψ(x− a). (8.2)

Prop. 1 主动平移后的概率分布

主动平移满足
(T̂ (a)ψ)(x) = ψ(x− a),

因而
ρa(x) = |ψ(x− a)|2.

若原概率密度在 x0 处取峰值, 平移后峰值位于 x0 + a.

8.2 与位置算符的关系

Prop. 2 有限平移下的位置算符

对每个分量,

[X̂i, T̂ (a)] = aiT̂ (a), (8.3)
T̂ (a)†X̂iT̂ (a) = X̂i + aiÎ , (8.4)
T̂ (a)X̂iT̂ (a)† = X̂i − aiÎ . (8.5)

Pf 对任意位置广义右矢,

[X̂i, T̂ (a)] |x〉 = X̂i |x + a〉 − T̂ (a)xi |x〉
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= (xi + ai) |x + a〉 − xi |x + a〉
= aiT̂ (a) |x〉 .

由完备性得到式(8.3). 再分别左乘或右乘 T̂ (a)†, 得后两式. □

主动与被动共轭式

T̂ †X̂iT̂ = X̂i + aiÎ 把平移后态上的位置测量拉回原态. 相反, T̂ X̂iT̂
† = X̂i − aiÎ 是逆

向共轭. 两者互为逆变换, 符号必须相反.

8.3 位置函数与一般算符
由 Hermitian 算符的对角化,

T̂ (a)†f(X̂)T̂ (a) = f(X̂ + aÎ). (8.6)

对一般算符 Â, 伴随作用为
Â(a) = T̂ (a)†ÂT̂ (a).

其无穷小形式将在动量生成元建立后由式(5.1) 得到.
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9
动量是平移的Hermitian生成元

9.1 从单参数平移群到动量生成元
固定第 i 个方向,

T̂i(s) := T̂ (sei)

构成单参数幺正群. 由第一部分的单参数幺正群结构定理, 存在唯一 Hermitian 生成元
P̂i, 使

T̂i(s) = exp
(
− i
ℏ
sP̂i

)
.

不同方向的一参数平移群彼此对易 (平移群是 Abel 群), 由对易与幺正群对易的等价性,
生成元 P̂i 两两对易. 因而 d 维有限平移写成

T̂ (a) = exp
(
− i
ℏ

a · P̂
)
. (9.1)

指数中的 a · P̂ 具有作用量量纲, 除以 ℏ 后无量纲.

Def. 1 动量生成元

平移群第 i 个参数方向的物理生成元定义为

P̂iψ = iℏ lim
s→0

T̂ (sei)ψ − ψ
s

(9.2)

对光滑波函数 ψ 成立. P̂ 称为动量算符.

9.2 无穷小平移的逐态形式
对光滑波函数 ψ,取固定方向 n, 令 a = ϵn. 则

T̂ (ϵn)ψ = ψ − i
ℏ
ϵn · P̂ψ + o(ϵ). (9.3)

相应态变分为

δ |ψ〉 = − i
ℏ
ϵn · P̂ |ψ〉+ o(ϵ).

严格性提示: 式(9.3) 是光滑波函数上的一阶 Taylor 展开, 属于形式运算; 在有限维
表示中它是有界算符之间的普通等式.
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9.3 物理微分方程与严格依据
对光滑波函数 ψ, 群律给出

∂

∂ai
T̂ (a)ψ = lim

s→0

T̂ (a + sei)ψ − T̂ (a)ψ
s

= lim
s→0

T̂ (sei)− Î
s

T̂ (a)ψ

= − i
ℏ
P̂iT̂ (a)ψ.

初值是 T̂ (0)ψ = ψ. 解这一常系数微分方程便得到式(9.1). 在有限维表示中, 这就是矩阵
微分方程 dT̂ /dai = −(i/ℏ)P̂iT̂ 的标准解, 指数形式由矩阵指数保证; 对波函数上的微分
算符, 它作为形式运算成立.

9.4 位置表象中的动量
对光滑波函数 ψ,

ψ(x− ϵn) = ψ(x)− ϵn ·∇ψ(x) +O(ϵ2).

另一方面, 式(9.3) 给出

(T̂ (ϵn)ψ)(x) = ψ(x)− i
ℏ
ϵ(n · P̂ψ)(x) +O(ϵ2).

比较任意方向 n 的一阶系数,

P̂ = −iℏ∇ 在光滑波函数上. (9.4)

微分表达式 −iℏ∇ 在本讲义中作为形式算符使用, 作用在光滑波函数上; 边界条件与自伴
扩张等泛函分析内容不在讨论范围内.

9.5 正则对易关系
将无穷小平移代入式(8.4), 或对参数求导, 得

[X̂i, P̂j]ψ = iℏδijψ (9.5)

对光滑波函数 ψ 成立. 因此常写成

[X̂i, P̂j] = iℏδij Î ,

这是位置与动量算符间的正则对易关系, 本讲义按形式运算理解.
对足够光滑的 f ,

[P̂i, f(X̂)]ψ = −iℏ ∂f
∂xi

(X̂)ψ

对光滑波函数 ψ 成立.
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9.6 动量表象与平移群特征标
若

P̂ |p〉 = p |p〉 ,

则

T̂ (a) |p〉 = exp
(
− i
ℏ

a · p
)
|p〉 . (9.6)

平移群是 Abel 群, 其复不可约幺正表示是一维特征标

χp(a) = exp
(
− i
ℏ

a · p
)
.

动量 p 因而既是生成元本征值, 也是平移群不可约表示标签.
完整的正则平移表示是可约的: 在动量表象中, 它分解为由 p 标记的一维特征标. 广义右
矢 |p〉 与 |x〉 一样按形式运算理解.
在动量表象中,

ψ̃a(p) = exp
(
− i
ℏ

a · p
)
ψ̃(p),

故主动平移移动位置概率分布, 但不改变动量概率分布.
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10
平移对称性与动量守恒

10.1 严格的平移不变性

Def. 1 空间平移对称性

Hermitian Hamilton 算符 Ĥ 具有连续空间平移对称性, 若对所有 a ∈ Rd,

ĤT̂ (a) = T̂ (a)Ĥ.

这等价于 Ĥ 与所有有限平移对易, 因而时间演化群与平移群对易:

e−itĤ/ℏT̂ (a) = T̂ (a)e−itĤ/ℏ.

Thm. 1 平移对称性蕴含动量守恒

若 Hamilton 算符具有连续空间平移对称性, 则每个动量分量 P̂i 守恒:

[Ĥ, P̂i] = 0, dP̂i
dt

= 0.

因而任意态中动量各本征值的概率分布保持不变.

Pf 由 Ĥ 与所有有限平移对易,对 T̂i(ai) = e−iaiP̂i/ℏ关于 ai在原点求导,得到 [Ĥ, P̂i] = 0.
第二部分的连续对称性定理随即说明 P̂i 的各本征值概率守恒. □

10.2 单粒子势能
考虑

Ĥ = P̂ 2

2m
+ V (X̂).

动能自动在平移下不变. 势能由式(8.6) 变为

T̂ (a)†V (X̂)T̂ (a) = V (X̂ + aÎ).

若 V 对任意 a 不变, 则它在连通空间中只能是常数. 对一般外势, 在光滑波函数上

[Ĥ, P̂i] = iℏ∂V
∂xi

(X̂),

从而
dP̂i
dt

= −∂V
∂xi

(X̂).
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Eg. 1 部分平移对称

若三维势能仅依赖 z,
V (x) = V (z),

则系统沿 x, y 方向平移不变, 因而 P̂x, P̂y 守恒. 沿 z 方向的平移被破坏, P̂z 一般不守
恒. 保留几个独立连续参数, 就得到几个独立守恒生成元.

10.3 多粒子共同平移
对 N 个粒子同时平移,

T̂tot(a) =
N⊗
r=1

T̂r(a) = exp
[
− i
ℏ

a ·
(

N∑
r=1

P̂r

)]
.

故共同平移生成元是总动量

P̂tot =
N∑
r=1

P̂r.

Prop. 1 相对坐标相互作用

若

Ĥ =
N∑
r=1

P̂ 2
r

2mr

+
∑
r<s

Vrs(X̂r − X̂s),

则 Ĥ 在共同平移下不变, 总动量守恒.

Pf 共同平移使
X̂r 7−→ X̂r + aÎ ,

所以
(X̂r + aÎ)− (X̂s + aÎ) = X̂r − X̂s.

动能与所有平移对易,相对坐标势也不变. 因而 Hamilton 算符与 T̂tot(a) 对易, 总动量的
本征值概率守恒. □
各粒子动量一般不分别守恒: 相互作用可以在粒子之间交换动量. 守恒的是共同平移的生
成元, 即总动量.

10.4 连续平移与晶格平移
周期势满足

V (x + R) = V (x), R ∈ Λ,

其中 Λ 为晶格. 此时只有离散平移 T̂ (R) 是对称变换, 连续动量通常不守恒. Bloch 态满
足

T̂ (R) |ψnk〉 = e−ik·R |ψnk〉 .

准动量 ℏk 是离散平移群的表示标签, 只在倒格矢模意义下唯一. 因此晶体中的准动量守
恒与连续平移产生的普通动量守恒不是同一陈述.
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11
例子:动量守恒的具体系统

本节把平移对称性与动量守恒的框架应用到具体系统, 演示同一判断流程: 先确认几何对
称, 再识别生成元, 最后检验守恒与否.

11.1 自由粒子与 Gauss波包

Eg. 1 自由粒子动量守恒

自由粒子 Hamilton 算符为

Ĥ = P̂ 2

2m
.

它只依赖动量, 与每个有限平移 T̂ (a) 对易, 因而

[Ĥ, P̂i] = 0, dP̂i
dt

= 0.

动量本征态是平面波
〈x|p〉 = (2πℏ)−d/2eip·x/ℏ,

其能量为 E = p2/2m. 平移算符在动量表象中只是相位

T̂ (a) |p〉 = e−ia·p/ℏ |p〉 ,

故动量概率分布完全不变.

Eg. 2 Gauss 波包的平移与自由演化

一维 Gauss 波包
ψ(x) =

( 1
πσ2

)1/4
eip0x/ℏ exp

[
−(x− x0)2

2σ2

]

经主动平移后 ψa(x) = ψ(x − a), 峰值从 x0 移到 x0 + a, 而动量分布不变. 自由演化
下, 由 Ehrenfest 定理

d
〈
P̂
〉

dt
= −

〈
∂V

∂x

〉
= 0,

d
〈
X̂
〉

dt
=

〈
P̂
〉

m
,

故 〈
P̂
〉

(t) =
〈
P̂
〉

(0),
〈
X̂
〉

(t) =
〈
X̂
〉

(0) +

〈
P̂
〉

(0)
m

t.

波包中心匀速运动, 动量期望值恒定, 与动量守恒一致.
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11.2 部分平移对称

Eg. 3 沿固定方向破缺的平移对称

考虑

Ĥ = P̂ 2

2m
+ 1

2
mω2Ẑ2.

势能只依赖 z,对沿 x, y 的平移不变, 所以 P̂x, P̂y 守恒. 沿 z 平移改变势能, 由第二部
分的变分公式,

[Ĥ, P̂z] = iℏ∂V
∂z

(X̂) = iℏmω2Ẑ,

因而
dP̂z
dt

= i
ℏ

[Ĥ, P̂z] = −mω2Ẑ 6= 0.

这正是沿 z 的回复力: 动量不守恒. 保留的独立连续平移方向的数目, 就是独立守恒
动量分量的数目.

11.3 多粒子共同平移

Eg. 4 相对坐标相互作用的总动量守恒

两粒子

Ĥ = P̂ 2
1

2m1
+ P̂ 2

2
2m2

+ V (X̂1 − X̂2)

的共同平移算符为

T̂tot(a) = T̂1(a)T̂2(a) = exp
[
− i
ℏ

a · (P̂1 + P̂2)
]
.

共同平移保持坐标差,势能不变; 动能与共同平移对易. 因而

[Ĥ, P̂1 + P̂2] = 0,

总动量守恒. 单粒子动量不守恒: 相互作用在两个粒子之间交换动量,

dP̂1

dt
= −∇1V (X̂1 − X̂2) 6= 0.
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11.4 周期势与 Bloch态

Eg. 5 晶格平移与准动量

周期势 V (x + a) = V (x) 只保留离散晶格平移 T̂ (a) 作为对称变换, 连续动量 p 不守
恒. Bloch 定理给出

T̂ (a) |ψnk〉 = e−ika |ψnk〉 ,

其中准动量 ℏk 是离散平移群的表示标签, 只在 k → k + 2π/a 模意义下唯一. 准动量
守恒与连续平移产生的动量守恒不是同一陈述: 前者对应晶格的离散对称性.

第三部分的数学–物理对应

一般理论 空间平移

G T (d) ∼= (Rd,+)
g t(d), [ei, ej] = 0

Û(exp sX) T̂ (sei)
ĜX P̂i

指数形式 T̂ (a) = e−ia·P̂ /ℏ

动力学对称 ĤT̂ (a) = T̂ (a)Ĥ
守恒量 动量
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Part IV

空间旋转与角动量

本部分把前两部分的框架应用到空间旋转, 作为第二个具体例
子. 三维适当旋转群 SO(3)及其双覆盖 SU(2)非 Abel,因而不
同方向的 Hermitian 生成元不对易. 轨道角动量与自旋角动量
是同一旋转 Lie 代数的不同量子表示, 总角动量则是复合系统
共同旋转的生成元.

内容概要

• 从正交矩阵约束判定 SO(3) 是三维 Lie 群.

• 推导旋转 Lie 代数和角动量对易关系.

• 掌握 R̂n(θ) 的指数形式及其对态和矢量算符的作用.

• 区分轨道角动量, 自旋角动量和总角动量.

• 用旋转群与 Hamilton 算符的对易判定角动量守恒及其部分对称情形.
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12
旋转群SO(3)与 SU(2)

12.1 适当旋转矩阵
三维 Euclidean 空间中的适当旋转由实矩阵 R 描述:

RTR = I3, det R = 1.

全体适当旋转构成

SO(3) = {R ∈M3(R) : RTR = I3, det R = 1}.

Prop. 1 SO(3) 是三维 Lie 群

SO(3) 是 GL(3,R) 的闭子群, 因而是 Lie 群. 其流形维数为 3.

Pf 正交约束与行列式约束对矩阵元连续, 所以 SO(3) 是闭集. 闭矩阵群定理保证其 Lie
群结构. 在单位元附近写

R(s) = I3 + sA+ o(s).
代入 R(s)TR(s) = I3, 比较一阶项得

AT + A = 0.

三阶实反对称矩阵有三个独立分量, 所以 dimSO(3) = 3. □
SO(3) 连通但非单连通. 绕固定轴旋转 2π 在几何空间中回到单位元, 但不可连续收缩的
闭路结构使半整数自旋不能由 SO(3) 的普通表示完整描述.

12.2 轴角参数
任意非恒等三维适当旋转都可由单位轴 n 和转角 θ 描述. 几何旋转矩阵写作

Rn(θ).

Rodrigues 公式为

Rn(θ)v = v cos θ + (n× v) sin θ + n(n · v)(1− cos θ). (12.1)

这里 θ 专用于转角. 一般 Lie 群参数仍用 ξ 或 s.
轴角参数不是全局唯一的:

(n, θ) ∼ (−n,−θ), θ ∼ θ + 2π.

在 θ = π 等位置还存在坐标退化. 这些是参数化的全局问题, 不影响 SO(3) 的光滑流形
结构.
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12.3 旋转 Lie代数
三维反对称矩阵可用生成元 Li 展开:

(Li)jk = −εijk.

它们满足
[Li, Lj] = εijkLk.

所以
so(3) = spanR{L1, L2, L3}.

与平移 Lie 代数不同, so(3) 非 Abel. 这说明绕不同轴的有限小旋转复合次序会影响结果.

Eg. 1 两个无穷小旋转的交换子

令
Rx(ϵ) = I3 + ϵLx +O(ϵ2), Ry(ϵ) = I3 + ϵLy +O(ϵ2).

则群交换子
Rx(ϵ)Ry(ϵ)Rx(−ϵ)Ry(−ϵ) = I3 + ϵ2Lz +O(ϵ3).

一阶位移相消, 二阶残留正由 Lie 括号决定.

12.4 SU(2)与双覆盖
SU(2) = {U ∈M2(C) : U †U = I2, detU = 1}

也是三维 Lie 群. 其 Lie 代数可用 −iσi/2 为基:[
− i

2
σi,−

i
2
σj

]
= εijk

(
− i

2
σk

)
.

因此
su(2) ∼= so(3)

作为实 Lie 代数同构.

Thm. 1 SU(2) 双覆盖 SO(3)

存在满 Lie 群同态
π : SU(2) −→ SO(3)

且
kerπ = {I2,−I2}.

因而每个几何旋转对应 SU(2) 中两个相反元素.

对自旋 1/2,
Un(θ) = exp

(
− i

2
θn · σ

)
.

当 θ = 2π 时, Un(2π) = −I2, 右矢改变整体符号而射线不变. 当 θ = 4π 时才回到 I2.
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13
旋转算符与角动量生成元

13.1 Hilbert空间上的主动旋转

Def. 1 空间旋转算符

对几何旋转 Rn(θ), Hilbert 空间上的主动旋转算符记作 R̂n(θ), 并定义

R̂n(θ) |x〉 = |Rn(θ)x〉 . (13.1)

表示性质要求
R̂(R1R2) = R̂(R1)R̂(R2), R̂(I3) = Î .

旋转保持 Euclidean 距离与体积, 因而位置表象内积不变, R̂(R) 是幺正算符.

13.2 固定轴的一参数群与角动量生成元
固定单位轴 n 后,

θ 7−→ R̂n(θ)

满足
R̂n(θ1 + θ2) = R̂n(θ1)R̂n(θ2).

由单参数幺正群的结构定理, 存在唯一 Hermitian 生成元 n · Ĵ , 使

R̂n(θ) = exp
(
− i
ℏ
θn · Ĵ

)
. (13.2)

转角 θ 无量纲, 所以角动量生成元具有作用量量纲.

Def. 2 角动量生成元

对有限维情形中的任意矢量 ψ (或光滑波函数),

n · Ĵψ = iℏ lim
θ→0

R̂n(θ)ψ − ψ
θ

.

对小转角 ϵ,
R̂n(ϵ)ψ = ψ − i

ℏ
ϵn · Ĵψ + o(ϵ). (13.3)

相应态变分为

δ |ψ〉 = − i
ℏ
ϵn · Ĵ |ψ〉+ o(ϵ).
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13.3 角动量 Lie代数
量子表示必须保持 Lie 括号, 因而 Hermitian 生成元满足

[Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk . (13.4)

这些关系是旋转 Lie代数的量子实现,对有限维自旋表示与形式波函数运算 (轨道角动量)
都成立.
非零对易子意味着一般不能写

R̂x(θx)R̂y(θy) = R̂y(θy)R̂x(θx).

Baker–Campbell–Hausdorff 公式把有限旋转次序差异组织为生成元的嵌套对易子.

13.4 旋转对位置与波函数的作用
由式(13.1) 与幺正性,

〈x| R̂(R) =
〈
R−1x

∣∣∣ .
因此无内部自由度的标量波函数满足

(R̂(R)ψ)(x) = ψ(R−1x). (13.5)

逆旋转的出现与主动平移波函数中的 x− a 同源: 固定坐标左矢读取的是变换前的原像.
位置算符的共轭关系为

R̂(R)†X̂iR̂(R) = RijX̂j. (13.6)
对转轴 n 的小转角 ϵ,

Rn(ϵ)x = x + ϵn× x +O(ϵ2).
将式(13.3) 代入(13.6), 比较一阶项得

[Ĵi, X̂j] = iℏεijkX̂k. (13.7)

同理, 动量是矢量算符:
[Ĵi, P̂j] = iℏεijkP̂k.

13.5 矢量算符的一般定义

Def. 3 矢量算符

三个算符 V̂i 构成矢量算符, 若

R̂(R)†V̂iR̂(R) = RijV̂j.

等价的无穷小形式为
[Ĵi, V̂j] = iℏεijkV̂k.

这里有限形式给出全局群协变, 无穷小形式给出 Lie 代数协变; 两者由单参数群的指数结
构等价.
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14
轨道角动量,自旋与总角动量

14.1 轨道角动量
对无内部自由度的单粒子, 由式(13.5) 作小角展开:

ψ(Rn(−ϵ)x) = ψ(x)− ϵ(n× x) ·∇ψ(x) +O(ϵ2).

与式(13.3) 比较, 得
L̂ = X̂ × P̂ = −iℏx×∇ . (14.1)

在光滑波函数上, 每个固定轴分量按形式运算定义.
由正则对易关系可验证

[L̂i, L̂j] = iℏεijkL̂k.
轨道角动量是空间波函数对旋转群的表示生成元.

14.2 自旋角动量
自旋不来自粒子在空间中的经典转动, 而是态空间内部对 SU(2) 的不可约表示. 对自旋
1/2,

Ŝ = ℏ
2

σ,

且
[Ŝi, Ŝj] = iℏεijkŜk.

旋转算符为

R̂(1/2)
n (θ) = exp

(
− i
ℏ
θn · Ŝ

)
= exp

(
− i

2
θn · σ

)
.

一般自旋 j 的不可约表示维数为 2j + 1, 并满足

Ĵ2 |jm〉 = ℏ2j(j + 1) |jm〉 , Ĵz |jm〉 = ℏm |jm〉 .

14.3 总角动量是共同旋转生成元
若单粒子同时具有轨道与自旋自由度,

H = Horb ⊗Hspin.

共同旋转表示为
R̂tot(R) = R̂orb(R)⊗ R̂spin(R).

固定轴的一参数群满足

R̂tot,n(θ) = exp
(
− i
ℏ
θn · L̂

)
⊗ exp

(
− i
ℏ
θn · Ŝ

)
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= exp
[
− i
ℏ
θn · (L̂ + Ŝ)

]
.

所以共同旋转生成元是总角动量
Ĵ = L̂ + Ŝ.

对多粒子系统, 总角动量同样是各轨道和各自旋角动量之和.
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15
旋转对称性与角动量守恒

15.1 完整旋转对称

Def. 1 旋转不变 Hamilton 算符

Hermitian Hamilton 算符 Ĥ 具有完整旋转对称性, 若对所有 R ∈ SO(3),

R̂(R)†ĤR̂(R) = Ĥ,

等价地
ĤR̂(R) = R̂(R)Ĥ.

Thm. 1 旋转对称性蕴含角动量守恒

若 Ĥ 与完整旋转表示对易, 则

[Ĥ, Ĵi] = 0, i = 1, 2, 3.

因而时间演化保持总角动量表示的不可约子空间; 对任意固定轴 n, n · Ĵ 的本征值概
率守恒.

因为 Ĵi 彼此不对易, 不能同时把三个分量都作为锐值可观测量. 完整旋转对称通常使用
相容组

Ĵ2, Ĵz

标记态. Hamilton 算符在每个不可约 j 多重态内部与旋转表示对易, 这导致与 m 无关的
旋转简并.

15.2 中心势
对无自旋单粒子,

Ĥ = P̂ 2

2m
+ V (

∥∥∥X̂∥∥∥).
动能是旋转标量, 中心势只依赖半径, 因而

R̂†ĤR̂ = Ĥ.

所以轨道角动量守恒:
[Ĥ, L̂i] = 0.
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Prop. 1 中心势的角动量守恒

对

Ĥ = P̂ 2

2m
+ V (r̂), r̂ =

√
X̂2,

有
[Ĥ, L̂2] = 0, [Ĥ, L̂z] = 0.

因而 ℓ,m 可作为能量本征态的角动量量子数.

15.3 轴对称与部分守恒
若 Hamilton 算符只在绕固定轴 n 的旋转下不变, 则只要求

ĤR̂n(θ) = R̂n(θ)Ĥ.

相应守恒量是
n · Ĵ .

例如轴对称势

V (ρ, z), ρ =
√
x2 + y2,

保持绕 z 轴旋转, 所以 Ĵz 守恒; 但一般不保持完整 SO(3) 对称, Ĵ2 未必守恒.

15.4 标量耦合与总角动量
自旋–轨道耦合

Ĥso = λ(r)L̂ · Ŝ

是共同旋转下的标量. 它一般不分别与 L̂ 和 Ŝ 对易, 但与

Ĵ = L̂ + Ŝ

对易. 这再次说明守恒量必须对应 Hamilton 算符真正具有的群作用: 系统保留的是轨道
与自旋的共同旋转, 而不是二者各自独立旋转.
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16
例子:角动量守恒的具体系统

本节把旋转对称性与角动量守恒的框架应用到具体系统. 核心是对每个系统先判断它保
留完整旋转对称还是只保留绕某轴的轴对称, 再读出相应守恒量.

16.1 中心势与氢原子

Eg. 1 中心势中的轨道角动量

对

Ĥ = P̂ 2

2m
+ V (r̂), r̂ =

√
X̂2,

势能只依赖半径, 是旋转标量: R̂†V (r̂)R̂ = V (r̂). 动能也是旋转标量, 故

[Ĥ, L̂] = 0,

轨道角动量三个分量守恒. 于是 L̂2 与 L̂z 是好量子数, 能量本征态可取为 |nℓm〉, 满
足

L̂2 |nℓm〉 = ℏ2ℓ(ℓ+ 1) |nℓm〉 , L̂z |nℓm〉 = ℏm |nℓm〉 .

能量与 m 无关 (完整旋转对称性), 每个 ℓ 多重态有 2ℓ + 1 重简并; 对 Coulomb 势还
出现更高的 n, ℓ 简并, 来自附加的动力学对称性.

16.2 球谐函数与旋转

Eg. 2 球谐函数是旋转本征态

无内部自由度的单粒子角动量本征函数是球谐函数:

〈x|nℓm〉 = Rnℓ(r)Yℓm(θ, φ),

其中
L̂zYℓm = ℏmYℓm, L̂2Yℓm = ℏ2ℓ(ℓ+ 1)Yℓm.

在旋转 R̂ 作用下, 固定 ℓ 的 2ℓ+ 1 个 Yℓm 只在该多重态内混合:

R̂Yℓm =
∑
m′
Dℓ
m′m(R)Yℓm′ ,

其中 Dℓ
m′m 是旋转群 2ℓ+ 1 维不可约表示的矩阵元. 旋转 Lie 代数作用于角动量多重

态的结构由这些表示矩阵完全编码.
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16.3 自旋在磁场中的进动

Eg. 3 自旋进动与 Sz 守恒

自旋 1/2 粒子置于沿 z 的均匀磁场中,

Ĥ = −γBŜz.

系统绕 z 轴旋转不变, 因而 Sz 守恒. 设初态为

|ψ(0)〉 = cos θ0

2
|+〉+ sin θ0

2
eiφ0 |−〉 ,

其中 |±〉 为 σz 本征态. 演化后相对相位改变,

|ψ(t)〉 = cos θ0

2
|+〉+ sin θ0

2
ei(φ0+ωLt) |−〉 , ωL = γB,

因而自旋期望值绕 z 轴以 Larmor 频率 ωL 进动:
〈
Ŝ
〉

(t) = ℏ
2
(
sin θ0 cos(φ0 − ωLt), sin θ0 sin(φ0 − ωLt), cos θ0

)
.

z 分量不变, 而横向分量匀速旋转.

16.4 自旋--轨道耦合

Eg. 4 L–S 耦合中总角动量守恒

自旋–轨道耦合
Ĥso = λ(r)L̂ · Ŝ

是共同旋转下的标量: 对每个 R̂ 有 R̂†ĤsoR̂ = Ĥso. 它一般不分别与 L̂ 或 Ŝ 对易 (旋
转同时转动轨道与自旋方向), 但与总角动量 Ĵ = L̂ + Ŝ 对易. 事实上

L̂ · Ŝ = 1
2
(
Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2

)
,

右端只含旋转标量. 因此守恒量必须对应 Hamilton 算符真正具有的群作用: 系统保
留的是轨道与自旋的共同旋转, 而不是二者各自独立旋转.
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第四部分的数学–物理对应

一般理论 空间旋转

G SO(3) 或其双覆盖SU(2)
g [Xi, Xj] = εijkXk

Û(exp θX) R̂n(θ)
ĜX n · Ĵ

指数形式 R̂n(θ) = e−iθn·Ĵ/ℏ

动力学对称 ĤR̂(R) = R̂(R)Ĥ
守恒量 角动量表示标签与固定轴分量
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Part V

时间平移与能量

本部分把前两部分的框架应用到时间平移, 作为第三个具体例
子. 时间参数的加法群被表示为量子时间演化, 其 Hermitian 生
成元是 Hamilton 算符, 即能量可观测量. 时间平移对称意味着
改变时间原点不改变动力学规律, 相应守恒量是能量.

内容概要

• 理解时间平移群与空间平移群同构于 (R,+).

• 理解 Hamilton 算符为何是时间平移的 Hermitian 生成元.

• 从生成元的一阶形式推导 Schrödinger 方程.

• 区分自治系统的一参数群与含时 Hamilton 算符的双参数传播子.

• 从时间平移对称性得到完整能量概率分布守恒.
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17
时间平移群与量子时间演化

17.1 时间平移的 Lie群
时间轴上的平移为

t 7−→ t+ τ, τ ∈ R.

参数复合满足
τ1 ◦ τ2 = τ1 + τ2.

因此时间平移群同构于一维加法 Lie 群

Tt(1) ∼= (R,+).

它是连通, 单连通的 Abel Lie 群, Lie 代数为一维实向量空间, Lie 括号为零.

17.2 自治系统的单参数幺正群

对孤立自治系统, 从时刻 t 演化到 t+ τ 只依赖时间间隔 τ . 记时间平移算符为 Û(τ), 则

Û(τ1 + τ2) = Û(τ1)Û(τ2), (17.1)
Û(0) = Î , (17.2)
Û(τ)† = Û(−τ). (17.3)

于是 {Û(τ)}τ∈R 是单参数幺正群.

Thm. 1 Hamilton 算符是时间平移的生成元

由单参数幺正群的结构定理, 存在唯一 Hermitian 算符 Ĥ, 使

Û(τ) = exp
(
− i
ℏ
τĤ

)
. (17.4)

该 Hermitian 生成元称为 Hamilton 算符, 其本征值给出系统的能量.

这一定理把两个物理要求连接起来. 幺正性保证总概率不变; 群律与 Hermitian 生成元的
指数结构保证演化定义于所有实时间, 且能量本征值为实数.

17.3 无穷小时间平移与 Schrödinger方程
对任意矢量 ψ (有限维情形) 或光滑波函数,

Û(ϵ)ψ = ψ − i
ℏ
ϵĤψ + o(ϵ). (17.5)
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若
|ψ(t)〉 = Û(t− t0) |ψ(t0)〉 ,

则
d
dt
|ψ(t)〉 = − i

ℏ
Ĥ |ψ(t)〉 .

整理得到

iℏ d
dt
|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉 . (17.6)

Schrödinger 方程是时间平移群生成元方程的逐态形式.

17.4 能量本征态
若

Ĥ |E,α〉 = E |E,α〉 ,

则
Û(τ) |E,α〉 = e−iEτ/ℏ |E,α〉 .

能量是时间平移群一维特征标
χE(τ) = e−iEτ/ℏ

的标签. 这与动量标记空间平移群特征标完全平行:

a · p ←→ τE.

若
|ψ〉 =

∑
n

cn |En〉

为本征态展开, 则
|ψ(t)〉 =

∑
n

cne−iEnt/ℏ |En〉 .

时间演化只改变各能量分量的相对相位, 不改变 |cn|2.
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18
自治系统与含时系统

18.1 自治性就是时间平移对称
经典或量子动力学若不显含绝对时间原点,称为自治动力学. 对时间无关 Hamilton 算符,

Ĥ(t) = Ĥ,

传播只依赖时间差:

Û(t2, t1) = Û(t2 − t1) = exp
[
− i
ℏ

(t2 − t1)Ĥ
]
.

改变时间原点 t 7→ t+ τ 不改变演化规律, 因而自治性正是时间平移对称性.

时间演化与时间平移

对自治系统, 同一个算符族 Û(τ) 既描述态经过时间间隔 τ 的演化, 又实现时间平移
群的幺正表示. 对含时外驱动系统, 一般仍有幺正传播子, 但它不再只依赖时间差, 因
而不能视为 (R,+) 的单参数表示.

18.2 含时Hamilton算符的传播子
若

Ĥ = Ĥ(t),

传播子记作 Û(t2, t1), 满足

Û(t3, t2)Û(t2, t1) = Û(t3, t1),
Û(t, t) = Î ,

Û(t2, t1)† = Û(t1, t2).

它是双参数演化族, 一般不满足

Û(τ1 + τ2) = Û(τ1)Û(τ2)

这种只依赖时间差的单参数群律.
形式解为时间有序指数

Û(t2, t1) = T̂ exp
[
− i
ℏ

ˆ t2

t1

Ĥ(t) dt
]
.

只有当不同时间的 Hamilton 算符彼此对易时, 才可省略时间排序.
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Eg. 1 幺正族但不是单参数群

取固定 Hermitian 算符 Â,
V̂ (t) = e−it2Â.

每个 V̂ (t) 都幺正, 但
(t+ s)2 6= t2 + s2

一般导致
V̂ (t+ s) 6= V̂ (t)V̂ (s).

这说明指数形式 V̂ (t) = e−itĜ/ℏ 需要单参数群律, 不是任意幺正族都满足.
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19
时间平移对称性与能量守恒

19.1 能量本征值概率守恒

对自治系统,时间演化算符 Û(t) = e−itĤ/ℏ 与 Ĥ 对易. 若
Ĥ |En, α〉 = En |En, α〉

为 Ĥ 的正交归一本征展开, 则任意初态
|ψ(0)〉 =

∑
n,α

cnα |En, α〉

演化后只有各分量的相位改变:
|ψ(t)〉 =

∑
n,α

cnαe−iEnt/ℏ |En, α〉 .

因此能量取值 En 的总概率
Pr
ψ(t)

(E = En) =
∑
α

|cnα|2

不随时间改变. 所以自治系统中守恒的是完整能量概率分布, 不只是能量期望值.

Thm. 1 时间平移对称性蕴含能量守恒

若动力学由时间平移群
Û(τ) = e−iτĤ/ℏ

实现, 则 Ĥ 各本征值的概率在时间演化下不变. 因而能量守恒.

这里生成元与 Hamilton 算符是同一个对象. 因而形式对易关系
[Ĥ, Ĥ] = 0

虽然正确, 却没有展示时间平移对称性的真正内容. 真正的结构是: 动力学只依赖时间差,
形成由 Ĥ 生成的单参数幺正群.

19.2 一般可观测量的Heisenberg方程
若 Schrödinger 绘景算符 ÂS(t) 可显含时间, Heisenberg 绘景算符为

ÂH(t) = Û(t)†ÂS(t)Û(t).

在有限维情形 (或对光滑波函数),

dÂH

dt
=
(
∂ÂS

∂t

)
H

+ i
ℏ

[ĤH, ÂH]. (19.1)

若 Â 不显含时间且与 Ĥ 对易, 则其本征值概率守恒. 形式上式(19.1) 给出

dÂH

dt
= 0.
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19.3 显含时间的Hamilton算符与能量交换

对含时 Ĥ(t), 即使形式上 [Ĥ(t), Ĥ(t)] = 0, 也有

d
dt
〈
Ĥ(t)

〉
=
〈
∂Ĥ(t)
∂t

〉
.

若右端不为零, 系统通过外部驱动交换能量. 因而 “Hamilton 算符与自身对易” 不能替代
时间平移对称性判定.

Eg. 1 含时外场

一维受驱谐振子

Ĥ(t) = P̂ 2

2m
+ 1

2
mω2X̂2 − F (t)X̂

显含 t. 外力协议 F (t) 选出特殊时刻, 破坏连续时间平移对称性. 一般有

d
dt
〈
Ĥ(t)

〉
= −Ḟ (t)

〈
X̂
〉
,

表示外场对系统做功.

19.4 时间与能量不完全平行于位置与动量

空间位置通常由 Hermitian 算符 X̂ 表示, 并与动量满足正则对易关系. 时间在非相对论
量子力学中通常是外部参数, 并不自动对应一个 Hermitian 时间算符 T̂time.
因此时间–能量不确定关系不能无条件理解为

[T̂time, Ĥ] = iℏÎ .

常见的时间–能量关系涉及态变化的特征时间, 能级寿命或 Fourier 宽度, 其数学地位与位
置–动量 Robertson 关系不同.
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20
例子:能量守恒的具体系统

本节把时间平移对称性与能量守恒的框架应用到具体系统. 自治系统的共同特征是: 时间
演化只改变能量本征分量的相位, 不改变其概率权重.

20.1 谐振子的定态与相位演化

Eg. 1 谐振子的时间演化

谐振子

Ĥ = P̂ 2

2m
+ 1

2
mω2X̂2

是自治系统. 能量本征态 |n〉 满足

Ĥ |n〉 = ℏω(n+ 1
2) |n〉 , n = 0, 1, 2, . . .

时间演化只改变相位:
|n(t)〉 = e−i(n+1/2)ωt |n〉 .

因此任意叠加态的能量概率 |〈n|ψ(t)〉|2 不变. 取叠加态

|ψ(0)〉 = 1√
2

(|0〉+ |1〉),

则相对相位以频率 ω 变化, 位置期望值
〈
X̂
〉

(t) 随之振荡. 叠加态的相对相位正是两
个时间平移特征标之差, 这是量子拍频的来源.

20.2 二能级系统

Eg. 2 二能级系统的能量分布守恒

二能级系统
Ĥ = E1 |1〉 〈1|+ E2 |2〉 〈2|

对初态
|ψ(0)〉 = c1 |1〉+ c2 |2〉 ,

演化后
|ψ(t)〉 = c1e−iE1t/ℏ |1〉+ c2e−iE2t/ℏ |2〉 .

因而 |c1|2, |c2|2 恒定: 能量本征值概率守恒. 若系统初始处于某一能量本征态, 则永不
跃迁到另一个. 非对角可观测量的期望值可随相对相位振荡, 这是相位演化而非能量
转移.
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20.3 一维无限深势阱

Eg. 3 无限深势阱的定态

一维无限深势阱

V (x) =

0, 0 < x < L,

∞, 其他,

的定态能量为

En = π
2ℏ2n2

2mL2 , n = 1, 2, 3, . . .

能量由单个量子数 n标记,时间演化对每个定态只乘相位 e−iEnt/ℏ. 初态若为两个定态
的叠加, 位置概率 |ψ(x, t)|2 会以频率 (En − En′)/ℏ 振荡, 但能量取 En 或 En′ 的概率
始终不变. 这再次说明: 守恒的是完整能量概率分布, 而不是位置概率本身.

第五部分的数学–物理对应

一般理论 时间平移

G Tt(1) ∼= (R,+)
g R, [X,X] = 0

Û(exp τX) Û(τ)
ĜX Ĥ

指数形式 Û(τ) = e−iτĤ/ℏ

生成元方程 iℏ∂t |ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉
动力学对称 演化只依赖时间差

守恒量 能量
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Part VI

总结:三类连续对称性的统一比较
本部分把三个例子的结果并排比较, 归纳共同逻辑, 区分容易
混淆的三个层次, 汇总核心公式, 并给出习题.

内容概要

• 用统一表格比较平移, 旋转与时间平移三例的群, 生成元与守恒量.

• 掌握从对称性到守恒律的共同推理步骤.

• 区分几何群存在, 量子表示存在与具体动力学对称三个层次.



连续对称性与量子生成元 三类连续对称性的统一比较

21
三类连续对称性的统一比较

21.1 同一模板下的三种实例

结构 空间平移 空间旋转 时间平移

群 (Rd,+) SO(3) 或 SU(2) (R,+)
群性质 Abel, 单连通 非 Abel; SO(3) 非单

连通
Abel, 单连通

参数 a n, θ τ

幺正算符 T̂ (a) R̂n(θ) Û(τ)
Hermitian 生成
元

P̂ Ĵ Ĥ

指数形式 e−ia·P̂ /ℏ e−iθn·Ĵ/ℏ e−iτĤ/ℏ

Lie 代数 [P̂i, P̂j] = 0 [Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk 一维零括号

动力学对称 空间齐性 空间各向同性 自治性

守恒量 动量 角动量 能量

21.2 共同逻辑
三种物理实例都遵循同一推理:

1. 先确认几何变换构成 Lie 群.
2. 再给出 Hilbert 空间上的幺正表示.
3. 沿每个一参数子群应用单参数幺正群的结构定理, 得到唯一 Hermitian 生成元.
4. 用一阶 Taylor 展开描述无穷小变换.
5. 用 Lie 括号或算符对易子编码不同生成方向的复合.
6. 检验 Hamilton 算符是否与有限群作用对易.
7. 若对易成立, 相应生成元的本征值概率分布守恒.

空间平移与时间平移的群都是 Abel 的, 但参数物理意义不同, 生成元分别是动量与能量.
空间旋转群非 Abel, 因而角动量分量不能同时对角化. 守恒量的对易结构忠实反映了原
连续对称群的 Lie 代数.
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连续对称性与量子生成元 三类连续对称性的统一比较

21.3 三个容易混淆的层次

存在, 表示与对称性

1. 几何群存在: Euclidean空间允许定义平移和旋转, 时间轴允许定义时间平移.
2. 量子表示存在:这些变换由 Hilbert 空间上的幺正算符实现, 因而具有 Hermitian
生成元.

3. 具体动力学具有对称性:给定 Ĥ 与相应有限变换对易.

只有第三层成立时, 才能由对称性推出生成元守恒. 平移算符或旋转算符能够定义, 并
不自动表示某个外势中的动量或角动量守恒.
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连续对称性与量子生成元 核心公式

22
核心公式

Eq. 1 一般单参数群

Û(s1 + s2) = Û(s1)Û(s2), Û(0) = Î ,

Û(s) = exp
(
− i
ℏ
sĜ
)
,

Û(ϵ)ψ = ψ − i
ℏ
ϵĜψ + o(ϵ), 光滑波函数ψ.

Eq. 2 空间平移

T̂ (a) |x〉 = |x + a〉 , (T̂ (a)ψ)(x) = ψ(x− a),

T̂ (a) = exp
(
− i
ℏ

a · P̂
)
, P̂ = −iℏ∇,

[X̂i, P̂j]ψ = iℏδijψ, 光滑波函数ψ.

Eq. 3 空间旋转

R̂n(θ) = exp
(
− i
ℏ
θn · Ĵ

)
,

[Ĵi, Ĵj] = iℏεijkĴk, L̂ = X̂ × P̂ ,

R̂(R)†V̂iR̂(R) = RijV̂j.

Eq. 4 时间平移

Û(τ) = exp
(
− i
ℏ
τĤ

)
,

iℏ d
dt
|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉 , |ψ(t)〉 = Û(t− t0) |ψ(t0)〉 .

Eq. 5 连续对称性与守恒量

ÛG(s)e−itĤ/ℏ = e−itĤ/ℏÛG(s) =⇒ EĜ(∆) 的概率随时间不变.
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23
习题

23.1 一般理论
1. 用正则值定理或闭矩阵群定理说明 U(n) 与 SU(n) 是 Lie 群, 并计算它们的实维数.
2. 证明可数离散群可以作为零维 Lie 群. 说明不可数离散空间为何不满足本讲义采用
的第二可数流形定义.

3. 给出一个幺正算符族但不是单参数群的例子, 并指出固定生成元指数形式在哪一步
失效.

4. 设 Û(s) 是有限维 Hilbert 空间上的可微单参数幺正群. 定义生成元 Ĝ = iℏ Û ′(0). 证
明 Û(s) = e−isĜ/ℏ, 且 Ĝ 为 Hermitian 矩阵.

5. 证明 Hermitian 矩阵 Ĝ 经矩阵指数 e−isĜ/ℏ 生成的每个算符都幺正, 并说明 Ĝ 的本
征值为何为实数.

6. 设 Hermitian 矩阵 Â, B̂ 满足 [Â, B̂] = 0. 证明它们生成的两个单参数幺正群对易, 并
证明它们可同时对角化.

23.2 空间平移与动量

7. 直接用 L2(Rd) 内积证明 (T̂ (a)ψ)(x) = ψ(x− a) 是幺正作用.
8. 从 T̂ (a)†X̂iT̂ (a) = X̂i + aiÎ 出发, 对光滑波函数推导 [X̂i, P̂j] = iℏδij Î.
9. 设 P̂i 是两两对易的 Hermitian 算符. 利用对易的指数性质证明

e−ia·P̂ /ℏe−ib·P̂ /ℏ = e−i(a+b)·P̂ /ℏ.

10. 对势 V (x, y, z) = 1
2mω

2z2, 判断哪些连续平移仍是对称变换, 并写出相应守恒动量分
量.

11. 对两粒子 Hamilton 算符

Ĥ = P̂ 2
1

2m1
+ P̂ 2

2
2m2

+ V (X̂1 − X̂2),

证明总动量守恒, 并说明单粒子动量为何一般不守恒.

23.3 空间旋转与角动量
12. 从 R(s)TR(s) = I3 推导 so(3) 由实反对称矩阵组成, 并计算其维数.
13. 利用 Pauli 算符恒等式证明

exp
(
− i

2
θn · σ

)
= I2 cos θ

2
− in · σ sin θ

2
.

14. 从标量波函数的旋转 ψ(x) 7→ ψ(R−1x) 推导轨道角动量 L̂ = −iℏx×∇.
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15. 证明中心势 Hamilton 算符与完整轨道旋转表示对易, 并解释为何能量通常不依赖磁
量子数 m.

16. 对轴对称但非球对称的势 V (ρ, z), 判断 L̂z 与 L̂2 是否必然守恒.

23.4 时间平移与能量

17. 从时间平移群律 Û(τ1 + τ2) = Û(τ1)Û(τ2) 与单参数幺正群的结构定理推导
Schrödinger 方程.

18. 证明自治系统中能量的整个本征值概率分布不随时间变化. 比较这一结论与只证明
d
〈
Ĥ
〉
/dt = 0 的强弱.

19. 对含时 Hamilton 算符 Ĥ(t), 推导

d
dt
〈
Ĥ(t)

〉
=
〈
∂Ĥ(t)
∂t

〉
.

说明为何 [Ĥ(t), Ĥ(t)] = 0 不能推出能量守恒.
20. 比较空间平移, 空间旋转与时间平移三类群的 Abel 性, 并说明这一差异如何体现在
生成元对易关系中.
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