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电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

1
电磁现象的普遍规律

1.1 课本例题

Eg. 1-1 (电场散度)

电荷 Q 均匀分布于半径为 a 的球体内, 求各点的电场强度, 并由此直接计算电场的散
度.

解: 作半径为 r 的球 (与电荷球体同心). 由对称性, 在球面上各点的电场强度有相同的
数值 E, 并沿径向. 当 r > a 时, 球面所围的总电荷为 Q, 由高斯定理得˛

S

E · dS = 4πr2E = Q

ε0

因而

E = Q

4πε0r2

写成矢量式得

E = Qr

4πε0r3 (r > a) (1.1.11)

若 r < a, 则球面所围电荷为
4
3
πr3ρ = 4

3
πr3 Q

4
3πa

3 = Qr3

a3

应用高斯定理得 ˛
S

E · dS = 4πr2E = Qr3

ε0a3

由此得

E = Qr

4πε0a3 (r < a) (1.1.12)

现在计算电场的散度. 当 r > a 时, E 应取 (1.1.11) 式, 在此区域内 r ̸= 0, 由直接计算可
得

∇ · r

r3 = 0 (r ̸= 0)

因而

∇ ·E = Q

4πε0
∇ · r

r3 = 0 (r > a)

当 r < a 时, E 应取 (1.1.12) 式, 由直接计算得

∇ ·E = Q

4πε0a3∇ · r = 3Q

4πε0a3 = ρ

ε0

由这个例子我们看出散度概念的局域性质. 虽然对任一个包围着电荷的曲面都有电场强
度通量, 但是散度只存在于有电荷分布的区域内, 在没有电荷分布的空间中电场的散度为
零.
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电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

Eg. 1-2 (磁场旋度)

恒定电流 I 均匀分布于半径为 a 的无穷长直导线内, 求空间各点的磁场, 并由此计算
磁场的旋度.

解: 在与导线垂直的平面上作一半径为 r 的圆, 圆心在导线轴上. 由对称性, 在圆周各点
的磁感应强度有相同数值, 并沿圆周环绕方向. 当 r > a 时, 通过圆内的总电流为 I, 用安
培环路定理得 ˛

L

B · dl = 2πrB = µ0I

因而 B = µ0I/(2πr), 在柱坐标系中写成矢量式为

B = µ0I

2πr
eϕ (r > a) (1.2.23)

式中 eϕ 为圆周环绕方向单位矢量. 若 r < a, 则通过圆内的总电流为

πr2J = πr2 I

πa2 = r2

a2 I

应用安培环路定理得 ˛
L

B · dl = 2πrB = µ0Ir2

a2

因而

B = µ0Ir

2πa2 eϕ (r < a) (1.2.24)

用柱坐标的公式求 B 的旋度, 当 r > a 时, 由 (1.2.23) 式得

∇×B = −∂Bϕ

∂z
er + 1

r

∂

∂r
(rBϕ)ez = 0 (r > a) (1.2.25)

当 r < a 时, 由 (1.2.24) 式得

∇×B = µ0I

πa2 ez = µ0J (r < a) (1.2.26)

这里需注意旋度概念的局域性, 即某点邻域上的磁感应强度的旋度只和该点处的电流密
度有关. 虽然对任何包围着导线的回路都有磁场环量, 但是磁场的旋度只存在于有电流分
布的导线内部, 而在周围空间中的磁场是无旋的.

Eg. 1-3 (边值关系)

无限大金属平行板电容器内有两层介质, 极板上电荷面密度为 ±σf , 求电场和束缚电
荷分布.
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电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

+σf(上板)

−σf(下板)

ε2

ε1

E2, D2

E1, D1

解: 因为两极板上的自由电荷互相吸引, 自由电荷分布在与介质接触的两个金属表面上.
由对称性可知电场沿垂直于平板的方向. 把边值关系应用于下板与介质 1 界面上, 因导体
内场强为零, 故得

D1 = σf

同样, 把边值关系应用到上板与介质 2 界面上得

D2 = σf

由这两式得

E1 = σf

ε1
, E2 = σf

ε2

束缚电荷分布于介质表面上. 在两介质界面处, σf = 0, 得

σP = ε0(E1 − E2) =
(

ε0

ε1
− ε0

ε2

)
σf

在介质 1 与下板分界处:
σ′

P = σf − ε0E1 = σf

(
1− ε0

ε1

)
在介质 2 与上板分界处:

σ′′
P = −σf + ε0E2 = −σf

(
1− ε0

ε2

)

容易验证, σP + σ′
P + σ′′

P = 0, 介质整体是电中性的.

Eg. 1-4 (能流密度)

同轴传输线内导线半径为 a, 外导线半径为 b, 两导线间为均匀绝缘介质. 导线载有电
流 I, 两导线间的电压为 U . (1) 忽略导线的电阻, 计算介质中的能流密度 S 和传输功
率; (2) 计及内导线的有限电导率, 计算通过内导线表面进入导线内的能流, 证明它等
于导线的损耗功率.
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电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

⊙
I

ε

a
b

U

解: (1) 以距对称轴为 r 的半径作一圆周 (a < r < b), 应用安培环路定理, 由对称性得

2πrHϕ = I, 因而 Hϕ = I

2πr

导线表面上一般带有电荷, 设内导线单位长度的电荷 (电荷线密度) 为 λ, 应用高斯定理,
由对称性可得 2πrEr = λ/ε, 因而有

Er = λ

2πεr

能流密度为

S = E ×H = ErHϕez = λI

4π2εr2 ez

式中 ez 为沿导线轴向单位矢量. 两导线间的电压为

U =
ˆ b

a

Er · dr = λ

2πε
ln b

a

因此

S = UI

2π ln b
a

1
r2 ez

则 S 对两导线间圆环状截面积分得传输功率为

P =
ˆ b

a

S · 2πrdr =
ˆ b

a

UI

ln b
a

1
r

dr = UI

UI 即通常在电路问题中的传输功率表示式. 此功率是在场中传输的.
(2) 设内导线的电导率为 σ, 由欧姆定律, 在导线内部有

E = J

σ
= I

πa2σ
ez

由于电场切向分量是连续的, 因此在紧贴内导线表面的介质内, 电场除有径向分量 Er 外,
还有切向分量 Ez:

Ez|r=a = I

πa2σ
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电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

因此, 能流 S 除有沿 z 轴传输的分量 Sz 外, 还有沿径向进入导线内的分量 −Sr:

−Sr = EzHϕ|r=a = I2

2π2a3σ

流进长度为 ∆l 的导线内部的功率为

−Sr · 2πa∆l = I2 ∆l

πa2σ
= I2R

式中, R 为该段导线的电阻, I2R 正是该段导线内的损耗功率.

1.2 作业题

1.2.1 矢量分析基础

HW. 1-1
根据算符 ∇ 的微分性与矢量性, 推导下列公式:

∇(A ·B) = B × (∇×A) + (B · ∇)A + A× (∇×B) + (A · ∇)B

A× (∇×A) = 1
2
∇A2 − (A · ∇)A

解: 记 ∇(A ·B) = ∇A(A ·B) +∇B(A ·B), ∇A 是作用于 A 的算符, ∇B 是作用于 B
的算符, 利用 a× (b× c) = b(c · a)− c(a · b), 有

∇A(A ·B) = B × (∇×A) + (B · ∇)A

∇B(A ·B) = A× (∇×B) + (A · ∇)B

∇(A ·B) = B × (∇×A) + (B · ∇)A + A× (∇×B) + (A · ∇)B

在上式中令 B = A, 即得

A× (∇×A) = 1
2
∇A2 − (A · ∇)A

HW. 1-3
从源点 (即电荷电流分布点)x′ 到场点 x 的距离 r, 以及矢径 r 分别为

r =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

r = (x− x′)ex + (y − y′)ey + (z − z′)ez

对源变数 x′ 和场变数 x 求微商的算符分别为

∇′ = ex
∂

∂x′ + ey
∂

∂y′ + ez
∂

∂z′ , ∇ = ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
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(1) 证明下列结果, 并体会算符 ∇′ 与 ∇ 的关系:

∇r = −∇′r = r

r
(单位矢量) (1) (1.1)

∇ · r = −∇′ · r = 3 (2) (1.2)
∇× r = −∇′ × r = 0 (3) (1.3)

∇r = −∇′r =
←→
I (单位张量) (4) (1.4)

∇1
r

= −∇′ 1
r

= − r

r3 (5) (1.5)

∇ · r

r3 = −∇′ · r

r3 = 0 (r ̸= 0) (6) (1.6)

∇× r

r3 = −∇′ × r

r3 = 0 (7) (1.7)

(2) 求 (a · ∇)r, ∇(a · r), ∇ · [E0 sin(k · r)], ∇× [E0 sin(k · r)], 其中 a, k 和 E0 均为
常矢量.

解: (1) 将算符 ∇ 与 ∇′ 分别作用于距离 r 和矢径 r 的表达式, 可得到 (1) 至 (4) 式的结
果, 其中单位张量的定义见附录. 利用前面结果, 得

∇1
r

= ∇(r−1) = d(r−1)
dr
∇r = − 1

r2
r

r
= − r

r3

∇ · r

r3 = (∇r−3) · r + r−3∇ · r = 0 (r ̸= 0)

∇× r

r3 = (∇r−3)× r + r−3∇× r = 0

同理可证 ∇′ 1
r

= r
r3 ; ∇′ · r

r3 = 0(r ̸= 0); ∇′× r
r3 = 0. 事实上, 对任意的标量函数 f(r) 和矢

量函数 f(r)r, 不难证明:
∇f(r) = −∇′f(r), ∇ · [f(r)r] = −∇′ · [f(r)r] (1.8)

∇× [f(r)r] = −∇′ × [f(r)r], ∇[f(r)r] = −∇′[f(r)r] (1.9)
即对上述函数, 算符存在代换关系 ∇ → −∇′. 这一代换将经常用到.
(2) ∇r 是单位张量, 它与任何矢量点乘均给出原矢量, 因此

(a · ∇)r = a · ∇r = a · ←→I = a

利用前面结果, 由于 a 为常矢量, 且 ∇× r = 0, 故有
∇(a · r) = (a · ∇)r = a

因 k 和 E0 均为常矢量, 而 sin(k · r) 是标量函数, 因此
∇ · [E0 sin(k · r)] = ∇ sin(k · r) ·E0

= d sin(k · r)
d(k · r)

∇(k · r) ·E0

= k ·E0 cos(k · r)

∇× [E0 sin(k · r)] = k ×E0 cos(k · r)

1.2.2 普遍规律
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电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

HW. 1-9
有一内外半径分别为 r1 和 r2 的空心的线性均匀介质球, 介质的电容率为 ε, 使介质内
均匀地带静止的自由电荷密度 ρf . 求: (1) 空间各点的电场; (2) 极化电荷体密度和极
化电荷面密度.

解: 以球心为坐标原点, 因介质内自由电荷密度 ρf 与介质的电容率 ε 均常量, 而介质表
面是球面, 故电场分布有球对称性. 由高斯定理˛

S

D · dS =
ˆ

V

ρfdV

得

E1 = D1/ε0 = 0 (r < r1) (1.10)

E2 = D2

ε
= (r3 − r3

1)ρf

3εr2 r (r1 < r < r2) (1.11)

E3 = D3

ε0
= (r3

2 − r3
1)ρf

3ε0r2 r (r > r2) (1.12)

由 D2 = εE2 = ε0E2 + P2, 得介质的极化强度:

P2 = (ε− ε0)E2 =
(

1− ε0

ε

) (r3 − r3
1)ρf

3r3 r

介质内极化 (束缚) 电荷体密度为

ρP = −
(

1− ε0

ε

)
ρf

介质球外 P3 = 0, 故球壳外表面极化电荷面密度为

σP = er · (P2 − P3)
∣∣∣∣
r=r2

=
(

1− ε0

ε

)
r3

2 − r3
1

3r2
2

ρf

或由 σf + σP = er · ε0(E3 −E2), 而 σf = 0, 亦可得此结果. 球腔内 P1 = 0, 球壳内表面极
化电荷面密度为

σP = −er · (P2 − P1)
∣∣∣∣
r=r1

= 0

读者试将 ρP 和 σP 分别作体积分和面积分, 可看到介质球内总的极化体电荷与球面总的
极化电荷等量异号, 这是因为极化过程遵从电荷守恒.

HW. 1-10
内外半径分别为 r1 和 r2 的无穷长中空导体圆柱, 沿轴向流有恒定均匀的自由电流密
度 Jf , 导体的磁导率为 µ, 求磁感应强度和磁化电流.

⊙
Jf

r1 r2

9



电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

解: 以圆柱中心轴为 z 轴, 则 Jf = Jfez. 由对称性, 场强只与离开 z 轴的距离 r 有关, 且
只有 eϕ 方向的分量, 由安培环路定理

˛
L

H · dl =
ˆ

S

Jf · dS

得

B1 = µ0H1 = 0 (r < r1) (1.13)

B2 = µH2 = µ(r2 − r2
1)

2r2 Jf × r (r1 < r < r2) (1.14)

B3 = µ0H3 = µ0(r2
2 − r2

1)
2r2 Jf × r (r > r2) (1.15)

由 B2 = µ0(H2 + M2) = µH2, 得导体内的磁化强度与磁化电流密度:

M2 = µ− µ0

µ0
H2 = (µ− µ0)(r2 − r2

1)
µ02r2 Jf × r (1.16)

JM = ∇×M2 =
(

µ

µ0
− 1

)
Jf (1.17)

导体柱外部 M3 = 0, 故外表面磁化电流密度为

αM = er × (M3 −M2)
∣∣∣∣
r=r2

= −
(

µ

µ0
− 1

)
r2

2 − r2
1

2r2
Jf

柱腔内 M1 = 0, 内表面磁化电流密度为

αM = er × (M2 −M1)
∣∣∣∣
r=r1

= 0

HW. 1-8
证明均匀介质内部的极化电荷体密度 ρP 总是等于自由电荷体密度 ρf 的 −(1 − ε0/ε)
倍.

证: 各向同性线性均匀介质内D = εE,电容率 ε是与坐标无关的常量,由D = ε0E +P
和场方程 ∇ ·D = ρf , 得

ρP = −∇ · P = −∇ · (D − ε0E)
= −(1− ε0/ε)∇ ·D = −(1− ε0/ε)ρf

一般介质 ε > ε0, 因此 ρP 与 ρf 在符号上相反.

1.2.3 边值关系

HW. 1-11
平行板电容器内有两层介质, 它们的厚度分别为 l1 和 l2, 电容率为 ε1 和 ε2, 今在两极
板上接上电动势为 E 的电源, 求: (1) 电容器两极板上的自由电荷面密度 ωf ; (2) 介质

10



电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

分界面上的自由电荷面密度 ωf ; (3) 若介质是漏电的, 电导率分别为 σ1 和 σ2, 当电流
达到稳定时, 上述结果如何?

ε1

ε2

l1

l2

E

ωf1 (上极板)

ωf2 (下极板)

ωf3 (分界面)
E

+

−

解: 界面上自由电荷面密度 ωf 由边值关系

ωf = en · (D2 −D1) (1)

描写. 静电情况下导体极板中的电场为零. 假定可略去边缘效应, 则电容器内的电场为均
匀场, 它从正极板指向负极板, 以 en 表示这方向的单位矢量, 两种介质中有

D1 = ε1E1en, D2 = ε2E2en (2)

将 (1) 式分别用到正极板与介质 1, 负极板与介质 2 的分界面上, 有

en ·D1 = ωf1, −en ·D2 = −D2 = ωf2 (3)

在两种绝缘介质分界面上没有自由电荷, 故由 (1) 式有

D2 −D1 = ωf3 = 0, 即D1 = D2 (4)

由两极板之间已知的电动势, 有

E = l1E1 + l2E2 = l1D1/ε1 + l2D2/ε2 (5)

由 (3) 至 (5) 式, 可解出

ωf1 = ε1ε2

l1ε2 + l2ε1
E = −ωf2, ωf3 = 0 (6)

当介质漏电且电流恒定时, 界面电流遵从边值关系 J2n = J1n, 略去边缘效应, 由欧姆定律
J = σE, 两种介质中的电流密度为 σ1E1 = σ2E2 = Jn. 此时导体极板中也存在电场, 若
两极板的厚度均远小于 l1 和 l2, 就有

E = l1E1 + l2E2 = (l1/σ1 + l2/σ2)Jn (7)

11



电动力学习题整理与解答 电磁现象的普遍规律

Jn = σ1σ2

l1σ2 + l2σ1
E (8)

现在 D1 = ε1E1 = ε1Jn/σ1, D2 = ε2E2 = ε2Jn/σ2, 由边值关系 (1) 可解出

ωf1 = D1 = ε1σ2

l1σ2 + l2σ1
E (1.18)

ωf2 = −D2 = −ε2σ1

l1σ2 + l2σ1
E (1.19)

ωf3 = D2 −D1 = ε2σ1 − ε1σ2

l1σ2 + l2σ1
E (9) (1.20)

可以验证两种情形下均有 ωf1 + ωf2 + ωf3 = 0, 即电容器整体上均保持电中性.

HW. 1-12
证明: (1) 当两种线性均匀的绝缘介质的分界面上不带面自由电荷时, 电场线的曲折满
足:

tan θ2

tan θ1
= ε2

ε1

其中 ε1 和 ε2 分别是两种介质的电容率, θ1 和 θ2 分别是界面两侧电场线与法线的夹
角. (2) 当两种线性均匀的导电介质内流有恒定电流时, 分界面上电场线的曲折满足:

tan θ2

tan θ1
= σ2

σ1

其中 σ1 和 σ2 分别为两种介质的电导率.

证: 绝缘介质分界面上自由电荷密度 σf = 0, 故边值关系为

E2t = E1t, D2n = D1n

若两种介质都是线性均匀的, 即 D1 = ε1E1, D2 = ε2E2, 上述两式便为

E2 sin θ2 = E1 sin θ1, ε2E2 cos θ2 = ε1E1 cos θ1

于是得
tan θ2

tan θ1
= ε2

ε1

当电流恒定时, 边值关系为
E2t = E1t, J2n = J1n

若两种介质都是线性均匀的, 即 J1 = σ1E1, J2 = σ2E2, 上述两式便为

E2 sin θ2 = E1 sin θ1, σ2E2 cos θ2 = σ1E1 cos θ1

由此得
tan θ2

tan θ1
= σ2

σ1

12
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HW. 1-13
试用边值关系证明: 在绝缘介质与导体的分界面上, 在静电情况下, 导体外表面的电场
线总是垂直于导体表面; 在恒定电流情况下, 导体内表面的电场线总是平行于导体表
面.

证: 设导体表面自由电荷面密度为 σf , 由边值关系 D2n −D1n = σf , E2t = E1t, 令介质 1
为导体, 介质 2 为绝缘体, 静电导体内 E1 = 0, D1 = 0, 由上述两式得
导体外表面

D2n = σf , E2t = 0

若导体外的介质是线性均匀的, 即 D2 = εE2, 便有

E2 = D2

ε
= σf

ε
en

即导体外表面的 E 线与其表面垂直. 电流恒定时, 边值关系为 E2t = E1t, J2n = J1n, 仍设
介质 1 为导体, 介质 2 为绝缘体, 即 J2 = 0, 若导体是线性均匀的, 即 J1 = σE1, 于是导
体内表面

J1n = σE1n = 0, E1n = 0

即导体内表面 E 只有切向分量 Et, E 线平行于其表面.

13
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2
静电场

2.1 课本例题

2.1.1 静电场标势

Eg. 2-1 (均匀电场电势)

求均匀电场 E0 的电势.

解: 均匀电场中每一点强度 E0 相同, 其电场线为平行直线. 选空间任一点为原点, 并设
该点处的电势为 φ0, 求得任一点 P 处的电势

φ(P ) = φ0 −
ˆ P

0
E0 · dl = φ0 −E0 ·

ˆ P

0
dl = φ0 −E0 · x

x 为 P 点的位矢. 注意: 均匀电场可以看作由无限大平行板电容器产生, 其电荷分布不在
有限区域内, 因此不能选 φ(∞) = 0. 若选 φ0 = 0, 则有

φ = −E0 · x

Eg. 2-2 (特殊模型电势)

均匀带电的无限长直导线的电荷线密度为 λ, 求电势.

...

...

z

R
P

r =
√

z2 + R2
λdzdz

z

解: 设场点 P 到导线的垂直距离为 R, 电荷元 λdz 到 P 点的距离为
√

z2 + R2, 由电势
公式得

φ(P ) =
ˆ ∞

−∞

λdz

4πε0
√

z2 + R2
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电动力学习题整理与解答 静电场

先计算不定积分 I =
ˆ

dz√
z2 + R2

.

解法一 (双曲代换): 令 z = R sinh t, 则

dz = R cosh t dt,
√

z2 + R2 =
√

R2 sinh2 t + R2 = R cosh t

代入得

I =
ˆ

R cosh t dt

R cosh t
=
ˆ

dt = t + C = arcsinh z

R
+ C

利用反双曲正弦的对数表达式 arcsinh x = ln
(
x +
√

x2 + 1
)
, 得

I = ln

 z

R
+
√

z2

R2 + 1

+ C

= ln
(

z +
√

z2 + R2

R

)
+ C

= ln
(
z +
√

z2 + R2
)

+ C ′ (C ′ = C − ln R)

解法二 (三角代换): 令 z = R tan θ(θ ∈ (−π/2,π/2)), 则

dz = R sec2 θ dθ,
√

z2 + R2 =
√

R2 tan2 θ + R2 = R sec θ

代入得

I =
ˆ

R sec2 θ dθ

R sec θ
=
ˆ

sec θ dθ = ln | sec θ + tan θ|+ C

由代换关系 tan θ = z/R, sec θ =
√

z2 + R2/R, 代回得

I = ln
(√

z2 + R2

R
+ z

R

)
+ C = ln

(
z +
√

z2 + R2
)

+ C ′

两种方法结果一致.
于是

φ(P ) = λ

4πε0
ln
(
z +
√

z2 + R2
) ∣∣∣∣∞

−∞

当 z → +∞ 时, ln
(
z +
√

z2 + R2
)
→ +∞; 当 z → −∞ 时, 注意

√
z2 = |z| = −z(因为

z < 0), 故

lim
z→−∞

ln
(
z +
√

z2 + R2
)

= lim
z→−∞

ln
(
z + |z|

√
1 + R2/z2

)
∼ ln

(
z − z

(
1 + R2

2z2

))
∼ ln

(
−R2

2z

)
→ −∞

因此积分在对数意义下发散 (上下限均发散), 积分结果是无限大. 无限大的出现和电荷不
是有限区域内的分布有关. 计算两点 P 和 P0 的电势差便不出现无限大. 设 P0 点与导线
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电动力学习题整理与解答 静电场

的垂直距离为 R0, 则 P 点和 P0 点间的电势差为

φ(P )− φ(P0) = λ

4πε0
lim

L→∞

[
ln
(
z +
√

z2 + R2
)
− ln

(
z +

√
z2 + R2

0

)]L

−L

= λ

4πε0
lim

z→∞
ln z +

√
z2 + R2

z +
√

z2 + R2
0

+ λ

4πε0
lim

z→−∞
ln

z +
√

z2 + R2
0

z +
√

z2 + R2

= λ

4πε0

(
ln R2

0
R2

)
= − λ

2πε0
ln R

R0

若选 P0 点为参考点, 规定 φ(R0) = 0, 则:

φ(R) = − λ

2πε0
ln R

R0

取 φ 的负梯度得电场在柱坐标的三个方向的分量:

ER = − ∂φ

∂R
= λ

2πε0R
, Eϕ = Ez = 0

用高斯定理也可以得出此结果.

Eg. 2-3 (静电场总能量)

求带电荷量为 Q, 半径为 a 的导体球的静电场总能量.

解: 导体球的电荷分布于球面上, 整个导体为等势体. 整个球体的电势为 φa =
Q/(4πε0a), 因此静电场总能量为

W = 1
2

Qφa = Q2

8πε0a

静电场总能量也可以由能量密度积分求出. 因为球内电场为零, 故只需对球外积分:

W = ε0

2

ˆ
Q2

(4πε0r2)2 r2drdΩ = Q2

8πε0

ˆ ∞

a

1
r2 dr = Q2

8πε0a

2.1.2 对称和镜像法

Eg. 2-4 (两同心导体球壳 + 两种介质)

两同心导体球壳之间充以两种介质, 左半部电容率为 ε1, 右半部电容率为 ε2. 设内球
壳带总电荷 Q, 外球壳接地, 求介质中电场和内球壳外表面上的电荷分布.

ε1 ε2

a
b

Q 接地
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解: 设两介质内的电势, 电场强度和电位移分别为 φ1, E1, D1 和 φ2, E2, D2. 由于左右
两半是不同的介质, 因此电场一般不同于只有一种均匀介质时的球对称解. 在尝试解时,
我们先考虑两介质分界面上的边值关系

E2t = E1t, D2n = D1n

如果我们假设 E 仍保持球对称性, 即

E1 = A

r3 r (左半部), E2 = A

r3 r (右半部)

(A 为待定常量), 则在分界面两侧电场与界面相切, 并有相同数值. 因而边值关系 E2t =
E1t 得到满足. 而且由于 D2n = D1n = 0, 故另一式也被满足. 球对称的 E 在导体球面上
处处与球面垂直, 因而保证导体球面为等势面. 为了满足内导体总电荷等于 Q 的条件, 我
们计算内导体球面上的积分:˛

S

D · dS =
ˆ

S1

ε1E1 · dS +
ˆ

S2

ε2E2 · dS = Q

把 E 表达式代入得 2π(ε1 + ε2)A = Q, 解出 A = Q

2π(ε1 + ε2)
. 代入得

E1 = Qr

2π(ε1 + ε2)r3 (左半部), E2 = Qr

2π(ε1 + ε2)r3 (右半部)

此解满足唯一性定理的所有条件, 因此是唯一正确的解.
虽然 E 仍保持球对称性, 但是 D 和导体面上的自由电荷面密度 σ 不具有球对称性. 设
内导体球半径为 a, 则球面上的自由电荷面密度为

σ1 = D1r = ε1E1r = ε1Q

2π(ε1 + ε2)a2 (左半部)

σ2 = D2r = ε2E2r = ε2Q

2π(ε1 + ε2)a2 (右半部)

注意导体两半球面上的自由电荷分布是不同的, 但 E 却保持球对称性. 请读者试解释这
一点.

Eg. 2-5 (镜像法—接地无限大平面导体板)

接地无限大平面导体板上方有一点电荷 Q, 求空间中的电场, Q受到的力, 导体板上的
电荷面密度和总感应电荷. 讨论 Q 的镜像势与静电场能量的关系.

Q

Q′ = −Q

a

O
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解: 从物理上分析, 在点电荷 Q 的电场作用下, 导体板上出现感应电荷分布. 若 Q 为正
的, 则感应电荷为负的. 空间中的电场是由给定的点电荷 Q 以及导体面上的感应电荷共
同激发的, 而另一方面感应电荷分布又是在总电场作用下达到平衡的结果. 平衡的条件就
是导体的静电条件, 即导体表面为一等势面, 所以该问题的边界条件是

φ =常量 (导体面上)

或者说, 电场线必须与导体平板垂直.
怎样才能满足这一边界条件呢? 设想在导体板下方与电荷 Q 对称的位置上放一个假想电
荷 Q′, 然后把导体板抽去. 若 Q′ = −Q, 则假想电荷 Q′ 与给定电荷 Q 激发的总电场如图
所示. 由对称性, 在原导体板平面上, 电场线处处与它正交, 因而边界条件得到满足. 因此,
导体板上的感应电荷确实可以用板下方一个假想电荷 Q′ 代替. Q′ 称为 Q 的镜像电荷.
导体板上部空间的电场可以看作原电荷 Q 与镜像电荷 Q′ = −Q 共同激发的电场. 以 r
表示 Q 到场点 P 的距离, r′ 表示镜像电荷 Q′ 到 P 的距离, P 点的电势为

φ(P ) = 1
4πε0

(
Q

r
− Q

r′

)

选 Q 到导体板上的投影点 O 作为坐标原点, 设 Q 到导体板的距离为 a, 有

φ(x, y, z) = 1
4πε0

 Q√
x2 + y2 + (z − a)2

− Q√
x2 + y2 + (z + a)2


唯一性定理保证了上式就是所求问题的唯一正确的解.
由电势求电场强度. 对上半空间 (z > 0), 取 E = −∇φ:

Ex = −∂φ

∂x
= Q

4πε0

[
x

(x2 + y2 + (z − a)2)3/2 −
x

(x2 + y2 + (z + a)2)3/2

]

Ey = −∂φ

∂y
= Q

4πε0

[
y

(x2 + y2 + (z − a)2)3/2 −
y

(x2 + y2 + (z + a)2)3/2

]

Ez = −∂φ

∂z
= Q

4πε0

[
z − a

(x2 + y2 + (z − a)2)3/2 −
z + a

(x2 + y2 + (z + a)2)3/2

]

令 r = (x, y, z− a) 为 Q 到场点的矢径, r′ = (x, y, z + a) 为镜像 Q′ 到场点的矢径, 上式
可写成紧凑矢量形式:

E(x) = Q

4πε0

(
r

r3 −
r′

r′ 3

)

这正是原电荷 Q 与镜像电荷 Q′ = −Q 在无导体板空间中所激发电场在上半平面的部分.
导体表面的电场. 在 z = 0 处 r = r′ =

√
x2 + y2 + a2, 故

Ex|z=0 = 0, Ey|z=0 = 0, Ez|z=0 = − Qa

2πε0 (x2 + y2 + a2)3/2

可见导体表面电场只有法向分量, 切向分量为零——这正是导体面为等势面的体现.
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由边值关系 σ = ε0En = ε0Ez|z=0+ , 即可计算导体板上的感应电荷面密度分布

σ(x, y) = −ε0
∂φ

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

= 1
4π

{
Q(z − a)

[x2 + y2 + (z − a)2]3/2 −
Q(z + a)

[x2 + y2 + (z + a)2]3/2

}
z=0

= −Qa

2π(x2 + y2 + a2)3/2

感应电荷面密度 σ 在原点处取最大值, 离原点越远则越小. 总的感应电荷为

Q′ =
ˆ
整个板

σ(x, y) dS =
ˆ 2π

0
dϕ

ˆ ∞

0

−Qa

2π(R2 + a2)3/2 R dR = Qa√
R2 + a2

∣∣∣∣∣
∞

0
= −Q

因此导体板上总的感应电荷为 −Q, 恰与假想电荷 Q′ 相等.
距离导体表面垂直距离 z 的电荷 Q 受到导体上感应电荷的作用力等于镜像电荷对 Q 的
吸引力, 即

F (z) = − 1
4πε0

Q2

(2z)2 ez

它沿 z 轴方向, 负号表示指向导体.
把电荷 Q 从 z 处移到无限远处过程中电场对它做的功定义为 Q 在 z 处的镜像势. 不妨
让 Q 沿 z 轴移动到无限远. 镜像势为

V (z) =
ˆ ∞

z

F (z′) dz′ = −
ˆ ∞

z

1
4πε0

Q2

(2z′)2 dz′ = − 1
4πε0

Q2

4z

注意, V (z) 并不等于把 Q′ = −Q 当作真实电荷时 Q 与 Q′ 的相互作用能 1
4πε0

QQ′

2z
. 真实

系统的场只存在于 z > 0 半空间, Q 与感应电荷的实际相互作用能 W 只是它的一半, 恰
等于镜像势 V (z):

W = 1
2
· 1

4πε0

QQ′

2z
= − 1

4πε0

Q2

4z
= V (z)

由 F = −dW/dz 立得线 (2-5) 的吸引力, 与镜像势一致, 能量描述自洽.

Eg. 2-6 (镜像法—接地导体球)

真空中有一半径为 R0 的接地导体球, 距球心为 a (a > R0) 处有一点电荷 Q, 求空间
各点的电势.

Q

Q′

R0

a

b

P

rr′
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解: 假设可以用球内一个假想点电荷 Q′ 来代替球面上感应电荷对空间电场的作用. 由
对称性, Q′ 应在 OQ 连线上. 关键是否能选择 Q′ 的大小和位置使得球面上 φ = 0 的边界
条件得到满足?
考虑球面上任一点 P , 边界条件要求

Q

r
+ Q′

r′ = 0

式中 r 为 Q 到 P 的距离, r′ 为 Q′ 到 P 的距离. 因此对球面上任一点, 应有

r′

r
= −Q′

Q
=常量

由图看出, 只要选 Q′ 的位置使 △OQ′P ∼ △OPQ, 则

r′

r
= R0

a
=常量

设 Q′ 距球心为 b, 两三角形相似的条件为

R0

b
= a

R0
, 或 b = R2

0
a

由以上两式求出

Q′ = −R0

a
Q

上式确定假想电荷 Q′ 的位置和大小.
由 Q 和镜像电荷 Q′ 所叠加出来的静电势在球外空间自动满足泊松方程, 同时也能够满
足在导体面上 φ = 0的边界条件,由唯一性定理可知,它就是这边界值问题唯一正确的解.
球外任一点 P 的电势为

φ = 1
4πε0

(
Q

r
− R0Q

ar′

)
= 1

4πε0

(
Q√

R2 + a2 − 2Ra cos θ
− R0Q/a√

R2 + b2 − 2Rb cos θ

)

式中 r 为由 Q 点到 P 点的距离, r′ 为由 Q′ 到 P 点的距离, R 为由球心 O 到 P 点的距
离, θ 为 OP 与 OQ 的夹角.

Eg. 2-7 (镜像法—带电导体球)

如上例, 但导体球不接地而带电荷 Q0, 求球外电势, 并求电荷 Q 所受的力.

解: 这里给出的条件是导体上的总电荷. 这条件包括 (1) 球面为等势面 (电势待定); (2)
从球面发出的总电场的通量等于 Q0/ε0.
由上例可知, 若在球外有电荷 Q而在球内放置假想电荷 Q′, 其位置和大小如前, 则球面上
电势为零. 若在球心处再放一个假想电荷 Q0 − Q′, 则导体球所带总电荷为 Q0, 同时球面
仍为等势面, 其电势为 (Q0 −Q′)/4πε0R0. 因此, 条件 (1) 和 (2) 都被满足. 球外任一点 P
的电势为

φ = 1
4πε0

(
Q

r
− R0Q

ar′ + Q0 + R0Q/a

R

)
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因为空间中的电场相当于点电荷 Q, 镜像电荷 Q′ 和球心处的电荷 Q0−Q′ 所激发的电场,
因此电荷 Q 所受的力等于 Q′ 和球心处的电荷 Q0 −Q′ 对它的作用力 F , 即有

4πε0F = Q(Q0 −Q′)
a2 + QQ′

(a− b)2 = QQ0

a2 −
Q2R3

0(2a2 −R2
0)

a3(a2 −R2
0)2

式中第二项是吸引力,而且当 a→ R0 时这项的数值大于第一项. 由此可见,即使 Q与 Q0
同号, 只要 Q 距球面足够近, 它就会受到导体球的吸引力. 这是由于感应作用, 虽然整个
导体的总电荷是正的, 但在靠近 Q 的球面部分可能出现负电荷.

方法总结——静电场的边界条件类型

由上述和本节的内容看出边值关系和边界条件对于解电场问题的重要性. 概括起来,
大致有以下几种类型的边界条件: (1) 两绝缘介质界面上, 边值关系为

φ1 = φ2, ε1
∂φ1

∂n
= ε2

∂φ2

∂n

应用此条件可以把界面两边的电势衔接起来. (2) 给出导体上的电势, 导体面上的边界
条件为

φ = φ0 (给定常量)
(3) 给出导体所带总电荷 Q, 在导体面上的边界条件为

φ =常量 (待定), −
˛

S

ε
∂φ

∂n
dS = Q

应用上述边界条件可以唯一地解出导体外的静电场. 当导体外的电势确定后, 由导体
表面的边值关系

−ε
∂φ

∂n
= σ

可以得出导体面上的自由电荷面密度 σ.

2.1.3 分离变量法

Eg. 2-8 (导体球壳嵌套接地导体球)

一个内径和外径分别为 R2 和 R3 的导体球壳, 带电荷 Q, 同心地包围着一个半径为
R1 的导体球 (R1 < R2), 使这个导体球接地. 求空间各点的电势和这个导体球的感应
电荷.
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R1
R2

R3

Q

φ2

φ1

接地

解: 此问题有球对称性, 电势 φ 不依赖于角度 θ 和 ϕ. 注意到 P0 = 1 而其他 Pm ̸=0 均依
赖于 θ, 故通解只取 n = 0 项. 设导体壳外和壳内的电势为

φ1 = a− b

R
(R > R3), φ2 = c + d

R
(R2 > R > R1)

边界条件为: (1) 因内导体球接地, 故有 φ2|R=R1 = φ1|R→∞ = 0 (2) 因整个导体球壳为等
势体, 故有 φ2|R=R2 = φ1|R=R3 (3) 球壳带总电荷 Q, 因而

−
˛

R=R3

∂φ1

∂R
R2dΩ +

˛
R=R2

∂φ2

∂R
R2dΩ = Q

ε0

把 φ1 和 φ2 式代入这些边界条件中, 得

a = 0, c + d

R1
= 0, c + d

R2
= − b

R3
, b + d = − Q

4πε0

由此解出

d = Q1

4πε0
, b = −Q + Q1

4πε0
, c = − Q1

4πε0R1

其中

Q1 = − R1R2

R1R2 + R2R3 −R1R3
Q

把这些值代回, 得电势的解为

φ1 = Q + Q1

4πε0R
(R > R3), φ2 = Q1

4πε0

( 1
R
− 1

R1

)
(R2 > R > R1)

导体球上的感应电荷为

−ε0

ˆ
R=R1

∂φ2

∂R
R2dΩ = Q1

Eg. 2-9 (介质球放入电场中)

电容率为 ε 的介质球置于均匀外电场 E0 中, 求电势.
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ε

R0

E0

解: 介质球在外电场中极化, 在它表面上产生束缚电荷. 这些束缚电荷激发的电场叠加
在原外电场 E0 上, 得总电场 E. 束缚电荷分布和总电场 E 互相制约, 边界条件正确地反
映这种制约关系.
设球半径为 R0, 球外为真空. 此问题具有轴对称性, 对称轴为通过球心沿外电场 E0 方向
的轴线, 取此轴线为极轴.
介质球的存在使空间分为两均匀区域——球外区域和球内区域. 两区域内部都没有自由
电荷, 因此电势 φ 都满足拉普拉斯方程. 以 φ1 代表球外区域的电势, φ2 代表球内的电势.
两区域的通解为

φ1 =
∑

n

(
anRn + bn

Rn+1

)
Pn(cos θ) (2.1)

φ2 =
∑

n

(
cnRn + dn

Rn+1

)
Pn(cos θ) (2.2)

an, bn, cn 和 dn 是待定常量. 边界条件包括: (1) 无限远处, E → E0, 得 φ1 →
−E0R cos θ = −E0RP1(cos θ), 因而 a1 = −E0, an = 0(n ̸= 1) (2) R = 0 处, φ2 应为有限
值, 因此 dn = 0 (3) 在介质球面上 (R = R0): φ1 = φ2, ε0

∂φ1
∂R

= ε∂φ2
∂R

代入比较 P1 的系数得

−E0R0 + b1

R2
0

= c1R0, −E0 −
2b1

R3
0

= ε

ε0
c1

解出

b1 = ε− ε0

ε + 2ε0
E0R

3
0, c1 = − 3ε0

ε + 2ε0
E0

比较其他 Pn 项的系数可解出 bn = cn = 0, n ̸= 1. 所有常量已经定出, 因此本问题的解为

φ1 = −E0R cos θ + ε− ε0

ε + 2ε0

E0R
3
0

R2 cos θ (2.3)

φ2 = − 3ε0

ε + 2ε0
E0R cos θ (2.4)

现在讨论此解的物理意义. 球内电场为 3ε0
ε+2ε0

E0. 因为 3ε0
ε+2ε0

总小于 1, 所以球内电场比原
外电场 E0 为弱. 这是由于介质球极化后在右半球面上产生正束缚电荷, 在左半球面上产
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生负束缚电荷, 故而在球内束缚电荷激发的场与原外场反向, 使总电场减弱. 在球内总电
场作用下, 介质的极化强度为

P = χeε0E = (ε− ε0)E = ε− ε0

ε + 2ε0
3ε0E0

介质球的总电偶极矩为

p = 4π
3

R3
0P = ε− ε0

ε + 2ε0
4πε0R

3
0E0

φ1 中的第二项正是这个电偶极矩所产生的电势

1
4πε0

p ·R
R3 = ε− ε0

ε + 2ε0

E0R
3
0

R2 cos θ

Eg. 2-10 (接地导体球放入电场)

半径为 R0 的接地导体球置于均匀外电场 E0 中, 求电势和导体上的电荷面密度.

解: 接地导体球放入均匀外电场 E0 中, 导体球表面将产生感应电荷. 这些感应电荷激发
的电场叠加在原外电场 E0 上, 得总电场 E. 导体球外没有自由电荷, 因此电势 φ 满足拉
普拉斯方程.
设球半径为 R0, 导体球接地 (电势为零). 此问题具有轴对称性, 对称轴为通过球心沿外电
场 E0 方向的轴线, 取此轴线为极轴. 球外区域的电势 φ 的通解为

φ =
∑

n

(
anRn + bn

Rn+1

)
Pn(cos θ)

an, bn 是待定常量. 边界条件包括:
(1) 无限远处, E → E0, 即 φ→ −E0R cos θ = −E0RP1(cos θ). 与通解比较得

a1 = −E0, an = 0 (n ̸= 1)

(2) 导体球接地, 球面上电势为零:
φ|R=R0 = 0

将 an 的值代入通解, 并利用球面边界条件:

φ(R0, θ) = −E0R0P1(cos θ) +
∑

n

bn

Rn+1
0

Pn(cos θ) = 0

此式对任意 θ 成立, 由 Pn(cos θ) 的正交性, 各阶系数必须分别等于零:

P1 项: − E0R0 + b1

R2
0

= 0 ⇒ b1 = E0R
3
0

Pn (n ̸= 1) 项: bn

Rn+1
0

= 0 ⇒ bn = 0

所有常量已经定出, 因此球外电势的解为

φ = −E0R cos θ + E0R
3
0

R2 cos θ

其中第一项为原均匀外电场的电势, 第二项为导体球上感应电荷所产生的电势——它正
好是一个位于球心, 电偶极矩为 p = 4πε0E0R

3
0ez 的电偶极子的电势.

讨论:
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1. 导体球外电场 E = −∇φ:

ER = − ∂φ

∂R
= E0 cos θ + 2E0R

3
0

R3 cos θ = E0 cos θ

(
1 + 2R3

0
R3

)

Eθ = − 1
R

∂φ

∂θ
= −E0 sin θ + E0R

3
0

R3 sin θ = −E0 sin θ

(
1− R3

0
R3

)

在导体球面 R = R0 上, Eθ = 0(切向分量为零), 这正是导体表面为等势面的要求.
2. 导体面上自由电荷面密度为

σ = −ε0
∂φ

∂R

∣∣∣∣∣
R=R0

= −ε0

(
−E0 cos θ + 2E0R

3
0

R3
0

cos θ

)
= 3ε0E0 cos θ

可见 θ = 0(迎向 E0 的球面顶端) 处 σ 最大 (正值), θ = π 处 σ 最小 (负值), θ =
π/2(赤道) 处 σ = 0. 这正是感应电荷分布的特征: 正电荷集中在上半部, 负电荷集中
在下半部.

3. 与 Eg. 2-9 中介质球的结果对比: 介质球内电场为 3ε0
ε+2ε0

E0, 而导体球内电场严格为零
(静电平衡); 介质球外电势含一项 ε−ε0

ε+2ε0

E0R3
0

R2 cos θ, 导体球外对应项的系数为 E0R
3
0(相

当于取极限 ε→∞, 即介质完全极化为导体).

Eg. 2-11 (劈尖)

导体尖劈带电势 V , 分析它的尖角附近的电场.

α V

0 < ϕ < 2π− α

解: 用柱坐标系. 取 z轴沿尖边. 设尖劈以外的空间,即电场存在的空间为 0 ⩽ ϕ ⩽ 2π−α
(α 为小角). 因电势 φ 不依赖于 z, 柱坐标下的拉普拉斯方程为

1
r

∂

∂r

(
r

∂φ

∂r

)
+ 1

r2
∂2φ

∂ϕ2 = 0

用分离变量法解此方程. 设 φ 的特解为 φ = R(r)Φ(ϕ), 则上式分解为两个方程:

r2 d2R

dr2 + r
dR

dr
= ν2R,

d2Φ
dϕ2 + ν2Φ = 0

其中 ν 为某些正实数或 0. 把 φ 的特解叠加得 φ 的通解

φ = (A0 + B0 ln r)(C0 + D0ϕ) +
∑
ν ̸=0

(Aνrν + Bνr−ν)(Cν cos νϕ + Dν sin νϕ)

各待定常量和 ν 的可能值都由边界条件确定.
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在尖劈 ϕ = 0 面上, φ = V , 与 r 无关, 由此 A0C0 = V, B0 = 0, Cν = 0(ν ̸= 0). 因 r → 0
时 φ 有限, 得 B0 = Bν = 0. 在尖劈 ϕ = 2π − α 面上, 有 φ = V , 与 r 无关, 必须有
D0 = 0, sin ν(2π− α) = 0. 因此 ν 的可能值为

νn = n

2− α
π

(n = 1, 2, · · · )

考虑这些条件, φ 可以重写为

φ = V +
∑

n

Anrνn sin νnϕ

为了确定待定常量 An, 还必须用某一大曲面包围着电场存在的区域, 并给定这曲面上的
边界条件. 因此, 本题所给的条件是不完全的, 还不足以确定全空间的电场. 但是, 我们可
以对尖角附近的电场作出一定的分析.
在尖角附近, r → 0, 求和式的主要贡献来自 r 最低幂次项, 即 n = 1 项. 因此

φ ≈ V + A1r
ν1 sin ν1ϕ

电场为

Er = −∂φ

∂r
≈ −ν1A1r

ν1−1 sin ν1ϕ, Eϕ = −1
r

∂φ

∂ϕ
≈ −ν1A1r

ν1−1 cos ν1ϕ

尖劈两面上的自由电荷面密度为

σ = ε0En =

ε0Eϕ (ϕ = 0)
−ε0Eϕ (ϕ = 2π− α)

≈ −ε0ν1A1r
ν1−1

若 α 很小, 有 ν1 ≈ 1
2 . 尖角附近的场强和电荷面密度都近似地正比于 r− 1

2 . 由此可见, 尖
角附近可能存在很强的电场和电荷面密度. 相应的三维尖针问题就是尖端放电现象.

2.2 作业题

2.2.1 静电场

HW. 2-5
一个半径为 R 的电介质球, 极化强度为 P = Kr/r2, 电容率为 ε. 计算: (1) 束缚电荷
的体密度和面密度; (2) 自由电荷体密度; (3) 球外和球内的电势; (4) 该带电介质球产
生的静电场的总能量.

解: 从极化强度分布函数可知, 这问题有球对称性. 介质球内和球面束缚 (极化) 电荷密
度分别为

ρP = −∇ · P = −K

r2 , σP = er · P
∣∣∣∣
r=R

= K

R

由线性均匀介质内 ρP = −(1− ε0/ε)ρf , 得自由电荷体密度:

ρf = εK

(ε− ε0)r2
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由 D1 = ε0E1 + P = εE1, 得介质球内的电场强度:

E1 = P

ε− ε0
= K

ε− ε0

r

r2 (r < R)

极化过程遵从电荷守恒, 球内与球面总的束缚电荷必定等值异号 (将 ρP 对球体积分, 将
σP 对球面积分, 可知的确如此), 且有球对称性, 它们在球外的电场互相抵消, 故球外电场
相当于总的自由电荷

qf =
ˆ

V

ρfdV =
ˆ R

0

εK

(ε− ε0)r2 · 4πr
2dr = 4πεKR

ε− ε0

集中于球心时产生的电场:

E2 = qfr

4πε0r3 = ε

ε0

KR

(ε− ε0)
r

r3 (r > R)

球外与球内的电势分别为

φ2 =
ˆ ∞

r

E2 · dr = εKR

ε0(ε− ε0)r

φ1 =
ˆ R

r

E1 · dr +
ˆ ∞

R

E2 · dr = K

ε− ε0

(
ln R

r
+ ε

ε0

)
这带电体的总静电能为

W = 1
2

ε

ˆ
V1

E2
1dV + 1

2
ε0

ˆ
V2

E2
2dV = 2πεR

(
1 + ε

ε0

)(
K

ε− ε0

)2

将 ρfφ1/2 对介质球作体积分, 也能得到上式的结果.

2.2.2 镜像法

HW. 2-13 (接地空心导体球壳)

接地的空心导体球壳内外半径为 R1 和 R2, 在球内离球心为 a (a < R1) 处置一点电
荷 q, 用镜像法求电势. 导体球上的感应电荷有多少? 分布在内表面还是外表面?

接地
O

q

q′ = −R1
a

q

a

b = R2
1/a

R1

R2

导体球壳

空腔
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解: 由于接地导体球壳的静电屏蔽作用, 球壳及其外部空间的电势为零, 求解区域为球腔
内. 设点电荷 q 位于 z = a, 球腔内电势的定解条件为

∇2φ = −qδ(x− aez)/ε0

R = 0, φ 有限; R = R1, φ = 0
由 z 轴对称性, 将代替导体球面感应电荷的像电荷 q′ 置于 z = b 处, 且必须使 b > R1, 于
是球腔内任一点的电势为

φ = 1
4πε0

(
q

r
+ q′

r′

)
其中 r 和 r′ 分别是 q 与 q′ 到场点的距离, 即

1
r

= 1√
R2 + a2 − 2Ra cos θ

,
1
r′ = 1√

R2 + b2 − 2Rb cos θ

由 R = R1, φ = 0 的条件, 解出

q′ = −qR1/a, b = R2
1/a

代入得

φ = 1
4πε0

 q√
R2 + a2 − 2Ra cos θ

+ −qR1/a√
R2 + (R2

1/a)2 − 2R(R2
1/a) cos θ


这解显然满足 R = 0, φ 值有限的条件. 因球壳及球外电势为零, 感应电荷只能分布于球
壳内表面, 设其总电荷量为 qi, 则球壳内的总电荷量为 q + qi, 而导体中 D = 0, 于是由高
斯定理

q + qi =
˛

S

D · dS = 0, 得qi = −q

可见导体球壳内表面出现的真实的感应电荷 qi, 不等于假想的像电荷 q′.

HW. 2-14 (带电导体球壳)

上题的导体球壳不接地, 而是带电荷量 q0, 或使其有确定电势 φ0, 试求这两种情况的
电势. 又问 φ0 与 q0 是何种关系时, 两情况的解是相等的?

+

+

+
+

+

+

+

+

+
+

+

+

q0

O

q

q′

a

R1

R2

导体球壳

空腔

φ0

E ∝ q+q0
R2 (球外)
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解: 导体球壳的电势 φ2 为常数, 球腔内电势为 φ1, 球壳外电势为 φ3. 当导体球壳带有电
荷 q0 时, 定解条件为

∇2φ1 = −qδ(x− aez)/ε0, ∇2φ3 = 0

R = 0, φ1 有限; R→∞, φ3 → 0

φ1

∣∣∣
R=R1

= φ3

∣∣∣
R=R2

= φ0 (未知常数)

但R = R2, q + q0 = −ε0

˛
S

∂φ3

∂R
dS

因球壳外部无电荷分布, 由条件可知球壳外的电势必定是球对称的, 又由条件可知外部电
势相当于总电荷量 q + q0 集中于球心时所产生:

φ3 = q + q0

4πε0R
(R > R2)

因此导体球壳的电势及外球面的电荷密度分别是

φ0 = q + q0

4πε0R2
, σ2 = q + q0

4πR2
2

(R = R2)

对于球腔内的电势, 代替内球面感应电荷的像电荷 q′ 仍应置于 z = b, 且必须使 b > R1;
而外球面均匀分布的电荷在球腔内产生的电场为零, 相应的电势可以是任意常数, 就令其
为 φ0, 于是球腔内任一点的电势可写为

φ1 = 1
4πε0

[
q

r
+ q′

r′

]
+ φ0 (R < R1)

代入条件解出 q′ = −qR1/a, b = R2
1/a, 得

φ1 = 1
4πε0

 q√
R2 + a2 − 2Ra cos θ

+ −qR1/a√
R2 + (R2

1/a)2 − 2R(R2
1/a) cos θ

+ q + q0

R2


当预先给定球壳的电势 φ0 时, 定解条件为

φ1

∣∣∣
R=R1

= φ3

∣∣∣
R=R2

= φ0 (已知常数)

按同样分析, 可得
φ3 = φ0R2

R
(R > R2)

φ1 = 1
4πε0

 q√
R2 + a2 − 2Ra cos θ

+ −qR1/a√
R2 + (R2

1/a)2 − 2R(R2
1/a) cos θ

+ φ0 (R < R1)

由以上可知, 当 φ0 = (q + q0)/4πε0R2 时, 两种情况下的解相等.

HW. 2-15 (异形)

在接地的导体平面上有一半径为 a 的半球凸部, 半球的球心在导体平面上, 点电荷 q
位于系统的对称轴上, 并与平面相距为 b(b > a), 试用镜像法求空间电势.
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q

b
a

导体平面

解: 以 z 轴为系统的对称轴, 球心为坐标原点. 求解区域为导体表面上方空间, 导体表面
的电势为零, 定解条件为

∇2φ = −qδ(x, y, z − b)/ε0

R = a,以及R > a 但z = 0 处, φ = 0

R→∞, φ→ 0

要满足导体表面电势为零的条件, 需在导体内设置三个假想的像电荷: 在 z = −b 处置
−q, 在 z = a2/b 处置 −qa/b, 在 z = −a2/b 处置 +qa/b. 于是导体外任一点的电势为

φ = 1
4πε0

[
q√

x2 + y2 + (z − b)2
+ −q√

x2 + y2 + (z + b)2

+ −qa/b√
x2 + y2 + (z − a2/b)2

+ qa/b√
x2 + y2 + (z + a2/b)2

]

此解显然也满足 R→∞, φ→ 0.

HW. 2-16 (直角空间)

有一点电荷 q 位于两个互相垂直的接地导体平面所围成的直角空间内, 它到两个平面
的距离为 a 和 b, 求空间电势.

解: 设两导体平面为 y = 0 和 z = 0, 导体电势为零. 点电荷 q 位于 (0, a, b), 求解区域为
y > 0, z > 0 的空间. 定解条件为

∇2φ = −qδ(x, y − a, z − b)/ε0

y = 0, z = 0 处, φ = 0; R→∞, φ→ 0

要满足全部条件, 需要设置三个像电荷: (0, +a,−b) 处置 −q, (0,−a,−b) 处置 +q,
(0,−a, +b) 处置 −q. 于是求解区域内任一点的电势为

φ = q

4πε0

[
1√

x2 + (y − a)2 + (z − b)2
− 1√

x2 + (y − a)2 + (z + b)2

+ 1√
x2 + (y + a)2 + (z + b)2

− 1√
x2 + (y + a)2 + (z − b)2

]

2.2.3 分离变量法
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HW. 2-6 (导体球)

均匀外电场中置入半径为 R0 的导体球, 试用分离变量法求下列两种情况下的电势:
(1) 导体球上接有电池, 使球与地保持电势 Φ0; (2) 导体球上带总电荷量 q.

E0
R0

解: 外电场将使导体球球面出现感应电荷. 以球心为坐标原点, 并令外电场 E0 = E0ez.
问题有 z 轴的对称性. 设放入导体球之前原点电势为 φ0, 当导体球对地电势为 Φ0, 球外
电势的全部定解条件为

∇2φ = 0 (R > R0) (2.5)
R→∞, φ→ −E0R cos θ + φ0 (2.6)

R = R0, φ = Φ0 (2.7)

由 z 轴的对称性及条件, 将拉普拉斯方程的解写成

φ = −E0R cos θ + φ0 +
∑

n

bn

Rn+1 Pn(cos θ)

代入条件, 解出

b0 = (Φ0 − φ0)R0, b1 = E0R
3
0, bn = 0 (n ̸= 0, 1)

φ = −E0R cos θ + φ0 + (Φ0 − φ0)R0

R
+ E0R

3
0

R2 cos θ

第一项是原外场的电势; 第二项是选择坐标原点电势所引入的常数项, 它不影响电场 E =
−∇φ 分布; 第三项是因导体球接电池而使球面均匀带电所产生的球对称项; 第四项是外
场使导体球面出现感应电荷所形成的电偶极矩的电势. 球面感应电荷形成的电偶极矩为

p = 4πε0R
3
0E0ez

事实上, 由 σf = en ·D, 可得导体球面的自由电荷密度:

σf = −ε0
∂φ

∂R

∣∣∣∣∣
R=R0

= ε0(Φ0 − φ0)
R0

+ 3ε0E0 cos θ

第一项在球外产生球对称的场, 第二项就是外场引起的感应电荷密度.
当导体球带有电荷 q 时, 球外电势的全部定解条件为

∇2φ = 0 (R > R0) (2.8)
R→∞, φ→ −E0R cos θ + φ0 (2.9)
R = R0, φ = Φ0 (未知常数) (2.10)

但已知R = R0, q =
˛

S

D · dS = −ε0

˛
S

∂φ

∂R
dS (2.11)
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可解出
Φ0 − φ0 = q

4πε0R0

φ = −E0R cos θ + φ0 + q

4πε0R
+ E0R

3
0

R2 cos θ

各项的物理意义如前所述. 从本题定解过程可看到, 静电导体为等势体这个条件的重要
性.

HW. 2-7 (介质球 + 点电荷)

均匀介质球的中心置一点电荷 qf , 介质球的电容率为 ε, 球外为真空, 试用分离变量法
求空间电势, 把结果与使用高斯定理所得的结果比较.

解: 点电荷 qf 的电场将使介质球极化. 以球心为坐标原点并设介质球半径为 R0, 这问题
有球对称性. 球内外两区域电势的全部定解条件为

∇2φ1 = −qfδ(x)/ε (R < R0) (2.12)
∇2φ2 = 0 (R > R0) (2.13)

R = 0, φ1 →∞; R→∞, φ2 → 0 (2.14)

R = R0 : φ1 = φ2, ε
∂φ1

∂R
= ε0

∂φ2

∂R
(2.15)

泊松方程的一个特解是点电荷的电势 φq. 由电势叠加原理, 球内外的电势都应当是 φ =
φq + φ′, φ′ 是极化电荷的电势并满足拉普拉斯方程. 解可写成

φ1 = qf

4πεR
+ a (R < R0), φ2 = qf

4πε0R
+ b

R
(R > R0)

代入边界条件, 可解出

φ1 = qf

4πεR
+ (ε− ε0)qf

4πεε0R0
, φ2 = qf

4πε0R

由于各向同性线性均匀介质内极化电荷体密度 ρP = −(1 − ε0/ε)ρf , 球心处自由点电荷
qf 表面的介质出现” 极化点电荷” qP = −(1 − ε0/ε)qf , 介质球表面必定出现总电荷量为
−qP = (1 − ε0/ε)qf 的极化面电荷, 由球对称性, 这两部分极化电荷在球外的电势互相抵
消, 因此球外电势 φ2 是由 qf 产生的. 球内电势 φ1 的第一项是 qf 与极化点电荷 qP 共同
产生的, 第二项为常数, 此项对球内电场没有影响.
由于这问题有球对称性, 由高斯定理可得球内, 外的电场:

E1 = D1

ε
= qfR

4πεR3 , E2 = D2

ε0
= qfR

4πε0R3

两区域的电势分布为

φ2 =
ˆ ∞

R

E2 · dR = qf

4πε0R
, φ1 =

ˆ R0

R

E1 · dR +
ˆ ∞

R0

E2 · dR = qf

4πεR
+ (ε− ε0)qf

4πεε0R0
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HW. 2-8 (介质球 + 电偶极子)

均匀介质球 (电容率为 ε1) 中心置一自由电偶极子 pf , 球外充满了另一种电容率为 ε2
的介质, 求空间各点的电势和极化电荷分布.

O

R0

ε1

ε2

pf

+

++

+

−

− −

−

解: pf 的电场将使两种介质均被极化. 以介质球心为坐标原点, 球半径为 R0, 且令
pf = pfez, 于是问题有 z 轴对称性. 介质球内外两区域电势的全部定解条件为

∇2φ1 = (pf · ∇)δ(x)/ε (R < R0) (2.16)
∇2φ2 = 0 (R > R0) (2.17)

R = 0, φ1 →∞; R→∞, φ2 → 0 (2.18)

R = R0 : φ1 = φ2, ε1
∂φ1

∂R
= ε2

∂φ2

∂R
(2.19)

pf 的电势 φp 是泊松方程的一个特解, 球内外的电势都是 φp 与极化电荷的电势 φ′ 之叠
加, φ′ 是拉普拉斯方程的解. 将方程的解写成

φ1 = pf cos θ

4πε1R2 +
∑

n

anRnPn(cos θ), φ2 = pf cos θ

4πε2R2 +
∑

n

bn

Rn+1 Pn(cos θ)

代入边界条件, 可解出

a1 = (ε1 − ε2)pf

2πε1(ε1 + 2ε2)R3
0
, b1 = (ε2 − ε1)pf

4πε2(ε1 + 2ε2)

an = bn = 0 当 n ̸= 1. 于是得

φ1 = pf cos θ

4πε1R2 + (ε1 − ε2)pf

2πε1(ε1 + 2ε2)R3
0
R cos θ (R < R0) (2.20)

φ2 = 3pf cos θ

4π(ε1 + 2ε2)R2 (R > R0) (2.21)

球心处 pf 表面的介质中, 出现一个与其方向相反的极化电偶极子:

pP = −(1− ε0/ε1)pf
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因介质球面自由电荷面密度 σf = 0, 故极化电荷面密度为

σP = ε0

(
−∂φ2

∂R
+ ∂φ1

∂R

) ∣∣∣∣
R=R0

= 3ε0(ε1 − ε2)pf

2πε1(ε1 + 2ε2)R3
0

cos θ

球内电势 φ1 的第一项是 pf 与 pP 共同产生的偶极场, 总电矩为 p1 = ε0pf/ε1, 第二项是
σP 产生的均匀场; 球外电势 φ2 是 pf , pP 及 σP 形成的电偶极矩 p2 共同产生的偶极场,
总电矩为 p2 = 3ε0pf/(ε1 + 2ε2).

HW. 2-9 (空心导体球壳 + 电偶极子)

空心导体球壳的内外半径为 R1 和 R2, 球中心置一偶极子 p, 球壳上带电 q, 求空间各
点电势和电荷分布.

O
p

−

−−

−

+

+ +

+

+

+

+

+

+

+

+

+

q

R1

R2

导体球壳

空腔

解: p 的电场将使导体出现感应电荷分布. 以球心为坐标原点, 令 p = pez, 问题就有 z
轴对称性. 导体球壳的电势 φ2 为常数, 球腔内电势 φ1, 球壳外电势 φ3, 全部定解条件为

∇2φ1 = (p · ∇)δ(x)/ε0, ∇2φ3 = 0 (2.22)
R = 0, φ1 →∞; R→∞, φ3 → 0 (2.23)

φ1

∣∣∣
R=R1

= φ3

∣∣∣
R=R2

(2.24)

R = R2, q = −ε0

˛
S

∂φ3

∂R
dS (2.25)

由叠加原理和轴对称性, 将电势方程的解写成

φ1 = p cos θ

4πε0R2 +
∑

n

anRnPn(cos θ), φ3 = p cos θ

4πε0R2 +
∑

n

bn

Rn+1 Pn(cos θ)

利用边界条件, 解出

φ1 = 1
4πε0

[
p ·R
R3 −

p ·R
R3

1
+ q

R2

]
, φ3 = q

4πε0R
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σi1 = −eR ·D1 = ε0
∂φ1

∂R

∣∣∣∣
R=R1

= − 3p

4πR3
1

cos θ (R = R1)

σi2 = eR ·D3 = −ε0
∂φ3

∂R

∣∣∣∣
R=R2

= q

4πR2
2

(R = R2)

球腔内 φ1 的第一项是球心处 p 产生的偶极场, 第二项是内球面感应电荷 σi1 产生的均匀
场, 第三项为常数项. 球心处的偶极子 p 与内球面感应电荷 σi1 在球壳外产生的偶极场互
相抵消, 这表明封闭导体球壳有静电屏蔽作用, 故球外 φ3 是外球面均匀分布的面电荷 σi2
产生的球对称场. 若 q = 0, 则外部无电场.
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3
静磁场

3.1 课本例题

3.1.1 矢势标势

Eg. 3-1 (无穷长直导线的矢势)

无穷长直导线载电流 I, 求磁场的矢势和磁感应强度.

...

...

z

R
P

r =
√

z2 + R2
Idzdz

z

I

解: 取导线沿 z 轴, 设 P 点到导线的垂直距离为 R, 电流元 Idz 到 P 点的距离为√
R2 + z2, 由矢势公式得

Az = µ0I

4π

ˆ ∞

−∞

dz√
z2 + R2

积分是发散的. 计算两点的矢势差值可以免除发散. 若取 R0 点的矢势值为零, 按照同样
的计算可得

A = −
(

µ0I

2π
ln R

R0

)
ez

取 A 的旋度得磁感应强度

B = ∇×A = −∇×
(

µ0I

2π
ln R

R0
ez

)
= −∇

(
µ0I

2π
ln R

R0

)
× ez

= − µ0I

2πR
eR × ez = µ0I

2πR
eϕ
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Eg. 3-2 (导线圆环的矢势)

半径为 a 的导线圆环载电流 I, 求矢势和磁感应强度.

I

P (R, θ)

a

解: 线圆电流产生的矢势为
A(x) = µ0

4π

˛
L

Idl

r

用球坐标 (R, θ, ϕ), 由对称性可知 A 只有 ϕ 分量, Aϕ 只依赖于 R, θ, 而与 ϕ 无关. 因此
我们可以选定在 xz 面上的一点 P 来计算 Aϕ, 在该点处 Aϕ = Ay. 取矢势公式的 y 分量,
由于

dly = a cos ϕ′dϕ′

r = |x− x′| =
√

R2 + a2 − 2Ra sin θ cos ϕ′

得

Aϕ(R, θ) = µ0Ia

4π

ˆ 2π

0

cos ϕ′dϕ′
√

R2 + a2 − 2Ra sin θ cos ϕ′

上式的积分可用椭圆积分表出. 当 2Ra sin θ ≪ R2 + a2 时, 可以较简单地算出近似结
果. 把根式展开, 展开式的偶次项对 ϕ′ 积分为零, 因此只需保留奇次项. 若我们要计算
B(R, θ) 到二级近似, 则 Aϕ 需要算到三级项:

Aϕ(R, θ) = µ0Ia

4π
√

R2 + a2

ˆ
dϕ′ cos ϕ′

[
Ra sin θ cos ϕ′

R2 + a2 + 5
2

R3a3 sin3 θ cos3 ϕ′

(R2 + a2)3

]

= µ0Ia

4

[
Ra sin θ

(R2 + a2)3/2 + 15
8

R3a3 sin3 θ

(R2 + a2)7/2

]
此式的适用范围是 2Ra sin θ ≪ R2 + a2, 包括远场 (R≫ a) 和近轴场 (R sin θ ≪ a). 为确
定起见, 我们计算近轴场. 此情况下用柱坐标 (ρ, ϕ, z) 较为方便. 取至 ρ3 项, 有

Aϕ(ρ, z) = µ0Ia2ρ

4(z2 + a2)3/2

[
1− 3ρ2

2(z2 + a2)
+ 15

8
ρ2a2

(z2 + a2)2

]
取 A 的旋度, 得

Bρ = −∂Aϕ

∂z
= 3µ0Ia2ρz

4(z2 + a2)5/2

[
1 + O

(
ρ2

z2 + a2

)]

Bz = 1
ρ

∂

∂ρ
(ρAϕ) = µ0Ia2

2(z2 + a2)3/2

1 + ρ2

z2 + a2

[
15a2

4(z2 + a2)
− 3

]
+ O

( ρ2

z2 + a2

)2


上两式对任意 z 处的近轴场成立. 若求近原点处的场 (z, ρ≪ a), 可把上式再对 z/a 展开,
得

Bρ = 3µ0Iρz

4a3 , Bz = µ0I

2a

[
1− 3

4a2 (2z2 − ρ2)
]
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Eg. 3-3 (边值条件求性质)

设在磁场的一定范围内某磁性物质有 B = µH . 证明当 µ → ∞, 磁性物质表面为等
磁势面.

解: 以角标 1 代表磁性物质, 2 代表真空, 由磁场边值关系

en · (B2 −B1) = 0, en × (H2 −H1) = 0

以及 B2 = µ0H2, B1 = µH1, 可得

µ0H2n = µH1n, H2t = H1t

式中下角标 n 和 t 分别表示法向和切向分量. 设 H1n ̸= 0, 上两式相除得

H2t

H2n

= µ0

µ

H1t

H1n

→ 0

因此, 在该磁性物质外表面, H2 与表面垂直, 因而表面为等磁势面.

Eg. 3-4 (均匀磁化铁球)

求磁化矢量为 M0 的均匀磁化铁球产生的磁场.

M0

R0

B内 均匀

B 线 (连续)

球外为磁偶极场: m = 4πR3
0

3
M0

解: 铁球内和铁球外为两均匀区域. 在铁球外没有磁荷. 在铁球内由于均匀磁化, M =
M0, 故有 ρm = −µ0∇ ·M0 = 0. 因此磁荷只分布在铁球表面上. 球外磁势 φ1 和球内磁
势 φ2 都满足拉普拉斯方程, 即

∇2φ1 = 0, ∇2φ2 = 0

球外磁势必随距离增大而减小, 因此 φ1 的展开式只含 R 的负幂次项

φ1 =
∑
n⩾0

bn

Rn+1 Pn(cos θ)
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球内磁势当 R = 0 时有限, 故 φ2 只含 R 的正幂次项

φ2 =
∑
n⩾0

anRnPn(cos θ)

铁球表面边值关系为当 R = R0 时

B1R = B2R, H1θ = H2θ (或φ1 = φ2)

设球外为真空, 有

B1R = µ0H1R = −µ0
∂φ1

∂R
= µ0

∑
n⩾0

(n + 1)bn

Rn+2 Pn(cos θ)

B2R = µ0H2R + µ0MR = −µ0
∂φ2

∂R
+ µ0M0 cos θ

= −µ0
∑
n⩾0

nanRn−1Pn(cos θ) + µ0M0 cos θ

由边值关系, 比较 Pn 的系数, 得

a1 = 1
3

M0, b1 = 1
3

M0R
3
0, an = bn = 0, n ̸= 1

代入得

φ1 = M0R
3
0

3
cos θ

R2 = R3
0

3
M0 ·R

R3 , φ2 = 1
3

M0R cos θ = 1
3

M0 ·R

由 φ1 可见, 铁球外的磁场是磁偶极子产生的场, 磁矩为

m = 4πR3
0

3
M0 = M0V

V 为铁球的体积. 这是我们预期的结果. 由 φ2, 球内磁场是

H = −∇φ2 = −1
3

M0, B = µ0(H + M0) = 2
3

µ0M0

铁球内, 外的 B 和 H 如图所示. B 线总是闭合的, 而 H 线则不然, H 线从右半球面的
正磁荷发出, 止于左半球面的负磁荷. 在铁球内部, B 和 H 反向, 说明磁铁内部的 B 和
H 是有很大差异的. B 代表磁铁内的总宏观磁场, 即在物理小体积内对微观磁场的平均
值, 而 H 仅为一辅助场量.

Eg. 3-5 (电流线圈的磁标势)

求电流线圈产生的磁标势.

x

dS

dΩ
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解: 设电流线圈载有电流 I, 它可以看作线圈所围的一个曲面上许多载电流 I 的小线圈
组合而成. 设位于 x′ 点上的小线圈的面元为 dS, 它的磁矩为

dm = I dS

小线圈所产生的磁场的磁标势是一个磁偶极子的磁标势

dφm = dm · r
4πr3 = I

4π
r · dS

r3

其中, r = x− x′. 面元 dS 对场点 x 所张的立体角为

dΩ = − r

r3 · dS

从而
r · dS

r3 = −dΩ

因此, 整个电流线圈产生的磁标势为

φm = I

4π

ˆ
r · dS

r3 = − I

4π

ˆ
dΩ = − I

4π
Ω

3.2 作业题

3.2.1 标势矢势

HW. 3-4
设 x < 0 半空间充满磁导率为 µ 的均匀介质, x > 0 空间为真空, 今有线电流 I 沿 z
轴流动, 求磁感应强度和磁化电流分布.

µ µ0

I⊙
x

y

x = 0

解: 电流的磁场使介质磁化. 记 x < 0 区域磁场为 B1, x > 0 区域磁场为 B2, 在柱坐标
系中, 全部定解条件为

∇ ·B = 0, ∇×H = 0 (x < 0, x > 0, r ̸= 0) (3.1)
r = 0, H1 和H2 →∞; r →∞, H1 和H2 → 0 (3.2)

x = 0, B2x = B1x, ex × (H2 −H1) = 0 (3.3)
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因电流线无穷长, 而介质是线性均匀的, 两区域的 H 和 B 应当只是离开线电流的距离 r
的函数而且只有 eϕ 分量, 由安培环路定理, 对围绕着电流线, 任意半径 r 的圆, 有ˆ

L1

H1 · dl +
ˆ

L2

H2 · dl = I

由第一个边界条件及对称性, 应当有 B1 = B2, 而 B1 = µH1, B2 = µ0H2, 于是得尝试解:

B1 = B2 = µµ0

µ + µ0

I

πr
eϕ

H1 = µ0

µ + µ0

I

πr
eϕ, H2 = µ

µ + µ0

I

πr
eϕ

这解显然满足全部定解条件. 由 M2 = 0, M1 = (µ/µ0 − 1)H1, 在电流线周围作 r → 0 的
无限小圆周 L, 得电流线与介质分界面出现的” 线磁化电流”.

HW. 3-6
两个半径为 a 的共轴圆形线圈, 位于 z = ±L 面上, 每个线圈上载有同方向的电流 I.
(1) 求轴线上的磁感应强度; (2) 求在中心区域产生最接近均匀的磁场时 L 和 a 的关
系.

z

I

I

a

a

L

L

O
B均匀

z = +L

z = −L

∂2Bz

∂z2

∣∣∣∣
z=0

= 0
⇒ L = a

2

解: 设两线圈中的电流 I 均沿 eϕ 方向, 用毕奥-萨伐尔定律, 可分别求出两个电流圈在 z
轴上任一点的磁感应强度 B1z 和 B2z, 再将两者相加, 即得

Bz = µ0Ia2

2

{
1

[(L− z)2 + a2]3/2 + 1
[(L + z)2 + a2]3/2

}

在中心区域存在最接近于均匀磁场的条件为

∂2Bz

∂z2

∣∣∣∣∣
z=0

= 0, 得L = a

2

3.2.2 分离变量法
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HW. 3-9
将一磁导率为 µ, 半径为 R0 的球体, 放入均匀磁场 H0 内, 求总磁感应强度 B 和诱导
磁矩 m.

O

R0

µ

µ0

H0

解: 这问题类似于在均匀电场中放入线性均匀介质球的情形. 这介质球将被磁化. 以球
心为坐标原点, 令外场 H0 = H0ez, 于是就有 z 轴的对称性. 因球内外均无传导电流分布,
可引入磁标势 φ, 使 H = −∇φ. 球内 B1 = µH1 = µ0(H1 + M1), 球外 M2 = 0, 因此球
内假想磁荷密度 ρm1 = −µ0∇·M1 = −(1−µ0/µ)∇·B1 = 0, 球外 ρm2 = −µ0∇·M2 = 0.
于是磁标势的全部定解条件为

∇2φ1 = 0 (R < R0); ∇2φ2 = 0 (R > R0) (3.4)
R = 0, φ1 有限; R→∞, φ2 → −H0R cos θ (3.5)

R = R0, φ1 = φ2, µ
∂φ1

∂R
= µ0

∂φ2

∂R
(3.6)

由条件, 及轴对称性, 两区域内标势方程的通解可写为

φ1 =
∑

n

anRnPn(cos θ), φ2 = −H0R cos θ +
∑

n

bn

Rn+1 Pn(cos θ)

再由边界条件, 解出

a1 = − 3µ0

µ + 2µ0
H0, b1 = µ− µ0

µ + 2µ0
H0R

3
0; an = bn = 0, n ̸= 1

φ1 = − 3µ0

µ + 2µ0
H0 ·R (3.7)

φ2 = −H0 ·R + (µ− µ0)R3
0

(µ + 2µ0)R3 H0 ·R (3.8)

B1 = −µ∇φ1 = 3µµ0

µ + 2µ0
H0 = µ0H0 + 2(µ− µ0)µ0

µ + 2µ0
H0 (3.9)

B2 = −µ0∇φ2 = µ0H0 + (µ− µ0)µ0R
3
0

µ + 2µ0

[
3(H0 ·R)R

R5 − H0

R3

]
(3.10)
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球内 B1 为均匀磁场, 是第一项原外场 µ0H0 与第二项介质球面磁化电流产生的均匀磁场
之叠加; 球外 B2 的第一项为原外场, 第二项为球面磁化电流在外部产生的磁偶极场, 球
面磁化电流形成的磁矩为

m = µ− µ0

µ + 2µ0
4πR3

0H0

事实上, 介质球的磁化强度

M1 = B1

µ0
−H1 = 3(µ− µ0)

µ + 2µ0
H0

是常矢量, 因此它的磁矩为

m =
ˆ

V

M1dV = 4πR3
0

3
M1 = µ− µ0

µ + 2µ0
4πR3

0H0

HW. 3-10
有一个内外半径分别为 R1 和 R2 的空心球, 位于均匀外磁场 H0 内, 球的磁导率为 µ,
求空腔内的磁场 B, 讨论 µ≫ µ0 时的磁屏蔽作用.

O

R1

R2

µ

µ0

H0

解: 以球心为坐标原点, 令外场 H0 = H0ez. 球腔内, 介质球中及球外三个区域均无传
导电流, 故可使 H = −∇φ. 介质中 B2 = µH2 = µ0(H2 + M2), 球腔内 M1 = 0, 球外
M3 = 0,故三个区域内假想磁荷密度 ρm 均为零,即三个区域内磁标势方程均为 ∇2φ = 0,
边界条件为

R = 0, φ1 有限; R→∞, φ3 → −H0R cos θ (3.11)

R = R1, φ1 = φ2, µ0
∂φ1

∂R
= µ

∂φ2

∂R
(3.12)

R = R2, φ2 = φ3, µ
∂φ2

∂R
= µ0

∂φ3

∂R
(3.13)
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由 z 轴对称性, 以及条件, 磁标势方程的通解可写成

φ1 =
∑

n

anRnPn(cos θ) (R < R1) (3.14)

φ2 =
∑

n

(
bnRn + cn

Rn+1

)
Pn(cos θ) (R1 < R < R2) (3.15)

φ3 = −H0R cos θ +
∑

n

dn

Rn+1 Pn(cos θ) (R > R2) (3.16)

由边界条件, 得待定系数的代数方程组

a1R1 = b1R1 + c1

R2
1
, µ0a1 = µ

(
b1 −

2c1

R3
1

)
(3.17)

b1R2 + c1

R2
2

= d1

R2
2
−H0R2, µ

(
b1 −

2c1

R3
2

)
= µ0

(
−2d1

R3
2
−H0

)
(3.18)

an = bn = cn = dn = 0, n ̸= 1 (3.19)

由此可解出 a1, b1, c1 和 d1, 其中

a1 = −H0

2(µ−µ0)2

9µµ0

[
(µ+2µ0)(2µ+µ0)

2(µ−µ0)2 −
(

R1
R2

)3
]

于是空腔内的标势和磁场为

φ1 = a1R cos θ, B1 = −µ0∇φ1 = −µ0a1ez

B1 是与外场 B0 = µ0H0 方向相同的均匀场, 但比作用外场弱, 对于给定的比值 R1
R2

, 介质
的磁导率 µ 越大, B1 越弱, 球壳对外部磁场的屏蔽作用越显著, 当 µ≫ µ0, B1 → 0.
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4
电磁波的传播

4.1 课本例题

4.1.1 介质中的电磁波传播

Eg. 4-1 (良导体内非垂直入射)

证明在良导体内, 非垂直入射情形有

αz ≈ βz ≈
√

ωµσ

2
, βx ≪ βz

解: 设空间中入射波矢为 k(0) = (k(0)
x , 0, k(0)

z ), 由边值关系得
αx = 0, βx = k(0)

x ; αy = 0, βy = 0
良导体内波数平方为

k2 ≈ iωµσ = β2 − α2 + 2iα · β
因而

β2 − α2 ≈ 0

α · β = αzβz = 1
2

ωµσ = 1
2

ω2µ0ε0
σ

ωε0
≫ 1

2
k(0)2

(µ ≈ µ0, ε 与 ε0 同级). 由上式得 αzβz ≫ β2
x. 略去 β2

x, 解得

αz ≈ βz ≈
√

ωµσ

2
, βx ≪ βz

因此, 在任意入射角情形下, α 垂直于表面, β 亦接近法线方向. 穿透深度 δ 仍由 δ = 1/α
给出.

Eg. 4-2 (高频下良导体的表面电阻)

计算高频下良导体的表面电阻.

导体表面
真空

导体

z

导体内部

z = 0
J(z) = J0 e−αz

J0δ

J(δ) = J0/e

αf =
ˆ ∞

0
J dz

= σE0

α− iβ

等效于
厚度 δ 的
直流电阻层

PL = 1
2σδ

α2
f0
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解: 由于趋肤效应, 高频下仅在导体表面薄层内有电流通过. 取 z 轴沿指向导体内部的
法线方向. 导体内电流体密度为

J(x, t) = σE(x, t) = σE0(x, y)e−αz+iβz−iωt

此电流分布于表面附近厚度 ∼ α−1 的薄层内. 我们可以把此薄层内的电流看作面电流分
布. 面电流的线密度 αf 定义为通过单位横截线的电流, 即等于在薄层内把 J 对 z 积分.
由于深入到导体内部 (z ≫ δ) 时, J 的数值已很小, 所以也可以把此积分写为由 z = 0 到
z =∞ 积分

αf =
ˆ ∞

0
Jdz = σE0

ˆ ∞

0
e−αz+iβzdz = σE0

α− iβ
= σE0√

α2 + β2 eiϕ
(

tan ϕ = β

α

)

其中 E0 为表面上的电场值. 导体内平均损耗功率密度为

1
2

Re(J∗ ·E) = 1
2

σE2
0e−2αz

导体表面单位面积平均损耗功率为

PL = 1
2

σE2
0

ˆ ∞

0
e−2αzdz = σE2

0
4α

由以上得

PL = α2 + β2

4ασ
α2

f0

式中 αf0 为电流面密度的峰值. 把 α ≈ β ≈ 1
δ
代入得

PL = 1
2σδ

α2
f0

由此可见, 导体在高频下的电阻相当于厚度为 δ 的薄层的直流电阻.

4.1.2 波导谐振腔

Eg. 4-3 (TEM 电磁波)

证明两平行无穷大导体平面之间可以传播一种偏振的 TEM 电磁波.

z (传播方向)

y (电场偏振方向)

x⊙

理想导体板 (σ =∞)

理想导体板 (σ =∞)

E
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解: 设两导体板与 y 轴垂直. 边界条件为在两导体平面上,
Ex = Ez = 0, Hy = 0

若沿 z 轴传播的平面电磁波的电场沿 y 轴方向偏振, 则此平面波满足导体板上的边界条
件, 因此可以在导体板之间传播. 另一种偏振的平面电磁波 (E 与导体面相切) 不满足边
界条件, 因而不能在导体面间存在. 所以在两导体板之间只能传播一种偏振的 TEM 平面
波.

4.2 作业题

4.2.1 合成折射反射

HW. 4-1
有两个频率和振幅都相等的单色平面波沿 z 轴传播, 一个波沿 x 方向偏振, 另一个沿
y 方向偏振, 但相位比前者超前 π/2, 求合成波的偏振. 反之, 一个圆偏振可以分解为
怎样的两个线偏振?

解: 两个波的波矢量均为 k = kez, 设振幅均为 E0, 有
E1 = E0exei(kz−ωt), E2 = E0eyei(kz−ωt−π/2) = −iE0eyei(kz−ωt)

于是合成波
E = E1 + E2 = E0(ex − iey)ei(kz−ωt)

是振幅为 E0 的圆偏振波, 在迎着传播方向看来, 电矢量 E 顺时针旋转, 故是右旋的圆偏
振波. 若 E2 的相位比 E1 滞后 π/2, 则合成波

E = E1 + E2 = E0(ex + iey)ei(kz−ωt)

是左旋的圆偏振波. 若 E1 和 E2 的振幅不等, 则合成波是右旋或左旋的椭圆偏振波. 反
之, 一个圆 (或椭圆) 偏振波可以分解为两个互相独立, 相位差为 ±π/2 的线偏振波.

HW. 4-2
考虑两列振幅相同, 偏振方向相同, 频率分别为 ω + dω 和 ω− dω 的线偏振平面波, 它
们都沿 z 轴方向传播. (1) 求合成波, 证明波的振幅不是常数, 而是一个波; (2) 求合成
波的相位传播速度和振幅传播速度.

解: 因 dω ≪ ω, 这是两列频率接近的波, 波数分别为 k1 = k + dk, k2 = k − dk. 设它们
沿 z 方向偏振, 振幅为 E0, 且初相位一致, 即

E1 = E0exei[(k+dk)z−(ω+dω)t], E2 = E0exei[(k−dk)z−(ω−dω)t]

于是合成波
E = E1 + E2 = 2E0ex cos(dk · z − dω · t)ei(kz−ωt)

仍是 z 方向上的线偏振波, 其实数形式为
E = 2E0 cos(dk · z − dω · t) cos(kz − ωt)ex

这表明频率为 ω 的高频波受到了频率为 dω 的低频波调制, 2E0 cos(dk · z − dω · t) 是已
调波的振幅, 或称包络线. 等相位面方程为 ϕ = kz − ωt =常数.
相位传播速度为 vp = ω/k, 振幅 (包络) 传播速度为 vg = dω/dk.
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HW. 4-3
一平面电磁波以 θ = 45◦ 从真空入射到 εr = 2 的介质, 电场强度垂直于入射面. 求反
射系数和折射系数.

入射 反射

折射

θ θ′

θ′′

ε0(真空)

ε(介质, εr = 2)

解: 设介质是非铁磁性且线性均匀的, 即 µr = 1, 折射率 n21 = √µrεr =
√

2, 因入射角
θ = 45◦, 由折射定律 sin θ/ sin θ′′ = n21, 得

sin θ′′ = 1/2, cos θ′′ =
√

3/2

即折射角 θ′′ = 30◦. 当 E 垂直于入射面时, 由边值关系

E + E ′ = E ′′, H cos θ −H ′ cos θ = H ′′ cos θ′′

及 H =
√

ε0/µ0E, H ′ =
√

ε0/µ0E
′, H ′′ =

√
ε/µ0E

′′, 可解出 E ′. 反射系数为

R = S ′
n

Sn

=
∣∣∣∣∣E ′

E

∣∣∣∣∣
2

= 2−
√

3
2 +
√

3
= (2−

√
3)2 = 7− 4

√
3 = 0.072

不考虑介质损耗时, 折射系数为

T = 1−R = 2
√

3
2 +
√

3
= 0.928

HW. 4-4
有一个可见平面光波由水入射到空气, 入射角为 60◦. 证明这时将会发生全反射, 并
求折射波沿表面传播的相速度和透入空气的深度. 设该波在空气中的波长为 λ0 =
6.28× 10−5 cm, 水的折射率为 n = 1.33.

解: 空气的折射率 n2 ≈ 1, 水的折射率 n1 = n > n2, 这是光从光密介质入射至光疏介质
的问题. 由折射定律

sin θ

sin θ′′ = n2

n1
= n21 = 1

n
=
√

µ0ε0

µ1ε1

可得这问题的临界角为

θc = arcsin n2

n1
= arcsin 0.7518 ≈ 48◦45′

入射角 θ = 60◦ > θc, 故 sin θ′′ = n sin θ > 1, 已没有实数意义上的折射角. 将发生全反射.
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设界面为 z = 0 的平面, 入射面为 xz 平面, 入射波矢 k = kxex + kzez, 折射波矢 k′′ =
k′′

xex + k′′
z ez, 由折射定律有

k′′ = n21k, k′′
x = kx = k sin θ > k′′

k′′
z =

√
k′′2 − k′′2

x = ik
√

sin2 θ − n2
21 = iκ

折射波矢的法向分量 k′′
z 为虚数, 故折射波电场为

E′′ = E′′
0 ei(k′′·x−ωt) = E′′

0 e−κzei(kxx−ωt)

可见这是沿界面切向 x 传播, 振幅在法向 z 按指数规律衰减的表面波. 折射波的法向平
均能流密度 S ′′

z = 0, 透射系数 T = 0.
由 k = nk′′ = 2πn/λ0, 波透入空气中的深度为

δ = κ−1 = 1
k
√

sin2 θ − n2
21

= λ0

2πn
√

sin2 θ − 1/n2
= 1.7× 10−5 cm

它约为波长 λ0 的 0.28 倍. 折射波的相速度为

vp = ω

k′′
x

= ω

k sin θ
= 2
√

3
3n

c ≈ 0.868c

HW. 4-6
平面电磁波垂直入射到金属表面上, 试证明: 透入金属内部的电磁波能量全部变为焦
耳热.

证: 设金属表面为 z = 0 的平面, 则折射波矢量为 k′′ = (β + iα)ez, 折射波电场为
E = E0e−αzei(βz−ωt)

对于频率不太高的电磁波, 金属可视为良导体, 即有 α ≈ β ≈
√

ωµσ/2. 于是折射波的磁
场强度为

H = B

µ
= 1

ωµ
k′′ ×E =

√
σ

ωµ
ei π4 ez ×E

透入金属内的平均能流密度为

S̄ = 1
2

Re(E∗ ×H) = 1
2

√
σ

2ωµ
E2

0e−2αzez

在金属表面即 z = 0 处, 单位时间从单位面积流进的平均能量为

S̄
∣∣∣
z=0

= 1
2

√
σ

2ωµ
E2

0

金属内部由于电流热效应引起的损耗功率密度为

p̄ = 1
2

Re(J∗
f ·E) = σ

2
Re(E∗ ·E) = σ

2
E2

0e−2αz

以单位面积为截面积, 高 z →∞ 的导体柱内, 平均损耗的功率为ˆ ∞

0
p̄dz = 1

2

√
σ

2ωµ
E2

0

上式表明, 从表面进入金属内的电磁能量, 全部被电流热效应损耗.
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HW. 4-7 (趋肤深度)

已知海水的 µr = 1, σ = 1 S ·m−1, 试计算频率 ν 为 50 Hz, 106 Hz 和 109 Hz 的三种
电磁波在海水中的透入深度.

解: 由 ε0 ≈ 8.854 × 10−12 F · m−1, 在微波频率以下海水的 εr 数量级为 101, 电导率
σ = 1 S ·m−1. 对 ν = 50 Hz 与 106 Hz,

σ

εω
= σ

2πεrε0ν
≈ 3.6× 107, 1.8× 103 ≫ 1,

远大于 1, 可视为良导体; 但 ν = 109 Hz 时 σ/(εω) ≈ 1.8, 并不远大于 1, 良导体近似只是
粗略适用. 取近似

δ = 1
α
≈
√

2
ωµσ

=
√

1
πνµ0σ

将 µ0 = 4π× 10−7 H ·m−1, σ = 1 S ·m−1, ν = 50 Hz, 106 Hz 和 109 Hz 代入上式, 分别得

δ ≈ 71.2 m, δ ≈ 0.5 m, δ ≈ 16 mm

(ν = 109 Hz 一项若用导电介质中电磁波的精确衰减公式计算约为 21 mm, 可见良导体近
似在该频率只是粗略成立).

4.2.2 波导谐振腔

HW. 4-12
无限长的矩形波导管, 在 z = 0 处被一块垂直插入的理想导体平板完全封闭, 求在
z = −∞ 到 z = 0 这段管内可能存在的波模.

解: 因一端被理想导体封闭, 波在此处将被完全反射, 因此这波导管内电场不具有
E(x, t) = E(x, y)ei(kzz−ωt) 形式. 现令 E(x, t) = E(x)e−iωt, E(x) 是方程

∇2E + k2E = 0, k = ω/c

满足条件 ∇ ·E = 0 和 en ×E|S = 0 的解, 界面 S 是管壁. E(x) 的三个直角分量均满足
方程:

∇2Ei + k2Ei = 0, i = x, y, z

其中 k2 = k2
x + k2

y + k2
z = ω2/c2. 令 Ex = X(x)Y (y)Z(z), 从方程得到三个一维亥姆霍兹

方程, 它们都有形如 Ci cos kixi + Di sin kixi 的通解. 因此

Ex = (C1 cos kxx + D1 sin kxx)(C2 cos kyy + D2 sin kyy) · (C3 cos kzz + D3 sin kzz)

设波导管 x 方向的宽度为 a, y 方向的宽度为 b. 由边界条件有

x = 0 处,
∂Ex

∂x
= 0; y = 0 及z = 0 处, Ex = 0

由此得 D1 = C2 = C3 = 0, 于是 Ex = A1 cos kxx sin kyy sin kzz. 同理可得

Ey = A2 sin kxx cos kyy sin kzz (4.1)
Ez = A3 sin kxx sin kyy cos kzz (4.2)
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再由边界条件解得

kx = mπ/a, ky = nπ/b (m, n = 0, 1, 2, · · · )

kz =
√

k2 − k2
x − k2

y =
√

(ω/c)2 − (mπ/a)2 − (nπ/b)2

管内电场还应满足 ∇ ·E = 0, 代入得 A1kx + A2ky + A3kz = 0. 可见 A1, A2, A3 中只有两
个是独立的, 即对每一组 m, n 值, 管内有两种独立的波模.

HW. 4-10
论证矩形波导管内不存在 TMm0 波或 TM0n 波.

解: 矩形波导内的电场为

Ex = A1 cos kxx sin kyyei(kzz−ωt) (4.3)
Ey = A2 sin kxx cos kyyei(kzz−ωt) (4.4)
Ez = A3 sin kxx sin kyyei(kzz−ωt) (4.5)

其中 kx = mπ/a, ky = nπ/b, 且 A1kx + A2ky − iA3kz = 0.
由 iωµ0H = ∇ × E, 可得磁场分量. 当 n = 0, ky = 0, sin kyy = 0, 故 Hy = 0, TM 波
Hz = 0, 故 A2 = 0, 因而 Hx = 0, 即不存在 TMm0 波. 当 m = 0, kx = 0, sin kxx = 0 故
Hx = 0, TM 波 Hz = 0, 故 A1 = 0, 因此 Hy = 0, 即也不存在 TM0n 波.

HW. 4-11
频率为 30 × 109 Hz 的微波, 在 0.7 cm ×0.4 cm 的矩形波导管中能以什么波模传播?
在 0.7 cm ×0.6 cm 的矩形波导管中能以什么波模传播?

解: 频率为 ν = 30× 109 Hz 的微波, 波长为 λ = c/ν = 1 cm. 在截面积为 a× b 的矩形
波导内, 截止角频率和相应波长为

ωc,mn = πc
√

(m/a)2 + (n/b)2, λc,mn = 2πc
ωc,mn

= 2ab√
m2b2 + n2a2

以 a = 0.7 cm, b = 0.4 cm 和 a = 0.7 cm, b = 0.6 cm 分别代入上式, 可算出最初几个波模
的截止波长, 并由此可知 0.7 cm ×0.4 cm 波导只能传播 TE10 波; 0.7 cm ×0.6 cm 波导只
能传播 TE10 波或 TE01 波.
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5
电磁波的辐射

5.1 课本例题

Eg. 5-1 (平面电磁波的势)

求平面电磁波的势.

解: 平面电磁波在没有电荷电流分布的空间中传播, 因而势的方程变为波动方程, 其平面
波解为

A = A0ei(k·x−ωt), φ = φ0ei(k·x−ωt)

对 A 和 φ 加上洛伦兹条件得

φ0 = c2

ω
k ·A0

因此, 只要给定矢量 A0, 就可以确定平面电磁波. 场强 B 和 E 为

B = ∇×A = ik ×A

E = −∇φ− ∂A

∂t
= −ikφ + iωA

= − ic2

ω
[k(k ·A)− k2A] = − ic2

ω
k × (k ×A)

= −c2

ω
k ×B = −cek ×B

和 §4.1 结果一致. 注意平面波电磁场只依赖于矢势 A 的横向分量, 对 A0 加上任意纵向
部分 αk(同时对 φ0 加上 ωα, α 为任意常量) 都不影响电磁场值. 这说明在平面波情形,
即使加上洛伦兹条件后, A 和 φ 仍然不是唯一确定的, 还剩下一些规范变换自由度. 最简
单的选择是取 A 只有横向部分, 即 k ·A = 0, 因而 φ = 0. 用此规范时有

B = ik ×A, E = iωA (k ·A = 0)

如果我们采用库仑规范, 势的方程在自由空间中变为

∇2A− 1
c2

∂2A

∂t2 −
1
c2

∂

∂t
∇φ = 0, ∇2φ = 0, (∇ ·A = 0)

当全空间没有电荷分布时, 库仑场的标势 φ = 0. 把 φ = 0 代入第一方程得 A 的波动方
程, 其平面波解为 A = A0ei(k·x−ωt). 库仑条件 ∇ ·A = 0 保证 A 只有横向分量. 得

B = ik ×A, E = iωA, (k ·A = 0)

与前面的结果一致.

5.2 作业题
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HW. 5-1
把麦克斯韦方程组的所有的矢量都分解为无旋的 (纵场) 和无散的 (横场) 两部分, 写
出 E 和 B 的两部分在真空中所满足的方程式, 并证明电场的无旋部分对应于库仑场.

解: 令 E = EL + ET, B = BL + BT, J = JL + JT, 下角标 L 表示纵场即无旋场, T 表示
横场即无散场:

∇×EL = 0,∇×BL = 0,∇× JL = 0

∇ ·ET = 0,∇ ·BT = 0,∇ · JT = 0

于是从麦克斯韦方程组得

∇ ·EL = ρ/ε0, ∇×EL = 0,
1
c2

∂EL

∂t
= −µ0JL (5.1)

∇×ET = −∂BT

∂t
, ∇ ·ET = 0 (5.2)

∇ ·BL = 0, ∇×BL = 0,
∂BL

∂t
= 0 (5.3)

∇×BT = µ0JT + 1
c2

∂ET

∂t
, ∇ ·BT = 0 (5.4)

前两个方程表明, 时变电场的纵向分量 EL 由电荷激发, 它与静电场 (库仑场) 一样是有散
无旋场, 故 EL 对应于库仑场; 第三个方程表示 EL 的时变率与电流的纵向分量 JL 有关.
方程组表示, 变化的磁场 (横场) 激发电场的横向分量 ET.
磁场的纵向分量 BL 是一个与空间坐标和时间都无关的任意常矢量, 只能有 BL = 0. 事
实上,由于迄今仍未发现磁单极子,磁场为无散场,它不可能有纵向分量. 电流的横向分量
JT 和变化电场的横向分量 ET 激发的磁场都是横场.

HW. 5-4
设真空中矢势可用复数傅里叶展开为

A(x, t) =
∑

k

[ak(t)eik·x + a∗
k(t)e−ik·x],其中a∗

k 是ak 的复共轭.

(1) 证明 ak 满足谐振子方程; (2) 当选取规范 ∇ ·A = 0, φ = 0 时, 证明 k ·ak = 0; (3)
把 E 和 B 用 ak 和 a∗

k 表示出来.

证: 在洛伦兹规范
∇ ·A + 1

c2
∂φ

∂t
= 0

下, 真空中 A 的齐次波动方程为

∇2A− 1
c2

∂2A

∂t2 = 0

这是一个线性方程, 任何频率的单色平面波是它的解, 由各种不同频率的单色波线性叠加
而成的任何电磁波, 都是它的解. 故一般地可将这方程的解表为级数:

A(x, t) =
∑

k

[ak(t)eik·x + a∗
k(t)e−ik·x]
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矢量 ak(t) 代表角频率为 ω = k/c 的单色波, k 是其波矢量. 代入波动方程, 可得

d2ak(t)
dt2 + k2c2ak(t) = 0,

d2a∗
k(t)

dt2 + k2c2a∗
k(t) = 0

即每一个单色波 ak 及其复共轭都满足谐振子方程. 若选择 φ = 0, 洛伦兹规范即变成
∇ ·A = 0, 代入得

k · ak(t) = 0, k · a∗
k(t) = 0

即每个单色波都是横波. 按上述规范条件, 便有

B = ∇×A =
∑

k

ik × [ak(t)eik·x − a∗
k(t)e−ik·x]

E = −∂A

∂t
= −

∑
k

[
dak(t)

dt
eik·x + da∗

k(t)
dt

e−ik·x
]

由于每个单色波都是横波, 即有 Ek = cBk × ek, ek 是每个单色波传播方向上的单位矢量,
故上式实际上是

E =
∑

k

(cBk × ek) =
∑

k

ick[ak(t)eik·x − a∗
k(t)e−ik·x]

HW. 5-7
设有一个球对称的电荷分布, 以角频率 ω 沿径向作简谐运动, 求辐射场, 并对结果给
予物理解释.

解: 不会发生辐射. 因为电荷球对称分布意味着电荷密度 ρ = ρ(r′) 只是 r′ 的函数而与
坐标 θ′, ϕ′ 无关. 设在平衡状态下, 球内任一点源的位矢为 r′

0, 当电荷沿径向振动时其位
矢和速度分别为

r′ = r′
0e−iωt, v′ = −iωr′

于是球内任意一点上的电流密度为

J(x′, t′) = ρ(r′)v′ = −iωρ(r′)r′

由于球对称性,在任意一条直径上两个对称点的电荷密度 ρ(r′)相等,而位矢 r′ 等值反向,
因而 J(x′, t′) 等值反向而互相抵消, 故推迟势必定为零:

A(x, t) = µ0

4π

ˆ
V

J(x′, t′)
r

dV ′ = 0

HW. 5-8
一个飞轮半径为 R, 并有电荷均匀分布在其边缘上, 总电荷量为 q, 设此飞轮以恒定的
角速度 ω 旋转, 求辐射场.

解: 轮缘的电荷线密度为 λ = q/2πR, 因旋转角速度 ω 恒定, 由此形成的电流

I = λv = λωR = ωq/2π

是稳恒的. 稳定的电荷和电流分布只能产生稳定的电场与磁场, 而不会发生辐射.

54



电动力学习题整理与解答 狭义相对论

6
狭义相对论

6.1 课本例题

Eg. 6-1 (间隔不变性)

参考系 Σ′ 相对于 Σ 以速度 v 沿 x 轴方向运动. 在 Σ′ 上有一静止光源 S 和一反射镜
M , 两者相距为 z′

0. 从 S 向 z′ 轴方向发出闪光, 经 M 反射后回到 S. 求两参考系上
观察到的闪光发出和接收的时间和间隔.

x′
S

M

z′
0 Σ′ 系

x
S S

M

v

Σ 系

解: 两参考系上观察到的物理过程如图所示. 在 Σ′ 上观察, 闪光发出和接收之间的时间
为

∆t′ = 2z′
0/c

发出和接收是在同一地点 S 上发生的, 因此 ∆x′ = ∆y′ = ∆z′ = 0. 两事件的间隔为

s2 = c2(∆t′)2 − (∆x′)2 − (∆y′)2 − (∆z′)2 = 4z′2
0

在 Σ上观察, 设闪光发出和接收之间的时间为 ∆t, 在此时间内, 光源已运动了 ∆x = v∆t.
光信号传播的路程为

2
√

z2
0 + 1

4
v2∆t2 = c∆t

因而

∆t = 2z0√
c2 − v2

, ∆x = v∆t = 2vz0√
c2 − v2

, ∆y = ∆z = 0

两事件的间隔为
s2 = c2∆t2 −∆x2 −∆y2 −∆z2 = 4z2

0

与 v 正交方向的距离是不变的. 因为若 z′
0 = ϕ(v)z0, 由相对性原理应有 z0 = ϕ(−v)z′

0. 但
由于空间没有特定方向, ϕ(v) 只能依赖于 v 的数值, 而不依赖于其方向. 由

z0 = ϕ(−v)ϕ(v)z0 = ϕ2(v)z0
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得 ϕ2(v) = 1, 再由变换的连续性, 应有 ϕ(v) = 1, 因此 z0 = z′
0. 比较以上所得公式, 得

∆t = ∆t′√
1− v2

c2

, ∆s2 = ∆s′2

由此可见, 在两参考系中观察到的两事件之间的时间是不同的, 但间隔 ∆s2 则是一样的.

Eg. 6-2 (洛伦兹变换)

设闪光从 O 点发出. 在 Σ 上观察, 光信号于 1 s 之后同时被 P1 和 P2 接收. 设 Σ′ 相
对于 Σ 的运动速度为 0.8c, 求 P1 和 P2 接收到信号时在 Σ′ 上的时刻和位置.

解: P1 接收到信号时在 Σ 上的时空坐标为 (c, 0, 0, 1). 此事件在 Σ′ 上观察时, 由洛伦兹
变换得

x′ = x− vt√
1− v2/c2

= c− v√
1− v2/c2

= c

3
, y′ = 0, z′ = 0

t′ =
t− v

c2 x√
1− v2/c2

=
1− v

c√
1− v2/c2

= 1
3

即 P1 接收到信号时在 Σ′ 上的时空坐标为
(

c
3 , 0, 0, 1

3

)
. 注意 Σ′ 上测得沿 x′ 轴方向的光

速为 x′/t′ = c.
P2 接收到信号时在 Σ 上的时空坐标为 (−c, 0, 0, 1). 由洛伦兹变换可得该事件在 Σ′ 上的
时空坐标为 (−3c, 0, 0, 3). 注意沿 −x′ 轴方向的光速仍为 c.
在 Σ 上同时的两事件 (P1 和 P2 同时接收到信号), 在 Σ′ 上看来变为不同时, P1 接收到光
波早于 P2 接收到光波.
在 Σ 和 Σ′ 上观察到 P1 和 P2 接收到信号这两事件之间的时间差, 空间距离和间隔分别
为

Σ : ∆t = 0, ∆x = 2c, s2 = −4c2

Σ′ : ∆t′ = −8
3

, ∆x′ = 10
3

c, s′2 = −4c2

两参考系上测得 P1 和 P2 之间的距离不同, 但两事件的间隔一致. 相对论中时间, 距离都
是相对的, 同时性也是相对的, 唯有两事件的间隔具有绝对意义.

Eg. 6-3

证明若物体相对于一个参考系的运动速度 |u| < c, 则对任一参考系亦有 |u′| < c.

解: 设物体在时间 dt 内的位移为 dx, 由间隔不变性有

c2dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) = c2dt′2 − (dx′2 + dy′2 + dz′2)

由 dx/dt = u, dx′/dt′ = u′, 得

(c2 − u2)dt2 = (c2 − u′2)dt′2

因为 u < c, 左边为正数, 因此有 u′ < c.
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Eg. 6-4 (匀速运动介质中的光速)

求匀速运动介质中的光速.

解: 设介质沿 x 轴方向以速度 v 运动. 选参考系 Σ′ 固定在介质上. 在 Σ′ 系中观察, 介
质中的光速沿各方向都等于 c/n, 其中 n 为折射率. 用速度变换得沿介质运动方向的光速

ux =
c
n

+ v

1 + v
cn

若 v ≪ c, 有
ux ≈

c

n
+
(

1− 1
n2

)
v

逆介质运动方向传播的光速为

ux =
c
n
− v

1− v
cn

≈ c

n
−
(

1− 1
n2

)
v

沿其他方向传播的光速也可以用类似方法求出. 以上结果为斐索 (Fizeau) 水流实验所证
实.

Eg. 6-5 (匀速运动带电粒子的电磁场)

求以匀速 v 运动的带电荷 e 的粒子的电磁场.

解: 选参考系 Σ′ 固定在粒子上. 在 Σ′ 系中观察时, 粒子静止, 因而只有静电场, 其电磁
场强度为

E′ = ex′

4πε0r′3 , B′ = 0

设在参考系 Σ 中观察, 粒子以速度 v 沿 x 轴方向运动. 由电磁场变换的逆变换得

Ex = ex′

4πε0r′3 , Bx = 0 (6.1)

Ey = γ
ey′

4πε0r′3 , By = −γ
v

c2
ez′

4πε0r′3 (6.2)

Ez = γ
ez′

4πε0r′3 , Bz = γ
v

c2
ey′

4πε0r′3 (6.3)

我们还必须把上式用 Σ 系的距离表出. 设粒子经过 Σ 系原点的时刻为 t = 0. 我们在同
一时刻观察各点上的场值. 由洛伦兹变换式得 (注意所有距离都是对 Σ 系同时确定的)

x′ = γx, y′ = y, z′ = z

代入得

E =
(

1− v2

c2

)
ex

4πε0

[(
1− v2

c2

)
r2 +

(
v·x
c

)2
]3/2 , B = v

c2 ×E

简单讨论一下所得结果. 当 v ≪ c 时, 略去 (v/c)2 级项, 得

E = ex

4πε0r3 = E0, B = v

c2 ×E0 = µ0ev × x

4πr3
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式中 E0 为静止粒子的静电场. 当 v ∼ c 时, 在与 v 垂直的方向上, 有 E = γ ex
4πε0r3 ≫ E0;

在与 v 平行的方向上, 有 E =
(
1− v2

c2

)
ex

4πε0r3 ≪ E0. 注意当 v → c 时电场趋向于集中在

与 v 垂直的平面上, 且 B ∼ 1
c
ex ×E, 类似于平面电磁波中 B 与 E 的关系. 因此, 高速

运动带电粒子的电磁场类似于在一个横向平面上的电磁脉冲波.

Eg. 6-6 (π 介子衰变)

带电 π 介子衰变为 µ 子和中微子

π
+ → µ+ + νµ

各粒子质量为 mπ = 139.57 MeV/c2, mµ = 105.66 MeV/c2, mν = 0. 求 π 介子质心系
中 µ 子的动量, 能量和速度.

解: 在 π 介子质心系中, π 介子的动量和能量为 p = 0, W = mπc
2. 设 p(µ) 和 p(ν) 分别

是 µ 子和中微子的动量, 它们的能量分别是

W(µ) =
√

p2
(µ)c

2 + m2
µc4, W(ν) = p(ν)c

由动量守恒定律和能量守恒定律得

p(µ) + p(ν) = 0,
√

p2
(µ)c

2 + m2
µc4 + p(ν)c = mπc

2

由第一式得 |p(µ)| = |p(ν)| ≡ p. 代入第二式解出 p 得

p =
m2
π −m2

µ

2mπ
c, W(µ) = mπc

2 − pc =
m2
π + m2

µ

2mπ
c2

把粒子质量代入得
p = 29.791 MeV/c, W(µ) = 109.78 MeV

µ 子的 γ 因子为

γ = 1√
1− v2

c2

=
W(µ)

mµc2 = 109.78
105.66

= 1.0390

由此得出 µ 子的速度 v = 0.27141c.

Eg. 6-7 (带电粒子在均匀恒定磁场中的运动)

讨论带电粒子在均匀恒定磁场中的运动.

解: 在均匀恒定磁场 B 中, 带电粒子的运动方程为

dp

dt
= qv ×B,

dW

dt
= qv ·B · v = 0

由第二式, 粒子的能量 W 为常量, 因而速度 v 的数值亦为常量. 由第一式得

d
dt

 m0v√
1− v2

c2

 = m0√
1− v2

c2

dv

dt
= qv ×B
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即 v̇ = q
γm0

v ×B. 把 v 分解为与 B 平行的分量 v// 和与 B 垂直的部分 v⊥, 得

v̇// = 0, v̇⊥ = q

γm0
v⊥ ×B

由第一式得 v// = 常量, 因而 |v⊥| 亦为常量. 第二式相当于在向心力 qv⊥ ×B 作用下质
量为 m = γm0 的粒子的非相对论运动方程, 此方程的解是圆周运动. 圆的半径 a 可由向
心力等于作用力求出, 即

γm0v
2
⊥

a
= qv⊥B, a = γm0v⊥

qB
= p⊥

qB

圆周运动的角频率为

ω = v⊥

a
= qB

γm0

在非相对论情形下, ω = qB/m0, 与粒子运动速度无关. 在相对论情形, γ 随粒子能量增
大, 因而频率下降.

6.2 作业题

HW. 6-2
设两根互相平行的尺, 在各自静止的参考系中的长度均为 l0, 它们以相同速率 v 相对
于某一参考系运动, 但运动方向相反, 且平行于尺子. 求站在一根尺子上测量另一根尺
的长度.

解: 设 1 尺 (Σ′ 系) 沿 Σ 系 x 轴正向以速度 v 运动, 则 2 尺 (Σ′′ 系) 相对于 Σ 系的速度
为 ux = −v, 于是在 1 尺上测得 2 尺的速度及其长度分别为

u′
x = ux − v

1− vux/c2 = −2vc2

c2 + v2 , l′ = l0
√

1− (u′
x/c)2 = l0

c2 − v2

c2 + v2

HW. 6-3
静止长度为 l0 的车厢, 以速度 v 相对于地面运行, 车厢的后壁以速度 u0 向前推出一
个小球, 求地面的观察者测得小球从后壁到前壁的运动时间.

l0 (车厢)
v

u0

x

解: 设地面参考系为 Σ, 车厢沿 Σ 的 x 轴正向运动. 在 Σ 系中, 小球处于车厢后壁的时
空坐标为 (x1, t1), 到达前壁的时空坐标为 (x2, t2), 在车厢参考系 Σ′ 中, 这两事件的时空
坐标为 (x′

1, t′
1), (x′

2, t′
2).

方法一: 洛伦兹变换为

x = γ(x′ + vt′), t = γ
(

t′ + v

c2 x′
)
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其中 γ = 1/
√

1− v2/c2. 在 Σ′ 系中测得车厢静止长度 ∆x′ = x′
2 − x′

1 = l0, 小球运动时间
为 ∆t′ = t′

2 − t′
1 = l0/u0, 于是由变换的第二式, 得地面上测得小球的运动时间为

∆t = t2 − t1 = γ
(

∆t′ + v

c2 ∆x′
)

= γ
(

1 + u0v

c2

)
l0
u0

HW. 6-4
一辆以速度 v 运动的列车上的观察者, 在经过某一高大建筑物时, 看见其避雷针上跳
起一脉冲电火花, 电光迅速传播, 先后照亮了铁路沿线上的两铁塔, 求列车上的观察者
测量到电光到达两铁塔的时刻差, 设建筑物及两铁塔都在一直线上, 与列车前进方向
一致, 铁塔到建筑物的地面距离已知都是 l0.

解: 设地面参考系 Σ 中, 两铁塔分别位于 x2 = l0, x1 = −l0, 距离 ∆x = x2 − x1 = 2l0, 被
照亮的时刻相同, 即 t1 = t2 = l0/c, 故 ∆t = t2 − t1 = 0. 由洛伦兹变换

t′ = γ
(

t− v

c2 x
)

, x′ = γ(x− vt)

的第一式, 在列车参考系 Σ′ 中两铁塔被照亮的时刻差为

∆t′ = t′
2 − t′

1 = γ
(

∆t− v

c2 ∆x
)

= −γ2vl0/c2

或者, 由间隔不变性
c2(∆t)2 − (∆x)2 = c2(∆t′)2 − (∆x′)2

亦可得同样的结果. 本题结果表明” 同时” 的相对性含义.

HW. 6-7
一把直尺相对于 Σ 参考系静止, 直尺与 x 轴交角 θ. 今有一观察者以速度 v 沿 x 轴运
动, 他看到直尺与 x 轴交角 θ′ 有何变化?

解: 在尺子静止的参考系 Σ 中, 有 tan θ = ∆y/∆x. 而在运动的观察者看来, 尺子的长度
在 x 和 y 两个方向的投影为

∆x′ = ∆x
√

1− (v/c)2 = ∆x/γ, ∆y′ = ∆y

因此有

tan θ′ = ∆y′

∆x′ = γ tan θ

HW. 6-10
一平面镜以速度 v 自左向右运动, 一束频率为 ω0, 与水平成 θ0 夹角的平面光波自右
向左入射到镜面上, 求反射光波的频率 ω 及反射角 θ. 垂直入射情况如何?
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入射

反射

θ0 θ

v

解: 这是光在运动镜面上的反射问题. 令镜子沿 Σ 系的 x 轴正向运动, 镜面垂直于运动
方向. 设镜子静止的参考系 Σ′ 中, 入射波频率为 ω′, 入射角为 θ′

i, 由反射定律有 θ′
i = θ′

r,
故入射波矢和反射波矢的 x 分量分别为

k′
ix = −ω′

c
cos θ′

i, k′
rx = ω′

c
cos θ′

i

在 Σ 系中, 观测到入射波频率为 ω0, 入射角为 θ0, 反射波频率为 ω, 反射角为 θ, 即

kix = −ω0

c
cos θ0, krx = ω

c
cos θ

从 Σ 系到 Σ′ 系, 入射波的四维波矢变换为

k′
ix = γ

(
kix −

v

c2 ω0

)
, ω′ = γ(ω0 − vkix)

从 Σ′ 系到 Σ 系, 反射波的四维波矢变换为

krx = γ
(

k′
rx + v

c2 ω′
)

, ω = γ(ω′ + vk′
rx)

由 k′
ix = −k′

rx, 得 Σ 系中反射波的频率为

ω = γ(ω′ − vk′
ix) = γ2ω0(1 + β2 + 2β cos θ0)

其中 β = v/c, 因为 0 < cos θ0 ⩽ 1, 可知总有 ω > ω0; 仅当 v ≪ c, 才有 ω ≈ ω0.
再由以上各式得

cos θ = 2β + (1 + β2) cos θ0

1 + β2 + 2β cos θ0
, tan θ = sin θ0

γ2[2β + (1 + β2) cos θ0]

可见一般情况下, 反射角 θ ̸= θ0, 即静止条件下的反射定律对于运动物体不成立, 仅当
v ≪ c, 才有 θ ≈ θ0. 当入射角 θ0 = 0 即垂直入射情形, 有

ω = c + v

c− v
ω0, θ = 0

此结果也可以由速度变换得到.
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HW. 6-13
设在参考系 Σ 内 E ⊥ B, Σ′ 系沿 E ×B 的方向运动. 问 Σ′ 系应以什么样的速度相
对于 Σ 运动才能使其只有电场或只有磁场?

解: 在 Σ 系中 E ⊥ B, 取 E = Ezez, B = Byey, 则 E × B = −EzByex, 令 Σ′ 系沿
E ×B 方向运动, 即 v = −vex. 由电磁场变换关系

E ′
// = E//, B′

// = B//, E ′
⊥ = γ(E + v ×B)⊥, B′

⊥ = γ
(

B − v

c2 ×E
)

⊥

其中

v ×B = −vByez,
v

c2 ×E = vEz

c2 ey

得 Σ′ 系中
E ′

x = B′
x = 0, E ′

z = γ(Ez − vBy) = γ(|E| − v|B|)

B′
y = γ

(
By −

v

c2 Ez

)
= γ

(
|B| − v

c2 |E|
)

若在 Σ′ 系中只观察到电场 E′, 磁场 B′ = 0, 要求 Σ′ 系的速度为

v = c2|B|
|E|

即

v = c2

E2 E ×B

由于总有 v < c, 故 Σ 系中应满足 |E| > c|B|.
若在 Σ′ 系中只观察到磁场 B′, 电场 E′ = 0, 则要求 Σ′ 系的速度为

v = |E|
|B|

而且 Σ 系中应满足 |E| < c|B|.
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