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5.5 广义相互作用绘景: Ĥ0 显含时间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1



相互作用绘景 目录

6 绘景变换的不变量 18
6.1 矩阵元、期望值与概率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
6.2 对易子与幺正等价 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
6.3 守恒量在三种绘景中的判据 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

III 应用与例子 20

7 含时微扰论与跃迁概率 21
7.1 微扰框架与一阶跃迁振幅 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
7.2 恒定微扰与单色微扰 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
7.3 Fermi 黄金规则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

8 二能级系统的 Rabi 振荡 24
8.1 模型与相互作用绘景形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
8.2 振幅方程与 Rabi 公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

9 经典外力驱动的谐振子 26
9.1 模型与相互作用绘景中的算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
9.2 精确解: 位移算符与相干态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
9.3 物理结果与绘景对比 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

10 自旋在旋转磁场中的进动 29
10.1 模型与旋转坐标系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
10.2 共振与广义 Rabi 频率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

IV 总结 31

11 绘景选择的准则 32

2



相互作用绘景 目录

导言

量子力学对一个封闭系统的全部预测,都可以写成内积、矩阵元或期望值的形式. 描述时间
演化时, 可以把时间依赖完全放在态矢量上 (Schrödinger 绘景), 完全放在算符上 (Heisen-
berg 绘景), 或者在两者之间分割 (相互作用绘景). 这三种约定给出相同的矩阵元, 因而
给出完全相同的物理预测; 差别只在计算的便利. 本讲义专门研究第三种约定, 即相互作
用绘景 (interaction picture), 亦称 Dirac 绘景 (Dirac picture).
相互作用绘景的核心思想是: 当 Hamilton 算符能分解为一个可精确求解的” 自由” 部分
与一个待处理的相互作用部分时, 用自由部分生成的幺正演化去” 解绕” 态矢量的运动,
使态矢量只承担由相互作用引起的演化, 而算符只承担自由运动. 这样, 快速且已知的自
由振荡被从态矢量中剥离, 留下的是慢速、通常较弱、正是我们关心的相互作用效应. 含
时微扰论、Fermi 黄金规则、共振跃迁与旋转波近似, 都以这一绘景为天然的框架.
本讲义先说明建立该绘景的动机, 并阐明它的物理图像 (什么演化、什么固定); 随后给出
一般幺正绘景变换的理论, 并据此系统地推导相互作用绘景与 Schrödinger 绘景、Heisen-
berg 绘景之间的相互变换; 接着用四个经典例子——含时微扰论与 Fermi 黄金规则、二
能级系统的 Rabi 振荡、经典外力驱动的谐振子、自旋在旋转磁场中的进动——展示该绘
景相对另外两种绘景的优势; 最后总结在何种情况下选用何种绘景更合适.

符号与约定

态矢量写作右矢 |ψ⟩, 其共轭写作左矢 ⟨ϕ|; 内积写作 ⟨ϕ|ψ⟩. Hilbert 空间写作 H . 虚
数单位、自然对数的底、圆周率与微分号分别写作 i, e, π 与 d, 偏微分写作 ∂. 全部
量子力学算符均戴帽: 全 Hamilton 算符 Ĥ, 自由部分 Ĥ0, 相互作用 V̂ , 时间演化算符
Û , 自由演化算符 Û0, 相互作用绘景演化算符 ÛI, 一般可观测量 Â. 绘景下标用正体字
母: S (Schrödinger), H (Heisenberg), I (相互作用). 期望值写作 ⟨ψ|Â|ψ⟩, 矩阵元写作
⟨ϕ|Â|ψ⟩, 对易子写作

[
Â, B̂

]
. 频率写作 ωfi = (Ef − Ei)/ℏ; 失谐量写作 ∆; 相干态写

作 |α⟩, 位移算符写作 D̂(α).
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Part I

动机与构造

本部分先回顾三种绘景的共同框架, 说明在 Ĥ = Ĥ0 + V̂ 的分

解下建立相互作用绘景的动机; 然后构造相互作用绘景, 导出
态矢量与算符的运动方程,阐明”什么演化、什么固定”的物理
图像, 并引入相互作用绘景中的时间演化算符与 Dyson 级数.

内容概要

• 理解绘景的概念, 以及为什么需要第三种绘景.

• 掌握自由演化算符与相互作用绘景的定义及其初始时刻行为.

• 会推导相互作用绘景中态矢量与算符的运动方程, 并说出物理图像.

• 会用 Dyson 级数展开相互作用绘景的演化算符.



相互作用绘景 绘景与相互作用绘景的动机

1
绘景与相互作用绘景的动机

1.1 绘景的概念

Def. 1 绘景

在描述量子系统的时间演化时, 将时间依赖性分配给态矢量和算符, 且保持全部物理
预言不变的约定, 称为绘景 (picture).

物理预言最终都以内积、矩阵元或期望值的形式出现. 若用含时的幺正算符 V̂ (t) 同时变
换态矢量与算符:

|ψ′(t)⟩ = V̂ †(t) |ψ(t)⟩ , Â′(t) = V̂ †(t)Â(t)V̂ (t),

则矩阵元
⟨ϕ′|Â′|ψ′⟩ = ⟨ϕ|V̂ V̂ †ÂV̂ V̂ †|ψ⟩ = ⟨ϕ|Â|ψ⟩

不变. 因此,对态矢量与算符施加何种含时幺正变换,是一种纯粹约定的自由,物理内容不
因绘景的选择而改变. 不同的绘景对应不同的约定.

1.2 Schrödinger绘景与Heisenberg绘景的回顾

Prop. 1 Schrödinger 绘景

在 Schrödinger 绘景中, 态矢量承担全部时间演化:

|ψS(t)⟩ = Û(t, t0) |ψS(t0)⟩ , iℏ d
dt

|ψS(t)⟩ = Ĥ |ψS(t)⟩ , (1.1)

其中 Û(t, t0) 是时间演化算符. 可观测量算符 ÂS 不随时间发生动力学演化, 其时间依
赖只能来自显式时间依赖: dÂS

dt
= ∂ÂS

∂t
.

Prop. 2 Heisenberg 绘景

在 Heisenberg 绘景中, 态矢量固定为 Schrödinger 绘景态矢量的初始值, 而算符承担
全部时间演化:

|ψH⟩ = |ψS(t0)⟩ , (1.2)
ÂH(t) = Û †(t, t0)ÂS(t)Û(t, t0), (1.3)

并满足 Heisenberg 方程

d
dt
ÂH(t) =

(
∂ÂS

∂t

)
H

+ 1
iℏ

[
ÂH(t), ĤH(t)

]
, (1.4)
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其中 ĤH = Û †ĤÛ 为全 Hamilton 算符在 Heisenberg 绘景中的形式.

1.3 动机: 可解部分与相互作用的分割

为什么需要第三种绘景

考虑一个 Hamilton 算符可分解为

Ĥ(t) = Ĥ0(t) + V̂ (t), (1.5)

其中 Ĥ0 的谱问题完全可解 (自由粒子, 谐振子, 孤立原子等), 而 V̂ 是待处理的对象
(粒子间的耦合, 与电磁场的相互作用等, 常显含时间). 在此情形下, Schrödinger 绘景
与 Heisenberg 绘景都不是最便利的表述.

Pf 在 Schrödinger 绘景中, 即便 Ĥ0 平凡可解, 求解 |ψS(t)⟩ 仍需要全 Hamilton 算符
Ĥ = Ĥ0 + V̂ 的时间编序指数

Û(t, t0) = T exp
[
− i
ℏ

ˆ t

t0

Ĥ(t′) dt′
]
,

其中自由部分 Ĥ0 引起的快速振荡与被研究的相互作用 V̂ 的慢变化纠缠在一起, 微扰结
构完全被掩盖. 在 Heisenberg 绘景中, 态矢量虽然冻结, 但 Ĥ0 的本征态 |n⟩ (跃迁问题的
自然基) 不是 Heisenberg 绘景中的自然对象, 而 ÂH 同时携带自由演化与相互作用演化,
同样无法分离二者. 问题在于: 我们希望把”已知且快速”的自由运动与”未知且缓慢”的
相互作用分离开来.
这个分离正是相互作用绘景所提供的. 若以自由演化算符 Û0(t, t0) 对态矢量作幺正变换,
把自由运动” 解绕” 掉, 则剩下的态矢量运动只由 V̂ 决定; 同时算符接管自由运动. 于是
跃迁振幅、微扰级数等对象都以其最自然的形式出现.
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2
相互作用绘景的构造

2.1 自由演化算符

Def. 1 自由演化算符

设 Ĥ0 不含时, 称
Û0(t, t0) = e− i

ℏ Ĥ0(t−t0) (2.1)
为由 Ĥ0 生成的自由演化算符 (free evolution operator).

Prop. 1 自由演化算符的性质

1. 幺正性: Û †
0(t, t0) = Û−1

0 (t, t0) = Û0(t0, t) = e+ i
ℏ Ĥ0(t−t0).

2. 单位元与复合性: Û0(t0, t0) = Î, Û0(t2, t1)Û0(t1, t0) = Û0(t2, t0).
3. 演化方程: iℏ d

dt
Û0(t, t0) = Ĥ0Û0(t, t0).

4. 对易性: 因 Ĥ0 不含时,有
[
Ĥ0, Û0(t, t0)

]
= 0,故 Û0 与 Ĥ0 可交换,从而 Û †

0Ĥ0Û0 =
Ĥ0.

Pf 前三条直接由 ex 的幂级数展开验证. 第四条由 Ĥ0 与自身任意多项式对易, 故与
e−iĤ0(t−t0)/ℏ 对易得到.

2.2 相互作用绘景的定义

Def. 2 相互作用绘景

取 t0 为参考时刻, 定义

|ψI(t)⟩ = Û †
0(t, t0) |ψS(t)⟩ , (2.2)

ÂI(t) = Û †
0(t, t0)ÂS(t)Û0(t, t0). (2.3)

称这一约定为相互作用绘景 (interaction picture), 亦名 Dirac 绘景.

Rmk 变换算符 Û †
0 = e+iĤ0(t−t0)/ℏ 的作用是把 Schrödinger 绘景中态矢量的自由运动”

解绕” (unwind): 若相互作用不存在 (V̂ = 0), 则 |ψI(t)⟩ 恒等于 |ψS(t0)⟩, 完全不运动. 这
一” 解绕” 正相当于进入一个随自由运动转动的坐标系.

Prop. 2 初始时刻的重合

在参考时刻 t0, 相互作用绘景与 Schrödinger 绘景重合:

|ψI(t0)⟩ = |ψS(t0)⟩ , ÂI(t0) = ÂS(t0). (2.4)
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相互作用绘景 相互作用绘景的构造

因此初态 (或初值) 可以直接写在任一绘景中, 不必区分.

Pf 由 Û0(t0, t0) = Î 直接得到.

Prop. 3 变换的代数性质

1. 变换(2.2)–(2.3) 保持内积与范数: ⟨ϕI(t)|ψI(t)⟩ = ⟨ϕS(t)|ψS(t)⟩.
2. 算符乘积按共轭方式变换:

(
ÂB̂

)
I

= ÂIB̂I.

3. 自由 Hamilton 算符在相互作用绘景中不变:
(
Ĥ0

)
I

= Ĥ0.

Pf 各项均由 Û0 的幺正性代入(2.3) 直接验证:(
ÂB̂

)
I

= Û †
0ÂB̂Û0 = Û †

0ÂÛ0 Û
†
0B̂Û0 = ÂIB̂I,

第三项由
[
Ĥ0, Û0

]
= 0 得到.
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相互作用绘景 相互作用绘景中的运动方程与物理图像

3
相互作用绘景中的运动方程与物理图像

3.1 态矢量的运动方程

Thm. 1 相互作用绘景中态矢量的演化方程

相互作用绘景中的态矢量满足

iℏ d
dt

|ψI(t)⟩ = V̂I(t) |ψI(t)⟩ , V̂I(t) = Û †
0(t, t0)V̂ (t)Û0(t, t0). (3.1)

Pf 由(2.2) 与 d
dt
Û †

0 = d
dt

e+iĤ0(t−t0)/ℏ = i
ℏĤ0Û

†
0 ,

iℏ d
dt

|ψI(t)⟩ = iℏ d
dt

(
Û †

0 |ψS(t)⟩
)

= −Ĥ0Û
†
0 |ψS(t)⟩ + Û †

0

(
Ĥ0 + V̂

)
|ψS(t)⟩

= Û †
0 V̂ |ψS(t)⟩ =

(
Û †

0 V̂ Û0
)

|ψI(t)⟩ = V̂I(t) |ψI(t)⟩ ,

其中用到了
[
Ĥ0, Û

†
0

]
= 0 以交换 Ĥ0 与 Û †

0 .

Rmk 若 V̂ 不显含时间且与 Ĥ0 对易, 则 V̂I = V̂ , 方程退化为常系数微分方程. 更一般
的情形, V̂I(t) 携带由 e±iωt 型振荡因子构成的矩阵元, 这一结构正是含时微扰论的基础.

3.2 算符的运动方程

Thm. 2 相互作用绘景中算符的演化方程

相互作用绘景中的算符满足

d
dt
ÂI(t) =

(
∂ÂS

∂t

)
I
+ 1

iℏ
[
ÂI(t), Ĥ0

]
, (3.2)

其中
(

∂ÂS
∂t

)
I

= Û †
0

∂ÂS
∂t
Û0 是显式时间依赖在相互作用绘景中的形式.

Pf 对(2.3) 直接求导, 并利用 d
dt
Û0 = − i

ℏĤ0Û0 与
d
dt
Û †

0 = i
ℏ Û

†
0Ĥ0:

d
dt
ÂI = d

dt
(
Û †

0ÂSÛ0
)

= i
ℏ
Û †

0Ĥ0ÂSÛ0 +
(
∂ÂS

∂t

)
I
− i

ℏ
Û †

0ÂSĤ0Û0

=
(
∂ÂS

∂t

)
I
+ i

ℏ
(
Ĥ0ÂI − ÂIĤ0

)
=

(
∂ÂS

∂t

)
I
+ 1

iℏ
[
ÂI, Ĥ0

]
.
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Rmk 算符的运动方程(3.2) 与 Heisenberg 方程(1.4) 具有完全相同的形式, 只是把 Ĥ 换
成 Ĥ0. 也就是说, 相互作用绘景中的算符, 恰是” 自由理论” (Ĥ = Ĥ0) 的 Heisenberg 算
符: 它们携带的是已知的、可精确求解的自由运动.

3.3 物理图像: 什么演化,什么固定

相互作用绘景的物理图像

相互作用绘景处于 Schrödinger 绘景与 Heisenberg 绘景之间, 把时间演化分配给两类
对象:

• 算符按(3.2) 演化, 只承担由 Ĥ0 产生的自由运动. 例如自由粒子的位置算符
x̂I(t) = x̂ + p̂t/m 匀速移动, 谐振子的升降算符 âI(t) = âe−iωt 按频率 ω 转动.
这些运动都是已知的, 不含任何相互作用的信息.

• 态矢量按(3.1) 演化, 只承担由 V̂I 产生的相互作用运动. 由于 V̂ 通常较弱, |ψI(t)⟩
随时间缓慢变化; 快振荡全部被 Û †

0 解绕掉了.
一句话: 算符承载自由运动, 态矢量承载相互作用.

三种绘景对时间演化的归属可以对照如下.

绘景 态矢量的时间依赖 算符的时间依赖

Schrödinger绘景 Û(t, t0) (全部, 由 Ĥ) 无 (固定)
Heisenberg 绘景 无 (固定) Û †(· · · )Û (全部, 由 Ĥ)
相互作用绘景 ÛI(t, t0) (由 V̂I) Û †

0(· · · )Û0 (由 Ĥ0)

Table 1: 三种动力学绘景对时间演化的归属. 物理预测完全相同; 区别仅在于把演化分配
给态矢量还是算符, 以及分配给哪一部分.

Cor. 1 无相互作用时的退化

若 V̂ = 0, 则 V̂I = 0, 相互作用绘景中的态矢量冻结, |ψI(t)⟩ = |ψI(t0)⟩; 算符则按(3.2)
演化,与自由理论的 Heisenberg算符一致. 此时相互作用绘景退化为”自由 Heisenberg
绘景”.

Pf 直接代入(3.1).

3.4 相互作用绘景中的时间演化算符

10



相互作用绘景 相互作用绘景中的运动方程与物理图像

Def. 1 相互作用绘景中的时间演化算符

定义
ÛI(t, t0) = Û †

0(t, t0)Û(t, t0), (3.3)
它满足

|ψI(t)⟩ = ÛI(t, t0) |ψS(t0)⟩ , ÛI(t0, t0) = Î . (3.4)

Thm. 3 ÛI 的演化方程与形式解

ÛI(t, t0) 满足

iℏ d
dt
ÛI(t, t0) = V̂I(t)ÛI(t, t0), (3.5)

其形式解为时间编序指数

ÛI(t, t0) = T exp
[
− i
ℏ

ˆ t

t0

V̂I(t′) dt′
]
, (3.6)

展开即得 Dyson 级数

ÛI(t, t0) = Î +
∞∑

n=1

(
− i
ℏ

)n
ˆ t

t0

dt1
ˆ t1

t0

dt2 · · ·
ˆ tn−1

t0

dtn V̂I(t1)V̂I(t2) · · · V̂I(tn). (3.7)

Pf 方程(3.5) 由(3.1) 直接读得: 把 |ψI(t)⟩ = ÛI |ψS(t0)⟩ 代入(3.1), 因 |ψS(t0)⟩ 为固定矢
量, 得 iℏ d

dt
ÛI = V̂IÛI. 对它在 t0 到 t 积分, 得积分方程

ÛI(t, t0) = Î − i
ℏ

ˆ t

t0

dt1 V̂I(t1)ÛI(t1, t0).

把右端迭代 n 次, 并把含有 ÛI(tn, t0) 的末项作为余项; 当 n → ∞ 时余项趋于零, 即
得(3.7). 对固定的 V̂I 与时间区间, 该级数的收敛性由

∥∥∥V̂I

∥∥∥ 的可积性保证; 在微扰论中, 各
阶项按相互作用的强度逐阶递降.

Prop. 1 全演化的分解

全时间演化算符等于自由演化算符与相互作用绘景演化算符之积:

Û(t, t0) = Û0(t, t0)ÛI(t, t0). (3.8)

由于 Ĥ0 与 V̂I 一般不对易, 两算符的次序不能颠倒: Û0 写在左侧, 先作用的是 ÛI.

Pf 由定义(3.3) 两边左乘 Û0 即得.
Rmk 分解(3.8) 是相互作用绘景意义的浓缩: 全演化 = 自由演化 × 相互作用演化. 在
Schrödinger 绘景中, |ψS(t)⟩ = Û0(t, t0)ÛI(t, t0) |ψS(t0)⟩: 先由相互作用演化算符作用初态,
再由自由演化算符把结果” 转运” 到 t 时刻. 当 V̂ 较弱时, ÛI 与恒等算符相差不远, 于是
Û ≈ Û0 加上微小的修正, 这就是微扰论的出发点.
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Part II

绘景变换

本部分把绘景变换放在一般幺正变换的框架中处理: 先给出任
意含时幺正变换下态矢量与算符的运动方程, 再以 Î , Û0, Û 三
种特例统一三种绘景, 并系统推导三种绘景两两之间的变换;
最后讨论物理预测的绘景不变性与守恒量在不同绘景中的判

据.

内容概要

• 掌握一般幺正绘景变换下态矢量与算符的运动方程.

• 会推导三种绘景两两之间的双向变换, 并理解 Û = Û0ÛI 给出的分解.

• 理解矩阵元、期望值、概率与对易子在绘景变换下的不变性.

• 能写出守恒量在三种绘景中的等价判据.



相互作用绘景 一般幺正绘景变换

4
一般幺正绘景变换

4.1 变换后的态矢量与算符

Thm. 1 一般幺正绘景变换

设 V̂ (t) 为含时幺正算符. 定义新绘景中的态矢量与算符为

|ψ′(t)⟩ = V̂ †(t) |ψ(t)⟩ , (4.1)
Â′(t) = V̂ †(t)Â(t)V̂ (t), (4.2)

其中右端的量均取 Schrödinger 绘景. 则新绘景中的运动方程为

iℏ d
dt

|ψ′(t)⟩ = Ĥ ′ |ψ′(t)⟩ , Ĥ ′ = V̂ †ĤV̂ − iℏ V̂ † dV̂
dt
, (4.3)

d
dt
Â′(t) =

(
∂Â

∂t

)′
+

[
Â′(t), V̂ † dV̂

dt

]
, (4.4)

其中
(

∂Â
∂t

)′
= V̂ † ∂Â

∂t
V̂ .

Pf 先证态矢量方程. 由(4.1),

iℏ d
dt

|ψ′(t)⟩ = iℏ
(dV̂ †

dt
V̂

)
|ψ′(t)⟩ + V̂ †ĤV̂ |ψ′(t)⟩ .

由 V̂ †V̂ = Î 求导得 dV̂ †

dt
V̂ = −V̂ † dV̂

dt
, 于是

iℏ d
dt

|ψ′(t)⟩ =
[
V̂ †ĤV̂ − iℏV̂ † dV̂

dt

]
|ψ′(t)⟩ ,

即(4.3). 再证算符方程. 对(4.2) 求导, 并用 dV̂ †

dt
= −V̂ † dV̂

dt
V̂ † (由 V̂ V̂ † = Î 求导),

d
dt
Â′(t) = dV̂ †

dt
ÂV̂ + V̂ †∂Â

∂t
V̂ + V̂ †Â

dV̂
dt

= −V̂ † dV̂
dt
Â′ +

(
∂Â

∂t

)′
+ Â′V̂ † dV̂

dt

=
(
∂Â

∂t

)′
+

[
Â′, V̂ † dV̂

dt

]
,

即(4.4).

Rmk 由 V̂ †V̂ = Î 求导可知 V̂ † dV̂
dt
是反 Hermite 算符, 因而 Ĥ ′ 是 Hermite 算符, 新绘

景中的态矢量仍按 Schrödinger 型方程演化, 范数守恒.
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相互作用绘景 一般幺正绘景变换

4.2 三种绘景作为特例

Prop. 1 三种绘景的统一

取(4.1)–(4.2) 中 V̂ 的不同选择, 得到三种绘景:
1. V̂ = Î: Schrödinger 绘景. 此时 Ĥ ′ = Ĥ, 态矢量方程即 Schrödinger 方程, 算符方
程退化为 dÂ

dt
= ∂Â

∂t
.

2. V̂ = Û0: 相互作用绘景. 此时 Ĥ ′ = V̂I, 态矢量方程即(3.1), 算符方程即(3.2).
3. V̂ = Û : Heisenberg 绘景. 此时 Ĥ ′ = 0, 态矢量冻结, 算符方程即 Heisenberg 方
程(1.4).

Pf 记 Ĥ = Ĥ0 + V̂ . 对 V̂ = Û0, 由 iℏ d
dt
Û0 = Ĥ0Û0 得 Û †

0
dÛ0
dt

= 1
iℏĤ0, 于是

Ĥ ′ = Û †
0

(
Ĥ0 + V̂

)
Û0 − Ĥ0 = Ĥ0 + V̂I − Ĥ0 = V̂I,

其中用到
[
Ĥ0, Û0

]
= 0; 同时算符方程中的 V̂ † dV̂

dt
= 1

iℏĤ0, 给出(3.2). 对 V̂ = Û , 由
iℏ d

dt
Û = ĤÛ 得 Û † dÛ

dt
= 1

iℏ Û
†ĤÛ = 1

iℏĤH, 于是

Ĥ ′ = Û †ĤÛ − iℏ Û † dÛ
dt

= Û †ĤÛ − Û †ĤÛ = 0,

而 V̂ † dV̂
dt

= 1
iℏĤH 代入(4.4) 即给出 Heisenberg 方程(1.4). 对 V̂ = Î 为平凡情形.

14



相互作用绘景 三种绘景的相互变换

5
三种绘景的相互变换

5.1 Schrödinger绘景与Heisenberg绘景

由(4.1)–(4.2) 取 V̂ = Û , 并补充逆变换, 得到

Prop. 1 Schrödinger 绘景与 Heisenberg 绘景的变换

两个绘景之间的对应关系为

|ψH⟩ = Û †(t, t0) |ψS(t)⟩ , ÂH(t) = Û †(t, t0)ÂS(t)Û(t, t0), (5.1)
|ψS(t)⟩ = Û(t, t0) |ψH⟩ , ÂS(t) = Û(t, t0)ÂH(t)Û †(t, t0). (5.2)

其中 |ψH⟩ = |ψS(t0)⟩ 与 t 无关.

Pf 正变换即(4.1)–(4.2) 的特例; 逆变换由 Û 的幺正性 (Û Û † = Î) 直接反解.

5.2 Schrödinger绘景与相互作用绘景

Prop. 2 Schrödinger 绘景与相互作用绘景的变换

两个绘景之间的对应关系为

|ψI(t)⟩ = Û †
0(t, t0) |ψS(t)⟩ , ÂI(t) = Û †

0(t, t0)ÂS(t)Û0(t, t0), (5.3)
|ψS(t)⟩ = Û0(t, t0) |ψI(t)⟩ , ÂS(t) = Û0(t, t0)ÂI(t)Û †

0(t, t0). (5.4)

Pf 正变换即定义(2.2)–(2.3); 逆变换由 Û0 的幺正性反解.

5.3 相互作用绘景与Heisenberg绘景

Thm. 1 相互作用绘景与 Heisenberg 绘景的变换

联系相互作用绘景与 Heisenberg 绘景的幺正算符, 恰是相互作用绘景自己的演化算符
ÛI:

|ψH⟩ = Û †
I (t, t0) |ψI(t)⟩ , (5.5)

ÂH(t) = Û †
I (t, t0)ÂI(t)ÛI(t, t0). (5.6)

逆变换为
|ψI(t)⟩ = ÛI(t, t0) |ψH⟩ , ÂI(t) = ÛI(t, t0)ÂH(t)Û †

I (t, t0). (5.7)
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相互作用绘景 三种绘景的相互变换

Pf 由 |ψI(t)⟩ = ÛI(t, t0) |ψS(t0)⟩与 |ψH⟩ = |ψS(t0)⟩,得 |ψH⟩ = Û †
I |ψI(t)⟩. 对算符,用(3.8)

把 Û = Û0ÛI 代入(1.3):

ÂH = Û †ÂSÛ = Û †
I Û

†
0ÂSÛ0ÛI = Û †

I ÂIÛI.

逆变换由 ÛI 的幺正性反解.
Rmk 定理 1 显示三种绘景并非彼此独立: 从 Schrödinger 绘景出发, 先经 Û0 进入相
互作用绘景, 再经 ÛI 进入 Heisenberg 绘景, 两步合成恰为从 Schrödinger 绘景直接进入
Heisenberg 绘景的 Û . 这就是下一小节的交换图.

5.4 变换的合成与交换图

Cor. 1 绘景变换的合成

Schrödinger 绘景到 Heisenberg 绘景的变换可以分解为经相互作用绘景的两步:

|ψH⟩ = Û †
I Û

†
0 |ψS(t)⟩ = Û † |ψS(t)⟩ , ÂH = Û †

I Û
†
0ÂSÛ0ÛI. (5.8)

沿三角形闭合回路一周的变换等于恒等, 即交换图 1 可交换.

Pf 由 Û † =
(
Û0ÛI

)†
= Û †

I Û
†
0 直接得到.

S (|ψS(t)⟩) I (|ψI(t)⟩) H (|ψH⟩)
Û†

0

Û†

Û†
I

图 1: 三种绘景的态矢量由幺正变换互相联系, 图中沿箭头方向作用对应的幺正算符. 由
于 Û † = Û †

I Û
†
0 , 由 S 直接到 H 与经 I 中转两条路径给出同一结果, 三角形交换. 算符的变

换规则与之平行: ÂH = Û †
I ÂIÛI, 而 ÂI = Û †

0ÂSÛ0.

5.5 广义相互作用绘景: Ĥ0显含时间

广义相互作用绘景

若 Ĥ0(t) 显含时间, 定义

Û0(t, t0) = T exp
[
− i
ℏ

ˆ t

t0

Ĥ0(t′) dt′
]
, (5.9)

并仍以(2.2)–(2.3)定义相互作用绘景. 一切结论仍成立,只需把 Ĥ0 换成其在相互作用
绘景中的形式 Ĥ0,I(t) = Û †

0(t, t0)Ĥ0(t)Û0(t, t0).

Pf 由一般定理 1 取 V̂ = Û0. 态矢量方程:

Ĥ ′ = Û †
0

(
Ĥ0 + V̂

)
Û0 − iℏ Û †

0
dÛ0

dt
= Ĥ0,I + V̂I − Ĥ0,I = V̂I,
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相互作用绘景 三种绘景的相互变换

其中用到 iℏ d
dt
Û0 = Ĥ0(t)Û0 (由(5.9) 满足的方程). 算符方程中, V̂ † dV̂

dt
= 1

iℏĤ0,I, 故

d
dt
ÂI =

(
∂ÂS

∂t

)
I
+ 1

iℏ
[
ÂI, Ĥ0,I(t)

]
.

注意一般情形 Ĥ0,I(t) ̸= Ĥ0(t),因为 Û0 与 Ĥ0(t)不再对易;自由算符的简单指数形式 e±iωt

也相应丢失. 只要 Ĥ0(t) 的选择仍使 Û0 可算, 广义相互作用绘景便适用.
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相互作用绘景 绘景变换的不变量

6
绘景变换的不变量

6.1 矩阵元、期望值与概率

Thm. 1 物理预测的绘景不变性

对任意态矢量 |ψ⟩ , |ϕ⟩ 与算符 Â, 在任一绘景变换(4.1)–(4.2) 下矩阵元不变:

⟨ϕ′|Â′|ψ′⟩ = ⟨ϕ|Â|ψ⟩ . (6.1)

特别地, 期望值 ⟨ψ|Â|ψ⟩, 测量概率与算符本征值均与绘景无关.

Pf 把(4.1)–(4.2) 代入:

⟨ϕ′|Â′|ψ′⟩ = ⟨ϕ|V̂ V̂ †ÂV̂ V̂ †|ψ⟩ = ⟨ϕ|Â|ψ⟩ .

期望值是 |ψ′⟩ = |ϕ′⟩ 的情形; 测量概率由 |⟨a′|ψ′⟩|2 给出, 其中 |a′⟩ 与 |a⟩ 由 V̂ † |a⟩ 联系;
本征值在幺正相似 Â′ = V̂ †ÂV̂ 下保持不变.

Cor. 1 跃迁振幅

设 |i⟩ , |f⟩ 为 Ĥ0 的本征态. 跃迁振幅

cf (t) = ⟨f |ψI(t)⟩ = ⟨f |ÛI(t, t0)|i⟩

在相互作用绘景中直接由 ÛI 的矩阵元给出. t 时刻测得末态 |f⟩ 的概率 Pi→f (t) =
|cf (t)|2 是物理量, 与绘景无关.

Pf 由矩阵元不变性, |⟨f |ψI(t)⟩|2 = |⟨f |ψS(t)⟩|2: 因 |f⟩ 为 Ĥ0 本征态, Û †
0 |f⟩ = eiEf t/ℏ |f⟩

仅引入相位, 概率不变.

6.2 对易子与幺正等价

Prop. 1 对易子的变换

在绘景变换(4.2) 下, [
Â′, B̂′

]
= V̂ †

[
Â, B̂

]
V̂ . (6.2)

因而正则对易关系 [x̂, p̂] = iℏ 以及一切代数关系在绘景变换下保持同一形式; 不同绘
景中的算符彼此幺正等价, 具有相同的本征值谱.

Pf 直接代入:[
Â′, B̂′

]
= V̂ †ÂV̂ V̂ †B̂V̂ − V̂ †B̂V̂ V̂ †ÂV̂ = V̂ †

(
ÂB̂ − B̂Â

)
V̂ = V̂ †

[
Â, B̂

]
V̂ .
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相互作用绘景 绘景变换的不变量

6.3 守恒量在三种绘景中的判据

Prop. 2 守恒量的等价判据

设 Ĉ 不显含时间. 下列条件彼此等价, 且都等价于
[
Ĉ, Ĥ

]
= 0, 即 Ĉ 为守恒量:

1. Schrödinger 绘景:
[
ĈS, Ĥ

]
= 0, 且 ĈS 不显含时间, 此时 d

dt
⟨ψS|ĈS|ψS⟩ = 0.

2. Heisenberg 绘景: d
dt
ĈH(t) = 0.

3. 相互作用绘景:
[
ĈI, Ĥ0 + V̂I

]
= 0.

Pf 期望值的守恒 d
dt

〈
Ĉ

〉
= 0 对一切态成立, 当且仅当

[
Ĉ, Ĥ

]
= 0 (由 Ehrenfest 定

理). 条件 1 即此式. 条件 2: ĈH(t) = Û †ĈÛ 对时间求导并利用(1.4) (显式时间依赖为
零), 得 d

dt
ĈH = 1

iℏ

[
ĈH, ĤH

]
, 故其为零当且仅当

[
Ĉ, Ĥ

]
= 0. 条件 3: 由(6.2) 取 V̂ = Û0,[

ĈI, Ĥ0 + V̂I
]

= Û †
0

[
Ĉ, Ĥ

]
Û0, 故为零当且仅当

[
Ĉ, Ĥ

]
= 0.

Rmk 条件 3 值得注意: 在相互作用绘景中, 守恒量 ĈI(t) 一般不满足
[
ĈI, V̂I

]
= 0, 而是

与 Ĥ0 + V̂I 对易. 这里 Ĥ0 + V̂I = Û †
0ĤÛ0 是全 Hamilton 算符在相互作用绘景基下的形

式, 与态矢量的生成元 V̂I 并不相同. 物理上, 守恒量在相互作用绘景中既随自由运动而演
化, 又受相互作用补偿, 二者恰好抵消, 因而期望值保持不变. 这正是” 绘景只改变时间依
赖的分配、不改变物理内容” 的又一体现.
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Part III

应用与例子

本部分用四个经典例子展示相互作用绘景相对另外两种绘景

的优势: 含时微扰论与 Fermi黄金规则、二能级系统的 Rabi振
荡、经典外力驱动的谐振子、自旋在旋转磁场中的进动. 每个例
子都先建模,再在相互作用绘景中求解,并指出换用 Schrödinger
或 Heisenberg 绘景将付出的代价.

内容概要

• 会用 Dyson 级数求一阶跃迁振幅, 并导出 Fermi 黄金规则.

• 会用旋转波近似处理共振二能级系统, 得到 Rabi 振荡.

• 会用位移算符精确求解经典外力驱动的谐振子, 得到相干态.

• 理解旋转坐标系即相互作用绘景, 并说明其优点.



相互作用绘景 含时微扰论与跃迁概率

7
含时微扰论与跃迁概率

7.1 微扰框架与一阶跃迁振幅

考虑 Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t),其中 Ĥ0 不含时,本征方程 Ĥ0 |n⟩ = En |n⟩完全已知. 设系统在 t = 0
处于 Ĥ0 的本征态 |i⟩, 即 |ψ(0)⟩ = |i⟩. 在相互作用绘景中, |ψI(0)⟩ = |i⟩, 而

|ψI(t)⟩ = ÛI(t, 0) |i⟩ .

t 时刻测得末态 |f⟩ 的概率幅为

cf (t) = ⟨f |ψI(t)⟩ = ⟨f |ÛI(t, 0)|i⟩ . (7.1)

Thm. 1 一阶跃迁振幅

记 Vfi(t′) = ⟨f |V̂ (t′)|i⟩ 与 ωfi = (Ef − Ei)/ℏ. 由 Dyson 级数(3.7) 保留一阶项, 得

c
(1)
f (t) = − i

ℏ

ˆ t

0
dt′ Vfi(t′)eiωfit

′
. (7.2)

Pf 由(3.7) 的一阶项, Û (1)
I = − i

ℏ

´ t

0 dt′V̂I(t′). 由(2.3),

⟨f |V̂I(t′)|i⟩ = ⟨f |eiĤ0t′/ℏV̂ (t′)e−iĤ0t′/ℏ|i⟩ = eiEf t′/ℏVfi(t′)e−iEit
′/ℏ = Vfi(t′)eiωfit

′
,

代入即得.
Rmk 式(7.2) 已含全部快速振荡因子 eiωfit

′ : 它们来自 V̂I 的矩阵元, 是相互作用绘景自
动引入的. 在 Schrödinger绘景中, 同样的结果需要求解含全 Ĥ 的时间编序指数再逐阶展
开, 振荡结构完全被掩盖; 相互作用绘景使微扰级数的一阶项可以直接读出.

7.2 恒定微扰与单色微扰

先设 V̂ 不显含时间, 在 t = 0 突然接通. 则 Vfi(t′) = Vfi 为常数, (7.2) 给出

c
(1)
f (t) = − i

ℏ
Vfi

ˆ t

0
dt′eiωfit

′ = −2iVfi

ℏωfi

eiωfit/2 sin ωfit

2
, (7.3)

故跃迁概率

P
(1)
i→f (t) =

∣∣∣c(1)
f (t)

∣∣∣2 = 4|Vfi|2

ℏ2ω2
fi

sin2 ωfit

2
. (7.4)

概率在 0 与 4|Vfi|2/(ℏωfi)2 之间振荡, 峰在共振 ωfi = 0 (即 Ef = Ei) 处, 高度 ∝ t2.
若微扰是单色的,

V̂ (t) = 2V̂0 cos(ωt) = V̂0
(
eiωt + e−iωt

)
, (7.5)
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其中 V̂0 不含时且 Hermite. 则 Vfi(t′) = V0,fi

(
eiωt′ + e−iωt′

)
, (7.2) 给出两项之和:

c
(1)
f (t) = − i

ℏ
V0,fi

ˆ t

0
dt′

[
ei(ωfi+ω)t′ + ei(ωfi−ω)t′

]
. (7.6)

当驱动频率 ω 靠近共振 ω ≈ ωfi (吸收) 或 ω ≈ −ωfi (受激发射) 时, 对应的项随时间慢
变 (近谐振项), 另一项以频率 ω + ωfi 或 |ω − ωfi| 快振荡, 对长时间积分贡献可以忽略.
保留近谐振项, 例如吸收情形 ω ≈ ωfi:

P
(1)
i→f (t) ≃ 4|V0,fi|2

ℏ2(ωfi − ω)2 sin2 (ωfi − ω)t
2

. (7.7)

共振时概率按 |V0,fi|2t2/ℏ2 二次增长.

7.3 Fermi黄金规则

Thm. 2 Fermi 黄金规则

设微扰含振荡因子 eηt′ (η → 0+) 表示绝热接通, 或取单色微扰(7.5) 的长时间极限. 单
位时间内的跃迁概率 (跃迁速率) 为

Wi→f = 2π
ℏ

|Vfi|2δ
(
Ef − Ei

)
(7.8)

对恒定微扰, 以及
Wi→f = 2π

ℏ
|V0,fi|2δ

(
Ef − Ei − ℏω

)
(7.9)

对单色微扰 (吸收; 发射取 Ef = Ei − ℏω). 若末态连续, 对态密度求和得到总速率

Wi = 2π
ℏ

ˆ
dEf |Vfi|2ρ(Ef )δ(Ef − Ei) = 2π

ℏ
|Vfi|2ρ(Ei). (7.10)

Pf 先考虑恒定微扰并按 V̂ → V̂ eηt′
绝热接通, η → 0+. 由(7.2),

c
(1)
f (t) = − i

ℏ
Vfi

ˆ t

0
dt′e(iωfi+η)t′ = − i

ℏ
Vfi

e(iωfi+η)t − 1
iωfi + η

.

当 ηt 大到使指数因子压制振荡交叉项时,
∣∣∣e(iωfi+η)t − 1

∣∣∣2 ≃ e2ηt, 故

P
(1)
i→f (t) ≃ |Vfi|2

ℏ2
e2ηt

ω2
fi + η2 ,

跃迁速率

W = d
dt
P ≃ |Vfi|2

ℏ2 · 2η e2ηt

ω2
fi + η2 .

在 η → 0+ 的极限下, 于远短于绝热增长时间 1/η 的观测窗口内 e2ηt ≃ 1, 于是

W ≃ |Vfi|2

ℏ2 · 2η
ω2

fi + η2 .
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利用 δ 函数的表示

lim
η→0+

η

ω2 + η2 = πδ(ω),

并作 δ(ωfi) = δ((Ef − Ei)/ℏ) = ℏδ(Ef − Ei), 得

W = 2π
ℏ

|Vfi|2δ(Ef − Ei),

即(7.8). 这里的极限是分布意义下的: 只有对末态求积 ((7.10)) 才给出确定的速率. 对单
色微扰(7.5), 保留(7.6) 中的近谐振项后作同样的长时间分析, 得(7.9); 末态连续时对各末
态求和, 把 ∑

f 换成
´

dEf ρ(Ef ), 得(7.10).
Rmk 黄金规则(7.10)是量子力学期望值微扰论中最重要的单一结果: 它把二阶过程 (初
态到末态的跃迁) 表达为对矩阵元与态密度的乘积, 是一切散射、衰变与光电过程速率公
式的基础. 其推导在相互作用绘景中只需(7.2) 这一阶项; 在 Schrödinger 绘景中, 同一结
果的推导必须处理全 Ĥ 的时间编序指数, 并把振荡因子从编序积分中逐一析出, 远为繁
琐.

Eg. 1 单色微扰下谐振子的量子跃迁

一维谐振子 Ĥ0 = ℏω
(
â†â+ 1

2

)
受单色偶极微扰 V̂ (t) = −ex̂ E0 cos(ωt), 其中 E0 为电

场振幅. 由 x̂ =
√
ℏ/(2mω) (â+ â†), 并按(7.5) 的约定取近谐振分量振幅

V0,10 = ⟨1|−eE0

2
x̂|0⟩ = −eE0

2

√
ℏ

2mω
.

若末态 |1⟩ 为离散态, 跃迁概率由(7.7) 给出; 在共振 ω = ωfi 处,

P0→1(t) = |V0,10|2

ℏ2 t2 = e2E2
0

8mℏω
t2,

随时间二次增长, 表明共振驱动持续向振荡器注入能量. 若末态位于连续谱 (如束缚
态到连续态的跃迁), 则对末态密度求和, 由(7.9) 得到恒定速率

W0→f = 2π
ℏ

|V0,10|2ρ(E1) = πe
2E2

0
4mω

ρ(E0 + ℏω).

本例同时说明: 对单个离散末态, 二次增长仅在短时成立, 长时间行为须由 Rabi 型方
程 (§8) 精确描述, 这正是相互作用绘景处理共振问题的又一优势.

23



相互作用绘景 二能级系统的 Rabi 振荡

8
二能级系统的Rabi振荡

8.1 模型与相互作用绘景形式
考虑二能级系统

Ĥ0 = ℏ
2
ω0σ̂z, Ĥ0 |±⟩ = ±ℏ

2
ω0 |±⟩ , (8.1)

受到频率为 ω 的驱动

V̂ (t) = ℏ
2

Ω
(
σ̂+e−iωt + σ̂−eiωt

)
, σ̂± = σ̂x ± iσ̂y

2
, (8.2)

Ω为耦合强度 (Rabi频率的量纲). 线性极化场 ℏΩσ̂x cos(ωt)含 σ̂±e±iωt 四个分量, 其中与
跃迁共振的是 σ̂+e−iωt + σ̂−eiωt, 其余两个以频率 ω + ω0 反旋转的分量在弱耦合下被旋转
波近似 (rotating wave approximation, RWA) 略去; 因此(8.2) 是共振驱动的一般形式, 而
Ω 记为近谐振分量的振幅.

Prop. 1 升降算符在相互作用绘景中的演化

相互作用绘景中,
σ̂±,I(t) = σ̂±e±iω0t. (8.3)

Pf 由 [σ̂z, σ̂±] = ±2σ̂±,

σ̂±,I(t) = eiω0tσ̂z/2σ̂±e−iω0tσ̂z/2 = σ̂±e±iω0t,

或直接对(3.2) 积分.
由(8.3), 驱动在相互作用绘景中变为

V̂I(t) = ℏ
2

Ω
(
σ̂+e−i∆t + σ̂−ei∆t

)
, ∆ = ω − ω0, (8.4)

其中 ∆ 为失谐量. 快速振荡因子 e±iωt 已全部被吸收进 V̂I, 剩下的是慢的失谐振荡 e∓i∆t;
共振时 ∆ = 0, V̂I 退化为常量.

8.2 振幅方程与 Rabi公式

Thm. 1 Rabi 振荡

令 |ψI(t)⟩ = c+(t) |+⟩ + c−(t) |−⟩. 则振幅满足

i d
dt
c+ = Ω

2
e−i∆tc−, i d

dt
c− = Ω

2
ei∆tc+. (8.5)
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从 |−⟩ 出发 (c−(0) = 1), 共振跃迁概率为

P+(t) = |c+(t)|2 = Ω2

Ω̃2
sin2 Ω̃t

2
, Ω̃ =

√
∆2 + Ω2, (8.6)

Ω̃ 称为广义 Rabi 频率.

Pf 态矢量方程(3.1) 与(8.4) 即得(8.5). 为解之, 作第二重变换 (在相互作用绘景内部再
转一坐标系)

c̃±(t) = e±i∆t/2c±(t).

代入(8.5):

i d
dt
c̃+ = ∆

2
c̃+ + Ω

2
c̃−,

i d
dt
c̃− = −∆

2
c̃− + Ω

2
c̃+,

即常系数方程

iℏ d
dt

c̃+

c̃−

 = ℏ
2

∆ Ω
Ω −∆

 c̃+

c̃−

 . (8.7)

矩阵 ℏ
2(∆σ̂z + Ωσ̂x) 本征值为 ±ℏ

2Ω̃, Ω̃ =
√

∆2 + Ω2. 取初值 c̃−(0) = 1, c̃+(0) = 0,

c̃+(t) = ⟨+|e−i(∆σ̂z+Ωσ̂x)t/2|−⟩ = −iΩ
Ω̃

sin Ω̃t
2
,

其中 e−i(n·σ̂)Ω̃t/2 = cos Ω̃t
2 − i(n · σ̂) sin Ω̃t

2 , n = (Ω, 0,∆)/Ω̃, 且 ⟨+|n · σ̂|−⟩ = Ω/Ω̃. 因
|c+| = |c̃+|, 得(8.6).
共振 (∆ = 0) 时 Ω̃ = Ω, P+(t) = sin2(Ωt/2), 概率在 |+⟩ 与 |−⟩ 之间以 Rabi 频率 Ω 完
全振荡; 失谐 |∆| > 0 时振荡频率增大为 Ω̃, 而幅度降至 Ω2/Ω̃2, 无法完全反转. 这些结论
(如 Ramsey 条纹、π 脉冲与 π/2 脉冲) 是现代量子操控的基础.

本例中相互作用绘景的优势

若坚持在 Schrödinger 绘景中求解, 驱动(8.2) 使 Ĥ(t) 显含时间, 形式解是时间编序指
数, 其中反旋转分量 (σ± 与 e∓iωt 的四种组合) 纠缠在一起, 无法整理成常系数方程组.
相互作用绘景一次性吸收了全部快振荡, 把问题化为(8.7) 的常系数对角化, 共振结构
(广义 Rabi 频率) 一目了然. Heisenberg 绘景同样需要处理 Û †V̂ Û , 不提供任何简化.
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9
经典外力驱动的谐振子

9.1 模型与相互作用绘景中的算符
考虑谐振子

Ĥ0 = ℏω
(
â†â+ 1

2

)
,

[
â, â†

]
= 1, (9.1)

受经典外力驱动
V̂ (t) = F (t)

(
â+ â†

)
, (9.2)

其中 F (t) 为实值函数 (例如偶极耦合 −ex̂E(t), 常数因子并入 F ).

Prop. 1 升降算符的相互作用绘景形式

âI(t) = â e−iωt, â†
I(t) = â†eiωt. (9.3)

因而

V̂I(t) = F (t)
(
â e−iωt + â†eiωt

)
. (9.4)

Pf 由
[
Ĥ0, â

]
= −ℏω â, 得 âI = eiĤ0t/ℏâe−iĤ0t/ℏ = âe−iωt; 对 â† 同理, 共轭给出正号.

9.2 精确解: 位移算符与相干态

Lem. 1 生成元对易子为 c 数时的演化算符

设 Ĝ(t) 满足 [Ĝ(t1), Ĝ(t2)] 对一切 t1, t2 为 c 数 (即乘以恒等算符的数). 则

T exp
[ˆ t

0
Ĝ(t′) dt′

]
= exp

[ˆ t

0
Ĝ(t′) dt′

]
exp

[
−1

2

ˆ t

0
dt1
ˆ t1

0
dt2

[
Ĝ(t1), Ĝ(t2)

]]
. (9.5)

时间编序退化为普通指数乘一个纯相位.

Pf 令 Ω̂(t) =
´ t

0 Ĝ(t′) dt′, Ŝ(t) = eΩ̂(t). 因 [Ω̂(t), Ĝ(t)] 是 c 数, 由 Fréchet 导数的积分表
示

d
dt

eΩ̂ =
ˆ 1

0
ds esΩ̂ dΩ̂

dt
e(1−s)Ω̂ =

(
Ĝ+ 1

2
[
Ω̂, Ĝ

])
eΩ̂ = Ŝ

(
Ĝ− 1

2
[
Ω̂, Ĝ

])
,

其中最后一步用 e−Ω̂ĜeΩ̂ = Ĝ − [Ω̂, Ĝ]. 设 Û(t) = Ŝ(t)eiφ(t), 要求 dÛ
dt

= ĜÛ , 则 idφ
dt

=
1
2 [Ω̂(t), Ĝ(t)]. 因 [Ω̂, Ĝ] 是纯虚数 c 数, 相位 φ 为实值, 且

φ(t) = 1
2i

ˆ t

0
dt1

[
Ω̂(t1), Ĝ(t1)

]
= i

2

ˆ t

0
dt1
ˆ t1

0
dt2

[
Ĝ(t1), Ĝ(t2)

]
,
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右端确为实数. 于是 eiφ 是纯相位, 而相位指数满足

iφ = −1
2

ˆ t

0
dt1
ˆ t1

0
dt2

[
Ĝ(t1), Ĝ(t2)

]
,

即(9.5).

Thm. 1 经典外力驱动谐振子的精确解

设 t = 0 时系统处于真空态 |0⟩. 记

α(t) = − i
ℏ

ˆ t

0
dt′ F (t′)eiωt′

, (9.6)

并定义位移算符 D̂(α) = eαâ†−α∗â. 则相互作用绘景中的态矢量为

|ψI(t)⟩ = eiφ(t)D̂
(
α(t)

)
|0⟩ = eiφ(t) |α(t)⟩ , (9.7)

其中 |α⟩ 为相干态, 相位

φ(t) = 1
ℏ2

ˆ t

0
dt1
ˆ t1

0
dt2 F (t1)F (t2) sin

[
ω(t2 − t1)

]
. (9.8)

真空态被驱动成一个相干态, 振幅 α(t) 恰为驱动力的 Fourier 分量在谐振频率处的响
应.

Pf 态矢量方程 iℏ d
dt

|ψI⟩ = V̂I |ψI⟩ 的形式解为 ÛI = T exp
[
− i

ℏ

´ t

0 V̂I(t′) dt′
]
. 取

Ĝ(t) = − i
ℏ
V̂I(t) = − i

ℏ
F (t)

(
âe−iωt + â†eiωt

)
.

由
[
â, â†

]
= 1,

[
Ĝ(t1), Ĝ(t2)

]
= − 1

ℏ2F (t1)F (t2)
(

eiω(t2−t1) − eiω(t1−t2)
)

= − 2i
ℏ2F (t1)F (t2) sin

[
ω(t2 − t1)

]
,

是 c 数, 故引理 1 适用. 又
ˆ t

0
dt′ Ĝ(t′) = â

[
− i
ℏ

ˆ t

0
F (t′)e−iωt′ dt′

]
+ â†

[
− i
ℏ

ˆ t

0
F (t′)eiωt′ dt′

]
= −α∗(t)â+ α(t)â†,

其中 α(t) 由(9.6) 给出 (因 F 为实值, 两项互为复共轭). 于是

e
´ t

0 Ĝ dt′ = eα(t)â†−α∗(t)â = D̂
(
α(t)

)
,

是一个幺正的位移算符. 引理给出相位因子 exp
[
−1

2

´ t

0 dt1
´ t1

0 dt2[Ĝ(t1), Ĝ(t2)]
]
, 其指数

为

−1
2

ˆ t

0
dt1
ˆ t1

0
dt2

[
Ĝ(t1), Ĝ(t2)

]
= i

ℏ2

ˆ t

0
dt1
ˆ t1

0
dt2 F (t1)F (t2) sin

[
ω(t2 − t1)

]
= iφ(t),

其中 φ(t) 如(9.8) 为实值. 综合得 ÛI(t) = eiφ(t)D̂(α(t)), 作用在 |0⟩ 上即(9.7), 其中用到
|α⟩ = D̂(α) |0⟩ 是相干态的定义.
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9.3 物理结果与绘景对比

驱动谐振子的物理结果

• 平均声子数 〈
â†â

〉
(t) = |α(t)|2 = 1

ℏ2

∣∣∣∣
ˆ t

0
dt′ F (t′)eiωt′

∣∣∣∣2. (9.9)

它是驱动的功率谱密度在谐振频率处的响应, 与其他频率分量无关.
• 声子数分布是 Poisson 分布:

Pn(t) = e−|α(t)|2 |α(t)|2n

n!
. (9.10)

• 单色驱动 F (t) = F0 cos(ωdt): 由(9.6),

α(t) = − i
ℏ
F0

2

[ei(ω+ωd)t − 1
i(ω + ωd)

+ ei(ω−ωd)t − 1
i(ω − ωd)

]
.

第一项以频率 ω + ωd 快振荡, 振幅 ∝ 1/(ω + ωd) 小; 共振 ωd = ω 时第二项 → t,
于是 |α(t)|2 ≃ (F0t/2ℏ)2, 能量

〈
Ĥ0

〉
= ℏω(|α|2 + 1

2) 按 t2 增长. 失谐时 |α| 有界
且随 |ω − ωd| 振荡, 不增长. 这正是经典共振驱动的量子对应.

• 回到 Schrödinger 绘景:

|ψS(t)⟩ = Û0(t) |ψI(t)⟩ = e−iωt/2eiφ(t)
∣∣∣α(t)e−iωt

〉
,

相干态振幅绕原点以频率 ω 旋转; 相互作用绘景相当于坐在以 ω 转动的坐标系
里, 因而看到静止的位移.

本例中相互作用绘景的优势

在相互作用绘景中, 升降算符的简单指数演化(9.3) 与生成元对易子为 c 数这一事实,
使时间编序指数自动化简为位移算符, 得到闭式精确解. 在 Schrödinger 绘景中, 同样
的解需要处理含全 Ĥ(t) = Ĥ0 + F (t)(â+ â†) 的时间编序指数; 尽管 BCH 技巧依然可
用, 自由运动与驱动纠缠, 每一中间步骤都必须同时跟踪 e±iωt 因子. 相互作用绘景把”
自由转动” 与” 被驱动” 彻底分开, 使共振条件、能量增长律与 Poisson 分布都直接可
读.
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10
自旋在旋转磁场中的进动

10.1 模型与旋转坐标系
考虑自旋 1

2 粒子处于沿 z 轴的静磁场与在 xy 平面内以角频率 ω 旋转的横向磁场中:

Ĥ(t) = ℏ
2
ω0σ̂z + ℏ

2
Ω

(
σ̂x cosωt+ σ̂y sinωt

)
, (10.1)

其中 ω0 为静场的 Larmor 频率, Ω 为横向场耦合强度. 这一 Hamilton 算符与(8.1)–(8.2)
相同: 圆极化驱动 ℏ

2Ω(σ̂+e−iωt + σ̂−eiωt) 恰等于 ℏ
2Ω(σ̂x cosωt+ σ̂y sinωt). 因此 Rabi 问题

的解直接适用; 但本题的几何图像更鲜明——相互作用绘景就是随自由进动转动的坐标
系.

Prop. 1 相互作用绘景即旋转坐标系

取 Ĥ0 = ℏ
2ω0σ̂z. 相互作用绘景中的变换算符 Û †

0 = eiω0tσ̂z/2 把系统转入以角频率 ω0 绕
z 轴旋转的坐标系. 横向场的旋转矩阵元为

σ̂x,I(t) = σ̂x cos(ω0t) − σ̂y sin(ω0t), (10.2)
σ̂y,I(t) = σ̂y cos(ω0t) + σ̂x sin(ω0t), (10.3)

而驱动在相互作用绘景中成为

V̂I(t) = ℏ
2

Ω
(
σ̂x cos ∆t+ σ̂y sin ∆t

)
, ∆ = ω − ω0. (10.4)

Pf 记 R̂(θ) = eiθσ̂z/2. 由 [σ̂z, σ̂x] = 2iσ̂y 与 [σ̂z, σ̂y] = −2iσ̂x, 对 X̂(θ) = R̂(θ)σ̂xR̂(−θ) 求
导得 dX̂

dθ
= R̂σ̂yR̂

−1, 且 d
dθ

(
R̂σ̂yR̂

−1
)

= −X̂, 解出 X̂(θ) = σ̂x cos θ + σ̂y sin θ; 取 θ = −ω0t

得(10.2)–(10.3). 代入驱动:

V̂I = ℏ
2

Ω
[
cosωt

(
σ̂x cosω0t− σ̂y sinω0t

)
+ sinωt

(
σ̂x sinω0t+ σ̂y cosω0t

)]
= ℏ

2
Ω

[
σ̂x cos(ωt− ω0t) + σ̂y sin(ωt− ω0t)

]
= ℏ

2
Ω

(
σ̂x cos ∆t+ σ̂y sin ∆t

)
.

旋转坐标系的物理图像

在实验室坐标系 (Schrödinger 绘景) 中, 自旋以 Larmor 频率 ω0 绕 z 快进动, 同时被
旋转横向场缓慢带动, 运动复杂. 相互作用绘景把坐标系随自由进动一起转: 自由进
动被” 解绕”, 于是横向场在相互作用绘景中只以差频 ∆ 缓慢旋转. 共振 ∆ = 0 时, 横
向场在旋转坐标系中完全静止, 自旋只绕这个静止的横向场以频率 Ω 进动——这正是
Rabi 振荡的几何起源. 图 2 示意两种绘景中的图像.
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x

z

t > 0

(a) Schrödinger 绘景: 快进动

x

z

t > 0

(b) 相互作用绘景: 只剩慢进动

Û †
0

图 2: 自旋在旋转磁场中. (a) Schrödinger 绘景: 自旋绕 z 快进动, 旋转横向场叠加其上.
(b) 相互作用绘景 (旋转坐标系): 自由进动被解绕, 横向场近乎静止, 自旋只绕横向场以
Rabi 频率 Ω 进动. 箭头示意两个不同时刻自旋的方向.

10.2 共振与广义 Rabi频率

由(10.4), 共振 ω = ω0 时 V̂I = ℏ
2Ωσ̂x 与时间无关, 态矢量方程 iℏ d

dt
|ψI⟩ = ℏ

2Ωσ̂x |ψI⟩ 的解
为

|ψI(t)⟩ = e−iΩtσ̂x/2 |ψI(0)⟩ =
(

cos Ωt
2

− iσ̂x sin Ωt
2

)
|ψI(0)⟩ .

从 |+z⟩ 出发, 令 |ψI(0)⟩ = |+z⟩, 有

P→−z(t) = |⟨−z|ψI(t)⟩|2 = sin2 Ωt
2
,

即概率以 Rabi 频率 Ω 在 |+z⟩ 与 |−z⟩ 之间完全振荡. 失谐时, (10.4) 中 V̂I 以频率 ∆ 旋
转; 再转一坐标系 ei∆tσ̂z/2 (即(8.7) 的 c̃ 变换), 得常系数 Hamilton 算符 ℏ

2(∆σ̂z + Ωσ̂x), 广
义 Rabi 频率 Ω̃ =

√
∆2 + Ω2, 振荡幅度降至 Ω2/Ω̃2, 与(8.6) 完全一致.

本例中相互作用绘景的优势

• 圆极化驱动下, 旋转坐标系是精确解: 共振时相互作用绘景中的 Hamilton算符变
为常量, 无需任何近似. 这与线性极化驱动的 Rabi 问题 (§8, 需 RWA) 形成对照:
RWA 略去的反旋转项在圆极化驱动中根本不存在.

• 在 Schrödinger绘景中, Ĥ(t)显含时间,必须处理时间编序指数;在 Heisenberg绘
景中, 要计算 Û †V̂ Û , 快慢运动同样纠缠. 相互作用绘景 (旋转坐标系) 同时给出
清晰几何图像与最简计算.

• 该旋转坐标系技巧在现代量子信息 (qubit 操控)、核磁共振与原子物理中被普遍
使用, 其本质就是相互作用绘景.
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Part IV

总结

本部分给出三种绘景的全面对照, 并总结在何种情况下选用何
种绘景更合适.

内容概要

• 掌握三种绘景对时间演化归属的完整对照.

• 能根据具体问题的结构选择最便利的绘景.
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11
绘景选择的准则

三种绘景是同一物理内容的三套等价记号,选择的标准只有计算的便利, 没有物理的差别.

Schrödinger
绘景

Heisenberg
绘景

相互作用
绘景

态矢量 Û |ψ(0)⟩ 固定 ÛI |ψ(0)⟩
算符 固定 Û †ÂÛ Û †

0ÂÛ0

态矢量方程 iℏψ̇ = Ĥψ 0 iℏψ̇ = V̂Iψ

算符方程 0 dÂ
dt = 1

iℏ [Â, Ĥ] dÂ
dt = 1

iℏ [Â, Ĥ0]
适合场合 波函数, 测量坍缩 守恒量, 算符代数, 经典对应 含时微扰, 共振, 旋转坐标

Table 2: 三种动力学绘景的完整对照. 所有绘景给出相同的矩阵元与物理预测.

绘景选择的准则

• 若需要直观的波函数图像、讨论测量与坍缩的时间顺序、或处理不含时的简单系
统, 选 Schrödinger 绘景.

• 若研究对象是算符的运动方程 (如自旋进动的 Heisenberg 方程)、守恒量的代数
表述, 或经典对应的直接形式, 选 Heisenberg 绘景.

• 若 Hamilton 算符分解为可解的” 自由” 部分与相互作用, 且关心含时微扰、跃迁
概率、共振行为或快速振荡的去除, 选相互作用绘景: 算符承载自由运动, 态矢量
承载相互作用, 微扰级数 (Dyson 级数) 与旋转坐标系 (RWA) 在此最自然.

三种绘景的预测完全相同, 选择标准是计算的简便, 而不是物理的真实.

相互作用绘景的思想并不局限于量子力学. 它的核心——把已知的、可解的演化分离出
来, 留下未知部分做微扰——正是量子场论中相互作用绘景与 Feynman 规则、含时密度
泛函理论与量子多体理论中相互作用表示 (interaction representation) 的共同出发点. 掌
握了这里的绘景变换, 便掌握了通向这些领域的第一块基石.
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