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Pauli 矩阵与二能级自旋 导言

导言

本讲从前一章末出现的 Pauli 矩阵接续, 一直推进到 Stern–Gerlach 实验. 与前面的一般
测量理论不同, 这里的舞台是二维 Hilbert 空间 H2 ≃ C2: 二能级系统是量子理论中最小
的非平凡系统, 而 Pauli 矩阵恰好为它提供了完整的算符语言. 全章的主线可以压缩为五
个环节

矩阵代数 −→抽象算符 −→本征态与投影 −→ Bloch 几何 −→ Stern–Gerlach 实验.

Pauli 矩阵先作为 2 × 2 复矩阵引入, 其乘法, 对易与反对易关系构成一个封闭的代数; 随
后把这些矩阵解释为作用于 H2 上的抽象算符, 本征值刻画测量结果, 投影算符把测量
和态制备联系起来; Bloch 球再把上述抽象结构映射为三维单位球面上的几何对象; 最后,
Stern–Gerlach 实验用不均匀磁场把本征值 ±ℏ/2 具体地实现出来. 图 1 给出这条逻辑地
图, 每一节的推导都会回到它.

矩阵代数 抽象算符 本征态与投影 Bloch 几何 SG 实验
σ̂iσ̂j = δij12 + iεijkσ̂k σ̂†

i = σ̂i = σ̂−1
i

P̂n,± = 1
2 (12 ± σ̂n) ρ̂ = 1

2 (12 + r · σ̂) Sn = ± ℏ
2

第 9讲末 第 11 讲

图 1: 全章逻辑主线. 五个环节依次推进: 矩阵代数提供计算结构, 抽象算符描述可观测
量, 本征态与投影连接状态和测量, Bloch 球给出几何表示, Stern–Gerlach 实验把本征值
±ℏ/2 具体实现出来.

本讲采用统一的记号, 并且全章不再更改. 坐标方向用 (1, 2, 3) 编号, 因此三个 Pauli 算符
写作 σ̂1, σ̂2, σ̂3; 普通三维矢量一律用粗斜体, 如 n,A,B; 量子力学算符一律戴帽; 虚数单
位与自然常数分别记作 i 与 e, Kronecker 符号与 Levi–Civita 符号写作 δij 与 εijk. 二维
Hilbert 空间中的单位算符记作 12. 在 σ̂3 方向, 两个本征态记作 |0⟩ , |1⟩; 在任意方向 n,
两个本征态记作 |σn; +⟩ 与 |σn; −⟩. 这些记号在后面用到时都会再次说明.
整个讲义由五个部分构成: 第一部分建立 Pauli 矩阵及其代数; 第二部分把矩阵推广为
M2(C) 的基底, 引入密度矩阵的 Pauli 展开与指数算符; 第三部分把矩阵解释为算符, 建
立 σ̂3 表象, 求解任意方向的 Pauli 算符; 第四部分给出 Bloch 球的几何; 第五部分把以上
结构应用到自旋 1/2 与 Stern–Gerlach 实验.
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Part I

Pauli矩阵与矩阵代数
本部分从三个 Pauli 矩阵出发, 建立它们的乘法代数, 导出迹与
行列式关系, 证明 Pauli 矢量恒等式, 并用电磁场中的动力学动
量作为第一个应用. 这一部分只处理矩阵与普通三维向量, 是
后续所有内容的基础.

内容概要

• 给出三个 Pauli 矩阵及其统一表达式, 理解 Kronecker 符号的作用.

• 完整推导对易, 反对易与乘法公式, 掌握 Levi–Civita 符号的方向性.

• 掌握 Pauli 矢量恒等式 (σ̂ · A)(σ̂ · B) 与 σ̂2
n = 12.

• 理解动力学动量分量不对易如何产生与 σ̂ · B 耦合的项.



Pauli 矩阵与二能级自旋 从 Pauli 矩阵到二能级系统

1
从 Pauli矩阵到二能级系统

1.1 三个 Pauli矩阵
三个 Pauli 矩阵定义为

Def. 1 三个 Pauli 矩阵

σ̂1 =

0 1
1 0

 , σ̂2 =

0 −i
i 0

 , σ̂3 =

1 0
0 −1

 .

再引入二维单位矩阵

σ̂0 = 12 =

1 0
0 1

 .

它们的下标 1, 2, 3 对应空间三个坐标方向 x1, x2, x3, 不是矩阵元指标.

三个矩阵中的每一个都只有一对非零矩阵元. σ̂1 交换两个基矢, σ̂2 在交换的同时改变相
位, σ̂3 则对两个基矢分别取相反的本征值. 后面会看到, 这种分工正是它们作为完整算符
基底的原因.

1.2 统一表达式
三个 Pauli 矩阵可以压缩为一个统一表达式

σ̂i =

 δi3 δi1 − iδi2

δi1 + iδi2 −δi3

 , i = 1, 2, 3. (1.1)

Kronecker 符号 δij 在 i = j 时取 1, 否则取 0, 它在矩阵元的位置上挑出下标 i 与行或列
指标相同的项. 例如取 i = 1, 则 δ13 = δ12 = 0 而 δ11 = 1, 右上与左下矩阵元都是 1, 其余
为 0, 恰好回到 σ̂1; 取 i = 2 时右上角为 −i, 左下角为 +i, 回到 σ̂2; 取 i = 3 时回到对角
矩阵 diag(1,−1). 因而式(1.1)用一条公式同时记录了三个矩阵,它也表明三个 Pauli矩阵
只有两个独立的实参数: 一个实对角元素和一个复非对角元素.

1.3 为什么关心这些矩阵
这些矩阵并非随手挑选的 2 × 2 矩阵. 它们同时承担两种角色: 一方面, {σ̂0, σ̂1, σ̂2, σ̂3} 构
成全部 2 × 2 复矩阵空间 M2(C) 的一组自然基 (第二部分会证明); 另一方面, 任何二能级
系统的可观测量都可以写成它们的实线性组合,自旋 1/2的角动量算符直接正比于 σ̂i. 因
此理解了这三个矩阵的代数, 就同时理解了矩阵表示, 自旋 1/2 以及一般的二能级系统.
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Pauli 矩阵与二能级自旋 Pauli 矩阵的代数

2
Pauli矩阵的代数

2.1 对易关系
Pauli 矩阵满足对易关系

[σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k, (2.1)

其中对重复指标 k 求和, εijk 是完全反对称的 Levi–Civita 符号: ε123 = 1, 交换任意两个
指标改变符号, 有两个指标相同时为零. 式(2.1) 说明三个 Pauli 矩阵互相不对易: 它们的
代数不是平凡的交换代数.
先显式计算一组, 例如

Eg. 1 σ̂1σ̂2 与 σ̂2σ̂1

直接做矩阵乘法,

σ̂1σ̂2 =

0 1
1 0

 0 −i
i 0

 =

 i 0
0 −i

 = iσ̂3,

σ̂2σ̂1 =

0 −i
i 0

 0 1
1 0

 =

−i 0
0 i

 = −iσ̂3.

两式相减即得 [σ̂1, σ̂2] = 2iσ̂3.

循环置换下标 (1, 2, 3) → (2, 3, 1) → (3, 1, 2) 保持 Levi–Civita 符号的符号不变, 因此

[σ̂2, σ̂3] = 2iσ̂1, [σ̂3, σ̂1] = 2iσ̂2.

而逆序置换改变符号, 例如 [σ̂2, σ̂1] = −[σ̂1, σ̂2]. 三个对易关系只需记住一个, 其余由循环
置换得到.

2.2 反对易关系
Pauli 矩阵同时满足反对易关系

{σ̂i, σ̂j} = 2δijσ̂0. (2.2)

当 i = j 时式(2.2) 给出

σ̂2
i = σ̂0 = 12,

7



Pauli 矩阵与二能级自旋 Pauli 矩阵的代数

即每个 Pauli 矩阵的平方是单位矩阵; 当 i ̸= j 时给出

σ̂iσ̂j = −σ̂jσ̂i,

即不同下标的两矩阵互相反对易. 于是同一下标对应单位矩阵, 不同下标对应符号的交
换, 这正是式(2.2) 用 δij 同时记录两种情形的含义.

2.3 乘法公式
把对易关系式(2.1) 与反对易关系式(2.2) 合并. 任意两个算符的乘积都可以拆成对称部分
与反对称部分,

σ̂iσ̂j = 1
2

{σ̂i, σ̂j} + 1
2

[σ̂i, σ̂j],

代入上面两组关系得到最重要的乘法公式

Prop. 1 Pauli 乘法公式

σ̂iσ̂j = δij12 + iεijkσ̂k .

这一条公式同时包含两种信息: i = j 时, 第二项因 εiik = 0 而消失, 只剩下 σ̂2
i = 12; i ̸= j

时, 第一项消失, 剩下 σ̂iσ̂j = iεijkσ̂k, 其符号由 (i, j, k) 是否为 1, 2, 3 的循环置换决定. 图
2 用三角循环表示这种方向性.

σ̂1 σ̂2

σ̂3

σ̂1σ̂2 = iσ̂3

σ̂2σ̂3 = iσ̂1σ̂3σ̂1 = iσ̂2

−iσ̂3

顺循环 εijk = +1
逆序 εijk = −1

图 2: Pauli 矩阵的循环代数. 沿 σ̂1 → σ̂2 → σ̂3 → σ̂1 的顺循环, 相邻乘积给出 +iσ̂k; 逆序
给出负号. 图中虚线箭头示意 σ̂2σ̂1 = −iσ̂3. 这正是 Levi–Civita 符号的方向性.

顺循环方向的乘法次序在式(2.1) 中表现为 εijk = +1, 逆序则取 −1. 因此图 2 不只是帮
助记忆三个关系, 它直接刻画了 Levi–Civita符号: 顺时针读下标是循环置换, 逆时针则改
变符号. 这条几何直觉在任意方向的 Pauli 算符对易关系中还会再次出现.

2.4 迹,行列式与正交性
由矩阵直接看出每个 Pauli 矩阵无迹, 再结合乘法公式可以得到一组迹关系
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Pauli 矩阵与二能级自旋 Pauli 矩阵的代数

Tr σ̂i = 0, Tr(σ̂iσ̂j) = 2δij, Tr(σ̂iσ̂jσ̂k) = 2iεijk, (2.3)

以及行列式

det σ̂i = −1.

迹关系式(2.3) 的第二条是后面一切展开公式的根源. 它说明在迹内积

⟨Â, B̂⟩ = Tr
(
Â†B̂

)
下, 三个 Pauli 矩阵彼此正交, 并且每个矩阵的范数平方为 Tr(σ̂2

i ) = 2. 加入 σ̂0 之后,
{σ̂0, σ̂1, σ̂2, σ̂3} 就构成 M2(C) 的一组正交基, 这正是下一部分要利用的事实.
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Pauli 矩阵与二能级自旋 Pauli 矢量恒等式

3
Pauli矢量恒等式

3.1 Pauli矢量算符
把三个 Pauli 算符组合成一个矢量算符

Def. 1 Pauli 矢量

σ̂ = e1σ̂1 + e2σ̂2 + e3σ̂3 .

这里 e1, e2, e3 是普通三维空间中的正交单位基矢. 需要注意, σ̂ 的三个” 分量” σ̂i 是作用
在二维 Hilbert 空间 H2 上的算符, 而基矢 ei 是普通三维空间中的向量. 因此 σ̂ 的每一
条分量都横跨两个空间: 指标 i 属于三维矢量空间, 算符 σ̂i 属于 H2 上的算符空间. 把两
者清晰分开, 是理解 Pauli 矢量恒等式的前提.

3.2 矢量恒等式
对任意两个普通三维矢量 A,B, 定义

σ̂ · A =
∑

i

Aiσ̂i,

利用乘法公式展开乘积:

(σ̂ · A)(σ̂ · B) = AiBjσ̂iσ̂j

= AiBj

(
δij12 + iεijkσ̂k

)
= AiBi 12 + iAiBjεijkσ̂k.

(3.1)

第一项中 AiBi = A · B 正是普通三维点积; 第二项中 AiBjεijk 正是叉积第 k 个分量的定
义 (A × B)k. 因此式(3.1) 可以改写成

Prop. 1 Pauli 矢量恒等式

(σ̂ · A)(σ̂ · B) = (A · B)12 + i σ̂ · (A × B) .

这是第一部分最重要的公式. 它的左边是两个 2 × 2 矩阵的乘积, 右边是一个标量倍的单
位矩阵加上另一个 2 × 2 矩阵. 换句话说, 普通三维空间中的点积与叉积完全决定了二维
算符的乘积结构: 三个 Pauli 算符之间的乘法关系被重新翻译成了三维矢量运算. 这也解
释了为什么二能级系统的代数如此简单 – 它由三维矢量的运算完全控制.
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Pauli 矩阵与二能级自旋 Pauli 矢量恒等式

3.3 单位矢量情形
在恒等式中取 A = B = n, 其中 n 是单位矢量. 此时 n · n = 1 且 n × n = 0, 于是

σ̂2
n = (n · σ̂)2 = 12. (3.2)

这里定义了沿任意方向 n的 Pauli算符 σ̂n = n·σ̂,它是后面第三部分的核心对象. 式(3.2)
表明无论方向如何, 平方都是单位矩阵. 由此立即得到幂次规律

σ̂2m
n = 12, σ̂2m+1

n = σ̂n, m = 0, 1, 2, . . .

偶数次幂回到单位矩阵, 奇数次幂回到算符本身. 这条规律把任意解析函数在 σ̂n 上的取
值简化为单位矩阵与 σ̂n 的线性组合, 是第二部分指数展开的基础. 同时, 从 σ̂2

n = 12 还
能直接读出本征值只能取 ±1, 这是第三部分将要证明的内容.

11
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4
电磁场中的动力学动量

4.1 动力学动量与它的非对易性
课堂用 Pauli 矢量恒等式处理带电粒子在电磁场中的动力学动量

π̂ = p̂ − q

c
A, (4.1)

其中 q 是电荷, c是光速, p̂ = −iℏ∇是正则动量算符, A是矢势. 直接套用矢量恒等式时,
形式上可以写出

(σ̂ · π̂)2 = π̂2 + i σ̂ · (π̂ × π̂).

现在的问题在于第二项: 这里的 π̂是算符,它的不同分量一般不对易,因此不能令 π̂×π̂ =
0. 这正是矢量恒等式中” 普通三维矢量” 与” 矢量算符” 的区别所在: 对普通矢量, 叉积
自己与自己必为零; 对算符, 只有各分量对易时才为零.

4.2 分量叉积的对易关系
先展开叉积的第 i 个分量

(π̂ × π̂)i = εijkπ̂jπ̂k. (4.2)

由于 εijk 关于 j, k 反对称, 可以对 j, k 对称化:

εijkπ̂jπ̂k = 1
2
εijk(π̂jπ̂k − π̂kπ̂j) = 1

2
εijk[π̂j, π̂k].

因此关键是求 [π̂j, π̂k]. 把式(4.1) 代入,

[π̂j, π̂k] =
[
p̂j − q

c
Aj, p̂k − q

c
Ak

]
= −q

c
[p̂j, Ak] − q

c
[Aj, p̂k].

(4.3)

这里 [p̂j, p̂k] = 0 与 [Aj, Ak] = 0, 而动量与位置函数之间的对易关系为

[p̂j, Ak] = −iℏ∂jAk, [Aj, p̂k] = iℏ∂kAj.

代入式(4.3) 得到

12
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[π̂j, π̂k] = iqℏ
c

(
∂jAk − ∂kAj

)
. (4.4)

括号里的量正是磁场的 i 分量与 Levi–Civita 符号的缩并: 记 Bi = εijk∂jAk, 则式(4.4) 结
合式(4.2) 给出

(π̂ × π̂)i = 1
2
εijk

iqℏ
c

(
∂jAk − ∂kAj

)
= iqℏ

c
Bi.

于是叉积的矢量形式为

π̂ × π̂ = iqℏ
c

B,

它不再为零,而是正比于磁场.

4.3 Pauli矢量恒等式的应用
把上述结果代回最初的展开,

i σ̂ · (π̂ × π̂) = i iqℏ
c

σ̂ · B = −qℏ
c

σ̂ · B,

最终得到

Prop. 1 动力学动量平方的分解

(σ̂ · π̂)2 = π̂2 − qℏ
c

σ̂ · B .

式(4.1) 中 π̂2 是动力学动量的动能项, 而 − qℏ
c

σ̂ · B 是一个新出现的耦合项: 它正比于磁
场, 并与 Pauli 算符点乘. 也就是说, 带电粒子的动力学动量各分量并不对易, 这种非对易
性在平方展开时必然产生一个与磁场和自旋耦合的额外项. 这个 σ̂ · B 项正是泡利方程
中自旋与磁场相互作用的来源,它不需要人为引入,而是从动力学动量的定义(4.1)直接推
导出来的.

13



Part II

Pauli基,密度矩阵与指数算符
本部分把第一部分的矩阵代数提升为二阶矩阵空间的基底理

论: 任意 2 × 2 复矩阵都能在 Pauli 基下唯一展开, 厄米与反厄
米条件分别对应实系数与纯虚系数; 密度矩阵的归一化条件给
出 Bloch 展开; 幺正矩阵条件则给出 SU(2) 的参数化与指数公
式.

内容概要

• 证明 {σ̂0, σ̂1, σ̂2, σ̂3} 构成 M2(C) 的基底, 掌握展开系数公式.

• 由迹归一化推导密度矩阵的 Bloch 展开 ρ̂ = 1
2(12 + r · σ̂).

• 理解 SU(2) 的参数化约束, 推导 Pauli 指数公式与自旋旋转算符的半
角结构.



Pauli 矩阵与二能级自旋 Pauli 基与 M2(C)

5
Pauli基与M2(C)

5.1 任意二阶矩阵的 Pauli展开
第一部分已经证明 {σ̂0, σ̂1, σ̂2, σ̂3} 在迹内积下两两正交. 由于 M2(C) 作为复向量空间是
四维的, 这四个彼此正交的算符恰好构成一组基底:

Prop. 1 Pauli 分解

每个线性算符 Â ∈ M2(C) 都能唯一展开为

Â =
3∑

µ=0
aµσ̂µ ,

其中 σ̂0 = 12, 展开系数由迹正交性给出

aµ = 1
2

Tr
(
σ̂µÂ

)
.

Pf 唯一性由基底的正交性保证. 展开系数可以从对两边取迹得到: 对 µ = 0, Tr
(
Â

)
=

a0 Tr σ̂0 = 2a0, 所以 a0 = 1
2 Tr Â. 对 µ = i, 先左乘 σ̂i 再取迹,

Tr
(
σ̂iÂ

)
=

∑
µ

aµ Tr(σ̂iσ̂µ) = a0 Tr σ̂i + aj Tr(σ̂iσ̂j) = 2ai,

中间用到 Tr σ̂i = 0 与 Tr(σ̂iσ̂j) = 2δij, 于是 ai = 1
2 Tr

(
σ̂iÂ

)
. 这就证明了系数公式. □

Pauli 分解的意义在于: 任何二阶算符的计算都可以归结为四个系数与三个基矢的运算.
这与第一部分末的结论一致 – 二能级系统的全部算符结构都由少量实数, 向量和叉积控
制.

5.2 厄米与反厄米条件
分解式还直接把厄米性翻译成系数的实性. 因为 σ̂†

µ = σ̂µ, 取厄米共轭得

Â† =
∑

µ

a∗
µσ̂µ,

由展开的唯一性, Â† = Â 当且仅当 a∗
µ = aµ. 因此
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Prop. 2 厄米与反厄米算符

若 Â = ∑
µ aµσ̂µ 是厄米算符, 则全部 aµ 为实数; 若 Â 是反厄米算符 (即 Â† = −Â),

则全部 aµ 为纯虚数.

特别地, 一般的厄米算符可以写成

Ĥ = a12 + b · σ̂, a ∈ R, b ∈ R3,

反厄米算符写成

Ŝ = i
(
a12 + b · σ̂

)
,

而任意算符都能唯一分解为厄米部分与反厄米部分之和

Â = Â+ Â†

2
+ Â− Â†

2
.

这些结果在密度矩阵的处理中会直接用到: 密度算符是厄米算符, 因此它的 Pauli 系数必
须是实数.

16



Pauli 矩阵与二能级自旋 二能级系统的密度矩阵

6
二能级系统的密度矩阵

6.1 密度矩阵的 Bloch展开
对二能级系统, Hilbert 空间是 H = C2, 密度矩阵 ρ̂ 是满足 ρ̂† = ρ̂, ρ̂ ≥ 0, Tr ρ̂ = 1 的
2 × 2 矩阵. 由 Pauli 分解, ρ̂ 可以展开为

ρ̂ = aσ̂0 + b · σ̂,

其中系数由上一节的知识应为实数. 归一化条件给出

Tr ρ̂ = aTr σ̂0 + b · Tr σ̂ = 2a = 1,

这里用到 Tr σ̂0 = 2 与 Tr σ̂i = 0. 因而 a = 1
2 . 令 r = 2b, 得到

Prop. 1 密度矩阵的 Bloch 展开

ρ̂ = 1
2

(
12 + r · σ̂

)
.

这里的 r 是一个三维实矢量. 本部分先把它当作展开系数引入; 它的几何意义 – 作为
Bloch 矢量, 给出状态在 Bloch 球上的位置 – 将在第四部分讨论. 目前只需要记住: 密度
矩阵的正规化自动消掉了 σ̂0 前面的系数, 只剩一个三维矢量 r 的自由度.
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7
SU(2)与 Pauli指数

7.1 SU(2)的参数化
特殊二阶酉群定义为

SU(2) =
{
U ∈ M2(C)

∣∣∣ U †U = 12, detU = 1
}
.

由 Pauli 分解, 任意 2 × 2 矩阵可写成 a012 + ia · σ̂ 的形式 (取 i 是为了让系数为实数).
考察酉条件: 若记

U = a0σ̂0 + ia · σ̂, a0 ∈ R, a ∈ R3,

则

U † = a0σ̂0 − ia · σ̂,

于是

U †U =
(
a012 − ia · σ̂

)(
a012 + ia · σ̂

)
= a2

012 + (a · σ̂)2

=
(
a2

0 + a2
)
12,

(7.1)

其中两个交叉项相互抵消,第二行到第三行用到平方公式 (a · σ̂)2 = a2
12. 因此 U †U = 12

等价于约束

a2
0 + a2 = 1, (7.2)

它说明 SU(2) 的矩阵等价于四维实单位球面 S3 ⊂ R4 上的点. 加上 detU = 1 后, U 正
是 a0,a 构成的单位四元数. 这个结构在后面讨论指数公式时会自然出现.

7.2 Pauli指数的闭式表达
对任意方向 n 的 Pauli 算符, 由于 σ̂2

n = 12, 偶数次幂和奇数次幂已经由第一部分给出.
把指数函数按 Taylor 级数展开并按奇偶分组:
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eiθσ̂n =
∞∑

k=0

(iθσ̂n)k

k!

=
∞∑

m=0

(−1)mθ2m

(2m)!
σ̂2m

n + i
∞∑

m=0

(−1)mθ2m+1

(2m+ 1)!
σ̂2m+1

n

=
( ∞∑

m=0

(−1)mθ2m

(2m)!

)
12 + i

( ∞∑
m=0

(−1)mθ2m+1

(2m+ 1)!

)
σ̂n.

(7.3)

两个括号分别是 cos θ 与 sin θ 的级数. 于是

Prop. 1 Pauli 指数公式

eiθσ̂n = cos θ 12 + i sin θ σ̂n .

这一闭式公式把指数算符约化为单位矩阵与 σ̂n 的线性组合, 是式(3.2) 的直接后果. 类似
地,

e−iθσ̂n = cos θ 12 − i sin θ σ̂n.

7.3 自旋旋转算符与半角结构
对于自旋 1/2 的空间旋转, 旋转算符习惯上写成

Û(n, α) = e− i
2 ασ̂n .

利用指数公式立即得到

Û(n, α) = cos α
2
12 − i sin α

2
σ̂n. (7.4)

这里 α 是三维空间中的旋转角, 而指数中出现的是 α/2. 图 3 展示了这一半角结构.
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α

物理空间
绕 n 转 α

Û(n, α) = e− i
2 ασ̂n

= cos α
2 12 − i sin α

2 σ̂n

α
2

态空间
旋角 α

2
α = 0

|ψ⟩

α = 2π

− |ψ⟩

α = 4π

|ψ⟩α = 0: |ψ⟩ α = 2π: − |ψ⟩ α = 4π: |ψ⟩

图 3: 自旋 1/2旋转算符的半角结构. 物理空间绕 n旋转角 α,在态空间对应旋角 α/2. 因
此绕整圈 α = 2π 时, 态矢变为 − |ψ⟩ (整体相位变号, 图中虚线反向箭头), 绕两圈 α = 4π
才回到 |ψ⟩.

半角 α/2 是自旋 1/2 表示的核心特征, 也是图 3 底部所示 2π 与 4π 区别的来源: 物理上
绕轴转一整圈不改变任何可观测效果, 但波函数已经获得一个负的整体相位. 这一现象正
是自旋在旋转下按二值表示 SU(2) 变换的体现. 这里只需把它作为式(7.4) 的直接推论,
不展开成一般群表示理论.
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Part III

Pauli算符与表象
本部分把 Pauli矩阵解释为作用于二维 Hilbert空间H2 的抽象

算符,建立 σ̂3表象,完成谱分解与升降算符,求解 σ̂1与 σ̂2的本

征态, 并推广到沿任意方向 n 的 Pauli 算符与它的投影算符.

内容概要

• 区分抽象算符与选定基底后的矩阵表示, 掌握厄米, 幺正, 对合三性合
一.

• 建立 σ̂3 表象与谱分解, 定义升降算符并求其作用.

• 求解 σ̂1, σ̂2 的本征态, 理解换表象不改变物理算符.

• 推导任意方向 σ̂n 的矩阵, 本征态与投影算符.



Pauli 矩阵与二能级自旋 Pauli 算符与表象

8
Pauli算符与表象

8.1 矩阵与算符
二维 Hilbert 空间 H2 ≃ C2 上的 Pauli 算符 σ̂i 是抽象线性映射 σ̂i : H2 → H2, 而 Pauli
矩阵是选定基底后这些算符的具体表示. 在给定基底下二者具有完全相同的矩阵形式, 因
此在不会引起混淆时经常不加区别地写 σ̂i, 但概念上必须清楚:

算符与矩阵的区别

算符是作用于 H2 上的抽象线性映射, 它不依赖任何基底的选取; 矩阵是选定基底后
算符的具体表示, 它随基底而变. 对同一算符 Â, 若基底经幺正变换 V̂ 改变, 新矩阵为
V̂ †ÂV̂ . 因此” 换表象” 改变的是矩阵, 不是算符.

这一区别在本部分反复出现. 例如 σ̂3 在本征基下是对角矩阵, 而在其他基底下就不是对
角矩阵, 但算符 σ̂3 本身始终不变.

8.2 厄米,幺正,对合三性
每个 Pauli 算符同时具有三种性质. 直接由矩阵计算可得

Prop. 1 Pauli 算符的三性

对 i = 1, 2, 3,
σ̂†

i = σ̂i = σ̂−1
i , σ̂2

i = 12.

三种性质分别是厄米性 (σ̂†
i = σ̂i), 幺正性 (σ̂†

i = σ̂−1
i ) 与对合性 (σ̂2

i = 12). 它们并非互不
相关的三条独立性质: 由厄米性与对合性合起来即可推出幺正性,

σ̂†
i σ̂i = σ̂2

i = 12.

厄米性保证本征值为实数, 因而 σ̂i 可以作为可观测量; 对合性则把本征值限制为 ±1. 事
实上, 设 σ̂i |λ⟩ = λ |λ⟩, 两边再作用一次 σ̂i, 利用 σ̂2

i = 12 得 λ2 = 1, 所以

λ = ±1. (8.1)
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|0⟩

|1⟩

|1⟩

|0⟩

+1

+1

σ̂1

σ̂1 |0⟩ = |1⟩
σ̂1 |1⟩ = |0⟩

|0⟩

|1⟩

|1⟩

|0⟩

+i

−i

σ̂2

σ̂2 |0⟩ = i |1⟩
σ̂2 |1⟩ = −i |0⟩

|0⟩

|1⟩

|0⟩

|1⟩

+1

−1

σ̂3

σ̂3 |0⟩ = |0⟩
σ̂3 |1⟩ = − |1⟩

图 4: 三个 Pauli 算符对基态 |0⟩ , |1⟩ 的作用. σ̂1 交换两个基态且相位为 +1; σ̂2 同样交换
基态, 但引入相对相位 ±i; σ̂3 不交换, 而是对两个基态分别给出 +1与 −1. 箭头上标注的
是作用后获得的系数.

图 4 直观地总结三个算符对基态的作用: σ̂1 起交换作用, σ̂2 在交换的同时改变相位, σ̂3
区分两个基态而不交换. 这些作用将直接对应 σ̂1, σ̂2, σ̂3 表象之间的本征态关系 (见第 10
节).
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9
σ̂3表象,谱分解与升降算符

9.1 σ̂3的本征值问题与表象

σ̂3 的本征值问题为

σ̂3 |σ3⟩ = σ3 |σ3⟩ ,

由式(8.1) 本征值为 σ3 = ±1. 把 +1 本征态记作 |0⟩, −1 本征态记作 |1⟩:

σ̂3 |0⟩ = |0⟩ , σ̂3 |1⟩ = − |1⟩ . (9.1)

在 σ̂3 表象中这两个态取列向量形式, 课堂上采用多组等价的记号

|0⟩ = |+⟩ = |↑⟩ =

1
0

 , |1⟩ = |−⟩ = |↓⟩ =

0
1

 .

它们满足正交归一关系

⟨0|0⟩ = ⟨1|1⟩ = 1, ⟨0|1⟩ = ⟨1|0⟩ = 0,

以及完备关系

|0⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨1| = 12. (9.2)

完备关系说明任意态都能在这组基下展开:

|ψ⟩ = c0 |0⟩ + c1 |1⟩ , c0 = ⟨0|ψ⟩ , c1 = ⟨1|ψ⟩ ,

归一化条件为 |c0|2 + |c1|2 = 1. 所谓 σ̂3 表象, 就是选择 σ̂3 的两个本征态 |0⟩ , |1⟩ 作为基
底. 类似地, 选择其他方向 Pauli 算符的本征态作为基底, 就得到相应方向的自旋表象.

9.2 σ̂3的谱分解

根据谱分解定理, 把本征值与本征投影重新组合,

σ̂3 = (+1) |0⟩ ⟨0| + (−1) |1⟩ ⟨1| = |0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨1| . (9.3)

在 σ̂3 表象中,
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|0⟩ ⟨0| =

1 0
0 0

 , |1⟩ ⟨1| =

0 0
0 1

 ,

于是式(9.3) 重新给出对角矩阵 diag(1,−1), 与 σ̂3 的定义一致. 反过来, 由完备关系(9.2)
与谱分解(9.3) 可以解出两个本征子空间的投影算符:

|0⟩ ⟨0| = 1
2

(12 + σ̂3), |1⟩ ⟨1| = 1
2

(12 − σ̂3).

把它们写成矩阵就是 diag(1, 0) 与 diag(0, 1), 与前面的外积形式一致. 这个” 谱分解加完
备关系反解投影” 的结构, 在任意方向 n 时会原样重现.

9.3 升降算符
以 σ̂3 本征值的高低为标记, 定义升降算符

Def. 1 升降算符

σ̂+ = |0⟩ ⟨1| =

0 1
0 0

 , σ̂− = |1⟩ ⟨0| =

0 0
1 0

 .

它们对两个基态的作用为

σ̂+ |1⟩ = |0⟩ , σ̂+ |0⟩ = 0, σ̂− |0⟩ = |1⟩ , σ̂− |1⟩ = 0.

因此 σ̂+ 把 σ̂3 本征值从 −1 提升到 +1, σ̂− 把本征值从 +1 降低到 −1, 这正是” 升” 与”
降” 的含义. 由矩阵相加可得 Pauli 算符与升降算符的相互表示

σ̂1 = σ̂+ + σ̂−, σ̂2 = −i(σ̂+ − σ̂−), (9.4)

反过来,

σ̂± = 1
2

(σ̂1 ± iσ̂2).

升降算符不是厄米的, 它们互为厄米共轭 σ̂†
+ = σ̂−, 并且是幂零算符 σ̂2

+ = σ̂2
− = 0. 两个

乘积则回到 σ̂3 的投影:

σ̂+σ̂− = |0⟩ ⟨0| = 1
2

(12 + σ̂3), σ̂−σ̂+ = |1⟩ ⟨1| = 1
2

(12 − σ̂3).

这些关系在后面 Stern–Gerlach 实验中并不直接出现, 但它们是自旋 1/2 角动量代数的雏
形, 也为理解 σ̂1 与 σ̂2 的本征态提供了方便.
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10
σ̂1与 σ̂2的本征态

10.1 σ̂1的本征态

求解本征方程

σ̂1 |σ1; ±⟩ = ± |σ1; ±⟩ ,

得到两组本征态:

Prop. 1 σ̂1 的本征态

|σ1; +⟩ = 1√
2

(|0⟩ + |1⟩) = 1√
2

1
1

 ,

|σ1; −⟩ = 1√
2

(|0⟩ − |1⟩) = 1√
2

 1
−1

 .

直接代入可验证: σ̂1 |σ1; +⟩ 把两行交换后仍等于 |σ1; +⟩ 本身, σ̂1 |σ1; −⟩ 交换两行后得到
负号. 因此在 σ̂1 的本征基中, σ̂1 是对角矩阵:

[
σ̂1

]
σ1

=

1 0
0 −1

 .

10.2 σ̂2的本征态

同理求解

σ̂2 |σ2; ±⟩ = ± |σ2; ±⟩ ,

得到

Prop. 2 σ̂2 的本征态

|σ2; +⟩ = 1√
2

(|0⟩ + i |1⟩) = 1√
2

1
i

 ,

|σ2; −⟩ = 1√
2

(|0⟩ − i |1⟩) = 1√
2

 1
−i

 .
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同样有 [σ̂2]σ2 = diag(1,−1). 图 5 把三组本征基之间的展开关系画在一起: 中间的 |0⟩ , |1⟩
是 σ̂3 基, 两侧分别是 σ̂1 与 σ̂2 的本征态, 箭头上的系数就是展开式中的叠加系数.

|0⟩

|1⟩

σ̂3 基

|σ1; +⟩

|σ1; −⟩

σ̂1 基
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

|σ2; +⟩

|σ2; −⟩

σ̂2 基
1√
2

i√
2

1√
2

− i√
2

每一组本征态都构成 H2 的一组完备正交基, 相互之间以 1√
2 与相位 i 联系

图 5: 三组 Pauli 本征基之间的关系. 以 σ̂3 基 |0⟩ , |1⟩ 为参照, σ̂1 与 σ̂2 的本征态都是它
们的等权叠加, 区别只在于组合系数中的相对相位 (±1 或 ±i).

比较两组本征态可以看出, 三组基的区别完全由叠加系数中的相位决定: 从 σ̂3 基到 σ̂1
基, 系数取 +1 或 −1; 到 σ̂2 基, 系数出现 ±i. 这正是图 4 中 σ̂2 引入相对相位的体现. 需
要注意, 所谓” 换表象” 只是改变基底, 物理算符 σ̂1, σ̂2, σ̂3 并没有变, 改变的只是它们在
新基底下的矩阵形式.
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11
任意方向的 Pauli算符

11.1 方向矢量与算符的矩阵形式
取三维单位矢量 n, 用球坐标参数化

n =


sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

 , 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π. (11.1)

沿 n 方向的 Pauli 算符定义为

Def. 1 任意方向的 Pauli 算符

σ̂n = n · σ̂ = n1σ̂1 + n2σ̂2 + n3σ̂3 .

在 σ̂3 表象中把三个矩阵代入, 得

σ̂n =

 n3 n1 − in2

n1 + in2 −n3

 . (11.2)

利用 n1 ± in2 = sin θ e±iϕ, 式(11.2) 化为

σ̂n =

 cos θ sin θ e−iϕ

sin θ eiϕ − cos θ

 . (11.3)

图 6 给出 n 在单位球上的球坐标: 极角 θ 从 x3 轴量起, 方位角 ϕ 在赤道面内从 x1 轴量
起, 图中还画出了 n 在赤道面上的投影.
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x1
x2

x3

n

投影

θ

ϕ

图 6: 任意方向单位矢量 n的球坐标. 极角 θ 从 x3 轴量起, 方位角 ϕ在赤道面内从 x1 轴
量起; 虚线是 n 到赤道面的投影. 方向 n 完全由 (θ, ϕ) 两个角参数确定.

11.2 本征值与本征态
由于 σ̂2

n = 12,仿照式(8.1) 的论证, σ̂n 的本征值仍为 ±1:

σn = ±1. (11.4)

这再次说明: 无论测量方向如何选取, Pauli 算符都只有两个本征值. 现在推导 +1 本征
态. 设 |σn; +⟩ = (a, b)T , 本征方程 σ̂n |σn; +⟩ = |σn; +⟩ 的第一行为

(cos θ − 1)a+ sin θ e−iϕb = 0.

利用半角公式

1 − cos θ = 2 sin2 θ

2
, sin θ = 2 sin θ

2
cos θ

2
,

得

b

a
= eiϕ tan θ

2
,

归一化后取 a = cos(θ/2), b = eiϕ sin(θ/2), 于是

|σn; +⟩ = cos θ
2

|0⟩ + eiϕ sin θ
2

|1⟩ . (11.5)

它就是课堂记作 |ψ(θ, ϕ)⟩ 的态, 与 |σn; +⟩ 是同一个态. 与它正交的 −1 本征态可以选取
为

|σn; −⟩ = −e−iϕ sin θ
2

|0⟩ + cos θ
2

|1⟩ . (11.6)
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容易验证 ⟨σn; +|σn; −⟩ = 0 且 σ̂n |σn; −⟩ = − |σn; −⟩, 两态还满足完备关系

|σn; +⟩ ⟨σn; +| + |σn; −⟩ ⟨σn; −| = 12.

需要注意的是, 式(11.6) 中的 −1 本征态允许乘以任意整体相位: 只要整体相位不变, 不
同教材可能写出形式不同但物理等价的表达式. 本讲全章统一使用式(11.6) 这一选法. 图
7 把两个本征态画在球面上, 它们分别指向 n 与 −n.

x1
x2

x3

|σn; +⟩

|σn; −⟩

图 7: 任意方向 Pauli算符的两个本征方向. |σn; +⟩指向 n, |σn; −⟩指向相反方向 −n (用
虚线表示其在球面的背面). 两个方向相反, 对应的本征态正交.

11.3 投影算符
利用谱分解与完备关系, 两个本征方向的投影算符为

Prop. 1 任意方向的投影算符

P̂n,± = |σn; ±⟩ ⟨σn; ±| = 1
2

(
12 ± σ̂n

)
.

Pf 由 σ̂2
n = 12 直接验证投影性, 正交性与完备性:

P̂ 2
n,± = 1

4
(
12 ± 2σ̂n + 12

)
= P̂n,±,

P̂n,+P̂n,− = 0, P̂n,+ + P̂n,− = 12.

□
同时, σ̂n 的谱分解写作

σ̂n = (+1)P̂n,+ + (−1)P̂n,− = P̂n,+ − P̂n,−.

投影算符 P̂n,± 在本章末尾的 Stern–Gerlach实验中承担核心角色: 选择一条输出支路, 在
数学上就是施加相应的投影算符.
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Part IV

Bloch球
本部分把二能级纯态参数化, 建立它与三维单位球面上点的一
一对应, 标出六个特殊态, 再引入密度矩阵的 Bloch 表示, 说明
纯态,混合态与完全混合态在球上的位置,并把 Bloch矢量解释
为三个 Pauli 算符的期望值.

内容概要

• 理解四个实参数如何经过归一化与整体相位减少为两个, 得到
|ψ(θ, ϕ)⟩.

• 在 Bloch 球上标出六个特殊态的位置与相位.

• 推导纯态与一般密度矩阵的 Bloch 展开, 区分球面纯态与球内混合态.

• 证明 Bloch 矢量 r = ⟨σ̂⟩.



Pauli 矩阵与二能级自旋 Bloch 球

12
Bloch球

12.1 纯态的参数化
任意归一化的二能级纯态可以写成

|ψ⟩ = c0 |0⟩ + c1 |1⟩ , |c0|2 + |c1|2 = 1.

两个复系数 c0, c1 原本包含四个实参数. 归一化条件消去一个实参数; 整体相位没有物理
意义, 又消去一个实参数. 因此一个纯态最终由两个实参数决定. 选择适当的整体相位后,
可以写成

Prop. 1 纯态的球坐标参数化

|ψ(θ, ϕ)⟩ = cos θ
2

|0⟩ + eiϕ sin θ
2

|1⟩ .

其中 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π.

比较式(11.5) 可以看出, |ψ(θ, ϕ)⟩ 正好就是 σ̂n 的 +1 本征态, 其中

n =


sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

 .

因此每个二能级纯态都对应一个三维单位矢量 n, 反之亦然. 这就是 Bloch 球的核心思
想: 用三维实单位球面上的点来几何化二维复 Hilbert 空间中的物理纯态. 需要注意, 这
并不表示 Hilbert 空间本身是三维的, 而是说纯态的空间 CP 1 同胚于球面 S2, 单位球只
是它的一个方便表示.

12.2 六个特殊态
把若干特殊的角度代入参数化, 得到六个具有典型意义的本征态:

• 北极 θ = 0: |ψ(0, 0)⟩ = |0⟩, 对应 n = (0, 0, 1);
• 南极 θ = π: |ψ(π, 0)⟩ = |1⟩, 对应 n = (0, 0,−1);
• +e1 方向 (π

2 , 0): |0⟩+|1⟩√
2 = |σ1; +⟩;

• −e1 方向 (π
2 , π): |0⟩−|1⟩√

2 = |σ1; −⟩;

• +e2 方向 (π
2 ,

π
2 ): |0⟩+i|1⟩√

2 = |σ2; +⟩;

• −e2 方向 (π
2 ,

3π
2 ): |0⟩−i|1⟩√

2 = |σ2; −⟩.
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前两个是 σ̂3 的本征态, 后四个分别是 σ̂1 与 σ̂2 的本征态. 它们在 Bloch 球面上的位置画
在图 8 中: 两个极点是 σ̂3 的本征方向, 赤道上的四个点则沿 x1, x2 两个互相垂直的方向
分布. 这六个态构成三组互相” 无偏” 的基: 任意一组本征态在另一组本征态上的投影的
模平方都是 1/2, 这正是图 5 中叠加系数的几何意义.

北极 |0⟩

南极 |1⟩

+e1: |0⟩+|1⟩√
2

−e1: |0⟩−|1⟩√
2

+e2: |0⟩+i|1⟩√
2

−e2: |0⟩−i|1⟩√
2

图 8: Bloch 球上的六个特殊态. 两极是 σ̂3 的本征态, 赤道上 +e1,−e1 方向是 σ̂1 的本征
态, +e2,−e2 方向是 σ̂2 的本征态. 引线把公式标签引出球面, 避免公式压到球面上.

12.3 纯态的密度矩阵
对纯态 |ψ(θ, ϕ)⟩ 构造密度矩阵

ρ̂ = |ψ(θ, ϕ)⟩ ⟨ψ(θ, ϕ)| .

把参数化代入并展开:

ρ̂ =

 cos2 θ
2

1
2 sin θ e−iϕ

1
2 sin θ eiϕ sin2 θ

2

 .

利用半角公式

cos2 θ

2
= 1 + cos θ

2
, sin2 θ

2
= 1 − cos θ

2
, 2 sin θ

2
cos θ

2
= sin θ,

得到

ρ̂ = 1
2

1 + cos θ sin θ e−iϕ

sin θ eiϕ 1 − cos θ

 . (12.1)

与式(11.3) 比较可见, 非对角元由 n · σ̂ 的对角化形式给出, 因此
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ρ̂ = 1
2

(
12 + n · σ̂

)
, |n| = 1. (12.2)

纯态对应 |n| = 1, 位于 Bloch 球面上.

12.4 混合态与 Bloch球内部
一般二能级系统的密度矩阵是厄米算符, 由第二部分的 Pauli 展开, 可以写成

ρ̂ = 1
2

(
12 + r · σ̂

)
. (12.3)

正定性要求 |r| ≤ 1. 三种情形对应三种物理状态, 如图 9:

• |r| = 1: 纯态, 位于 Bloch 球面上;
• 0 < |r| < 1: 混合态, 位于 Bloch 球内部;
• r = 0: 完全混合态 ρ̂ = 1

212, 位于球心.

纯态 |r| = 1

混合态 0 < |r| < 1

完全混合态 r = 0

ρ̂ = 1
2(12 + r · σ̂), |r| ≤ 1

图 9: Bloch 球内部的三类状态. 长度为 1 的矢量对应球面上的纯态, 长度小于 1 的矢量
对应球内的混合态, 球心是 ρ̂ = 1

212 的完全混合态.

这里需要明确区分两种” 混合”. 式(12.2) 的纯态是态矢量的相干叠加 |ψ(θ, ϕ)⟩, 它的非对
角元承载相位信息;式(12.3)中 |r| < 1的混合态则是不同纯态按经典概率的统计混合,整
体相位的差别不再存在. 密度矩阵同时容纳这两种描述, 是它相对于态矢量更一般的根本
原因.

12.5 Bloch矢量与期望值
由式(12.3) 与迹关系 Tr(σ̂iσ̂j) = 2δij 可以把 r 的分量提取出来:

Tr(ρ̂σ̂i) = 1
2

Tr
(
(12 + r · σ̂)σ̂i

)
= 1

2
(
Tr σ̂i + rj Tr(σ̂jσ̂i)

)
= ri.
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而 Tr(ρ̂σ̂i) = ⟨σ̂i⟩ 正是 Pauli 算符的期望值. 因此

Prop. 2 Bloch 矢量

r = ⟨σ̂⟩ .

即 Bloch 矢量由三个 Pauli 算符的期望值组成:

r =


⟨σ̂1⟩
⟨σ̂2⟩
⟨σ̂3⟩

 .

对纯态 |ψ(θ, ϕ)⟩, 由式(12.2) 得 r = n, 因此 ⟨σ̂i⟩ = ni. 图 10 画出一般情形下 Bloch 矢量
及其在三个坐标轴上的正交投影, 投影长度正是三个期望值.

x1
x2

x3

⟨σ̂1⟩ ⟨σ̂2⟩

⟨σ̂3⟩
r

图 10: Bloch矢量 r = ⟨σ̂⟩及其正交投影. 三个坐标轴上的投影分别是 ⟨σ̂1⟩, ⟨σ̂2⟩, ⟨σ̂3⟩. 对
纯态, r = n, 矢量恰好落在球面上.

对自旋 1/2 粒子, Ŝ = ℏ
2 σ̂, 所以 ⟨Ŝ⟩ = ℏ

2r. 因此 Bloch 矢量描述的是平均自旋的方向, 而
σ̂n 表示沿该方向进行二值测量的可观测量. 这两种视角 – 平均方向与二值测量 – 在下一
部分的 Stern–Gerlach 实验中被明确区分开.
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Part V

自旋 1/2与 Stern--Gerlach实验
本部分把 Pauli 算符与自旋算符 Ŝ = ℏ

2σ̂ 联系起来, 然后用
Stern–Gerlach 实验把抽象的本征值, 本征态, 态制备与测量概
率具体实现出来, 最后用几何语言说明不同方向测量何时相
容.

内容概要

• 明确 σ̂n 与 Ŝn 本征值的区别 (±1 与 ±ℏ
2).

• 理解 Stern–Gerlach 装置既是测量装置又是态制备装置.

• 分析三个级联实验的输入态, 基底展开, 支路概率与测量后状态.

• 推导任意两方向的测量概率与对易关系, 掌握其几何意义.
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13
Pauli算符与自旋 1/2

对自旋 1/2 系统, 自旋角动量算符定义为

Def. 1 自旋算符

Ŝ = ℏ
2

σ̂ .

因此三个分量为 Ŝi = ℏ
2 σ̂i, 沿任意方向 n 的自旋分量为

Ŝn = n · Ŝ = ℏ
2
σ̂n.

由于 σ̂n 的本征值为 ±1, Ŝn 的本征值为

Sn = ±ℏ
2
. (13.1)

这里必须严格区分两种本征值:

±1 与 ±ℏ
2

σ̂n 的本征值是 ±1, 无量纲; Ŝn 的本征值是 ±ℏ
2 , 具有角动量量纲. 二者只相差常数

ℏ/2, 因此本征态完全相同: 满足 σ̂n |σn; ±⟩ = ± |σn; ±⟩ 的态也是 Ŝn 相应于 ±ℏ
2 的本

征态. 约定不同, 物理内容不变, 但混用会造成量纲错误.

三个自旋分量满足角动量代数

[
Ŝi, Ŝj

]
= iℏεijkŜk, (13.2)

它可由 [σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k 乘以 (ℏ/2)2 得到. 特别是
[
Ŝ1, Ŝ3

]
= −iℏŜ2 ̸= 0. 这一不对易性

正是下一节实验现象的算符根源.
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14
Stern--Gerlach实验

14.1 装置的基本思想
Stern–Gerlach 实验把一束具有磁矩的中性原子送入不均匀磁场. 中性原子整体不带电,
但具有磁矩, 磁矩与自旋角动量成正比

µ̂ = γŜ,

其中 γ 是旋磁比. 磁矩在磁场中的相互作用哈密顿量为

Ĥint = −µ̂ · B.

若磁场主要沿 x3 方向, 并在该方向存在梯度, 则

Ĥint ≃ −µ̂3B3,

原子受到沿 x3 方向的力为

F̂3 = −∂Ĥint

∂x3
= µ̂3

∂B3

∂x3
. (14.1)

因此不同的磁矩 x3 分量会使原子沿不同方向偏转. 图 11 画出整套装置: 原子源经准直
狭缝射入非均匀磁场, 出射后打到屏幕上.

原子源

N

S

∂B3
∂x3

屏
幕

S3 = +ℏ
2

S3 = −ℏ
2

经典预期: 连续展宽

连续分布
实际观察:

两条分离的原子束

图 11: Stern–Gerlach 装置与两种预期. 原子源经准直狭缝产生细束, 通过沿 x3 方向有
梯度的非均匀磁场后偏转, 在屏幕上留下两个分离落点. 左下小图对比: 经典图像中磁矩
取向连续, 预期在屏幕上出现连续展宽的条带; 实验实际观察到两条分离的原子束, 对应
S3 = ±ℏ

2 两个本征值.
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经典图像中, 如果磁矩方向可以连续取值, 则 µ3 连续变化, 屏幕上应当出现连续展宽的分
布. 但实验观察到原子束分裂为两束, 分别对应

S3 = +ℏ
2

与 S3 = −ℏ
2
.

这正是式(13.1)中 Ŝ3 的两个本征值. 因此 Stern–Gerlach实验直接说明: 沿所选择方向的
自旋测量只有两个可能结果, 这是量子力学测量公理在最简单的非平凡系统上的直接体
现.

14.2 测量装置与态制备装置

把沿 x3 方向的不均匀磁场装置记作 SG3. 它测量 σ̂3 或等价的 Ŝ3 = ℏ
2 σ̂3, 两个输出支路

分别为

|0⟩ ⇐⇒ σ3 = +1 ⇐⇒ S3 = +ℏ
2
,

|1⟩ ⇐⇒ σ3 = −1 ⇐⇒ S3 = −ℏ
2
.

如果把某一支路挡住, 只保留另一支路, 输出的原子束就处于确定的本征态. 例如挡住
S3 = −ℏ/2 支路, 输出原子束处于 |0⟩. 因此 SG3 装置既可以作为测量装置 (告诉入射束
中各成分的比例), 也可以作为态制备装置 (筛选出确定的本征态). 沿任意方向 n 的装置
SGn 同理: 它测量 σ̂n = n · σ̂, 把原子束分成 |σn; +⟩ 与 |σn; −⟩ 两条支路.
测量与态制备必须分开 (见概念辨析): 测量装置给出结果与概率, 而” 经过装置并选择某
一支路” 同时制备了测量后的状态. 下面的级联实验反复利用这两个功能.

14.3 同方向的连续测量
先通过第一个 SG3 的正支路制备 |0⟩, 再把这束原子送入第二个 SG3. 由于

σ̂3 |0⟩ = |0⟩ ,

第二次测量必定仍得到 σ3 = +1:

P (σ3 = +1) = 1, P (σ3 = −1) = 0.
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SG3

挡去

|0⟩
SG3

σ3 = +1, P = 1

σ3 = −1, P = 0

图 12: SG3 → SG3 级联. 第一个 SG3 的负支路被挡去, 选出的正支路 |0⟩ 进入第二个
SG3, 全部原子从正支路射出 (P = 1), 负支路为空 (P = 0). 同方向重复测量在已处于本
征态的条件下结果不变.

如图 12 所示, 第二次测量只出现正支路. 这说明第一次测量之后系统已处于 σ̂3 的本征态
|0⟩: 在同方向本征态上, 测量结果确定, 概率为 1. 这是投影测量的自然推论 – 测量后状
态是投影到相应本征子空间的态, 重复测量不再改变它.

14.4 先测 σ̂3再测 σ̂1

把 SG3 正支路制备的 |0⟩ 送入 SG1. 将 |0⟩ 在 σ̂1 本征基中展开,

|0⟩ = 1√
2

(
|σ1; +⟩ + |σ1; −⟩

)
.

因此两个测量结果的概率为

P (σ1 = +1) =
∣∣∣⟨σ1; +|0⟩

∣∣∣2 = 1
2
, P (σ1 = −1) =

∣∣∣⟨σ1; −|0⟩
∣∣∣2 = 1

2
.

SG3

挡去

|0⟩
SG1

|σ1; +⟩ , P = 1
2

|σ1; −⟩ , P = 1
2

图 13: SG3 → SG1 级联. 输入 |0⟩ 在 σ̂1 本征基中展开为等权叠加, 两个支路 |σ1; +⟩ 与
|σ1; −⟩ 各以概率 1/2 出现. |0⟩ 是 σ̂3 的本征态, 但不是 σ̂1 的本征态.

如图 13 所示, 实验上 SG1 后的原子束等强度地分成两束. 这说明 |0⟩ 虽然是 σ̂3 的本
征态, 却不是 σ̂1 的本征态: 尽管 S3 已经完全确定, S1 的测量结果仍然是随机的. 这里
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的” 各有一半” 来自概率幅的模方, 而不是因为一半原子原来具有 σ1 = +1, 另一半具有
σ1 = −1.

14.5 中间测量破坏原先确定的分量
考虑三级联装置

SG3 −→ SG1 −→ SG3.

先选择第一个 SG3 的正支路, 系统处于 |0⟩; 再选择 SG1 的正支路, 系统变为

|σ1; +⟩ = 1√
2

(
|0⟩ + |1⟩

)
;

最后再次测量 σ̂3, 得到

P (σ3 = +1) =
∣∣∣⟨0|σ1; +⟩

∣∣∣2 = 1
2
, P (σ3 = −1) =

∣∣∣⟨1|σ1; +⟩
∣∣∣2 = 1

2
.

SG3

挡去

|0⟩
SG1

挡去

|σ1; +⟩
SG3

|0⟩ , P = 1
2

|1⟩ , P = 1
2

图 14: SG3 → SG1 → SG3 级联. 第一个 SG3 制备 |0⟩, SG1 的负支路被挡去, 只保留正
支路 |σ1; +⟩; 最后送入第二个 SG3, 两条支路重新以概率 1/2 各出现一次. 中间测量使最
初确定的 S3 = +ℏ

2 信息丢失.

如图 14 所示, 虽然最初已经制备了确定的 σ3 = +1 态, 但中间进行 σ̂1 测量后, 原先确定
的 σ3 信息不再保留. 其算符原因是

[σ̂3, σ̂1] = 2iσ̂2 ̸= 0,

所以 σ̂3 与 σ̂1 没有共同本征态: |0⟩ 虽是 σ̂3 的本征态, 却同时是 σ̂1 两个本征态的等权叠
加. 因此不能把测量理解为” 被动读取粒子原本就具有的数值” – 在量子力学中, 测量通
常伴随状态改变.
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14.6 任意两个方向的测量概率
设系统处于沿 n 方向的正本征态 |σn; +⟩, 随后测量沿 m 方向的 Pauli 算符 σ̂m. 正结果
对应的投影算符为

P̂m,+ = 1
2

(
12 + m · σ̂

)
,

初态密度矩阵为

ρ̂n,+ = 1
2

(
12 + n · σ̂

)
.

由 Born 规则, 正结果的概率为

P (m,+|n,+) = Tr
(
ρ̂n,+P̂m,+

)
= 1

4
Tr

(
(12 + n · σ̂)(12 + m · σ̂)

)
= 1

2
(1 + n · m),

(14.2)

其中用到 Tr12 = 2, Tr σ̂i = 0与 Tr(σ̂iσ̂j) = 2δij. 若 α是 n与m的夹角,则 n·m = cosα,
于是

Prop. 1 任意两方向的测量概率

P (m,+|n,+) = 1
2

(1 + n · m) = cos2 α

2
,

P (m,−|n,+) = 1
2

(1 − n · m) = sin2 α

2
.

三个特殊情况值得单独记住:

α = 0 : P+ = 1, P− = 0, α = π

2
: P+ = P− = 1

2
, α = π : P+ = 0, P− = 1.

同方向重复测量得到相同结果; 垂直方向等概率; 反方向的正本征态等价于原方向的负本
征态. 图 15 把这一公式画在球上: 概率完全由两个方向的夹角 α 决定.
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n

m

α

P (m,+|n,+) = cos2 α
2 , P (m,−|n,+) = sin2 α

2

图 15: 任意两方向测量概率的几何表示. 在包含 n 与 m 的大圆截面上, 两者夹角为 α;
沿 m 测量得到 + 与 − 的概率分别是 cos2 α

2 与 sin2 α
2 . 概率被转化为球面上的几何夹角.

这一结果把 Stern–Gerlach 实验与 Bloch 球几何直接联系起来: 测量概率不再是抽象的内
积模方, 而是两个方向之间的夹角. 这正是第四部分建立的几何语言的回报.

14.7 不同方向算符的对易关系
沿两个方向 n,m 的 Pauli 算符的对易子可以用对易关系式(2.1) 直接展开:

[σ̂n, σ̂m] = [niσ̂i,mjσ̂j]
= nimj[σ̂i, σ̂j]
= 2inimjεijkσ̂k

= 2i σ̂ · (n × m).

(14.3)

因此

Prop. 2 不同方向 Pauli 算符的对易关系

[σ̂n, σ̂m] = 2i σ̂ · (n × m) .

当且仅当 n × m = 0, 即两个方向平行或反平行时, 两个 Pauli 算符对易. 否则它们不对
易, 没有共同本征态, 相应的 SG 测量是不相容测量. 图 16 把这一几何判据画出来.
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(a) 共线

n
m

n × m = 0
[σ̂n, σ̂m] = 0
测量相容

(b) 非共线
n

m

n × m ̸= 0
[σ̂n, σ̂m] ̸= 0
测量不相容

图 16: 对易与测量相容性的几何判据. (a) 两个方向平行或反平行时叉积为零, 算符对易,
测量相容; (b) 两个方向非共线时叉积非零, 算符不对易, 测量不相容, 不能同时确定两个
方向的自旋分量.

这与式(13.2) 的自旋对易关系一致: 例如
[
Ŝ1, Ŝ3

]
= −iℏŜ2 ̸= 0, 对应 e1 × e3 = −e2 ̸= 0.

几何上, 只有测量轴完全共线的 SG 装置才互相相容; 一旦方向不同, 先后测量就会互相
干扰. 这正是第五部分一开头” 自旋分量为什么不能同时确定” 的完整答案.
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15
本章总结

全章从矩阵代数出发,经过算符与表象, 到达 Bloch 几何与实验, 这正是图 1 的逻辑地图.
五个环节各贡献一个不可替代的要素:

环节 在全章中的作用

Pauli 矩阵 提供封闭的代数结构, 一切计算的起点
Pauli 算符 表示二能级系统的可观测量, 三性合一
本征态与投影算符 连接状态与测量, 给出态制备的数学描述
Bloch 球 把纯态与混合态几何化为单位球面上的点

Stern–Gerlach 实验 实现态制备与方向测量, 验证 ±ℏ
2

回顾每一部分的推进方式: 第一部分建立 Pauli 矩阵的乘法代数与矢量恒等式; 第二部
分证明它们构成 M2(C) 的基底, 并由此写出密度矩阵的 Bloch 展开与指数算符; 第三部
分把矩阵解释为算符, 建立 σ̂3 表象, 求出任意方向 σ̂n 的本征态与投影算符; 第四部分
用 Bloch 球给出几何表示, 说明纯态与混合态的位置; 第五部分以自旋 1/2 为桥梁, 用
Stern–Gerlach 实验实现了本征值, 态制备与测量概率.
贯穿全章的一条主线是: 二能级系统的全部结构都由三维矢量的运算控制. Pauli 乘法公
式归结为点积与叉积, Bloch 矢量与期望值对应, 测量概率归结为夹角, 对易性归结为共
线. 这套” 代数–算符–状态–几何–实验” 的完整链条, 就是本讲所要传达的量子力学基本
图景.
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A
核心公式速查

主题 公式

Pauli乘法公式 σ̂iσ̂j = δij12 + iεijkσ̂k

对易, 反对易 [σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k, {σ̂i, σ̂j} = 2δij12

迹与行列式 Tr σ̂i = 0, Tr(σ̂iσ̂j) = 2δij, Tr(σ̂iσ̂jσ̂k) = 2iεijk, det σ̂i =
−1

Pauli 矢量恒等式 (σ̂ · A)(σ̂ · B) = (A · B)12 + iσ̂ · (A × B)

任意方向算符 σ̂n = n · σ̂, σ̂2
n = 12, 本征值 ±1

投影算符 P̂n,± = 1
2(12 ± σ̂n)

指数公式 eiθσ̂n = cos θ 12 + i sin θ σ̂n, Û(n, α) = e− i
2 ασ̂n

本征态 |σn; +⟩ = cos θ
2 |0⟩ + eiϕ sin θ

2 |1⟩, |σn; −⟩ 正交

密度矩阵 ρ̂ = 1
2(12 + r · σ̂), |r| ≤ 1, r = ⟨σ̂⟩

自旋 Ŝ = ℏ
2 σ̂, Ŝn 本征值 ±ℏ

2

测量概率 P (m,±|n,+) = 1
2(1 ± n · m) = cos2 α

2 或 sin2 α
2

对易关系 [σ̂n, σ̂m] = 2iσ̂ · (n × m)
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B
符号与物理意义对照表

符号 含义

H2 ≃ C2 二能级系统的 Hilbert 空间
12 二维 Hilbert 空间中的单位算符
σ̂1, σ̂2, σ̂3 三个 Pauli 算符 (对应方向 x1, x2, x3)
σ̂ Pauli 矢量算符
σ̂n 沿单位矢量 n 的 Pauli 算符, 本征值 ±1
Ŝ, Ŝn 自旋算符及其 n 分量, 本征值 ±ℏ

2

|0⟩ , |1⟩ σ̂3 的 +1,−1 本征态
|σn; +⟩ , |σn; −⟩ σ̂n 的两个本征态

P̂n,± 沿 n 方向两个结果的投影算符

r 状态的 Bloch 矢量, |r| ≤ 1
ρ̂ 密度算符

n 单位方向矢量 (球坐标 (θ, ϕ))
Û(n, α) 绕 n 旋转 α 的自旋旋转算符

SGn 沿 n 方向的不均匀磁场装置 (测量与态制备)
P (m,±|n,+) 先处于 n 正本征态再测 m 得到 ± 的概率
δij Kronecker 符号
εijk Levi–Civita 符号
i, e, ℏ 虚数单位, 自然常数, 约化 Planck 常数
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C
练习

1. 用 Pauli乘法公式计算 σ̂1σ̂2σ̂3 以及 (σ̂ · a)(σ̂ · b)(σ̂ · c), 其中 a, b, c是任意三维矢量.
2. 对给定的 θ, ϕ, 验证式(11.5) 与(11.6) 确实是 σ̂n 的 ±1 本征态, 并验证 |σn; −⟩ 取其
他整体相位时物理不变.

3. 设

ρ̂ =

 3
4

i
4

− i
4

1
4

 .

求它的 Bloch 矢量 r 与纯度 Tr ρ̂2, 并判断它是纯态还是混合态.
4. 系统处于 |σn; +⟩, 其中 n 与 m 的夹角为 60◦. 沿 m 方向测量, 求两条支路的概率.
5. 判断下列两个方向的测量是否相容: n = 1√

2(1, 1, 0), m = 1√
2(1,−1, 0). 若不相容, 求

出 [σ̂n, σ̂m].

C.1 练习提示
1. 先算 σ̂1σ̂2 = iσ̂3, 再乘 σ̂3 得 i12; 三重乘积利用乘法公式展开, 结果含 a × b 与 a · b
的组合.

2. 直接代入 σ̂n 的矩阵(11.3) 即可; 整体相位 eiδ 不改变内积模方与投影算符.
3. 由 r = (Tr(ρ̂σ̂1),Tr(ρ̂σ̂2),Tr(ρ̂σ̂3))得 r = (0,−1

2 ,
1
2),从而 |r| = 1√

2 < 1, Tr ρ̂2 = 3
4 < 1,

是混合态.
4. P+ = cos2 30◦ = 3

4 , P− = sin2 30◦ = 1
4 .

5. n × m = (0, 0,−1) ̸= 0, 故不相容, 且 [σ̂n, σ̂m] = −2iσ̂3 ̸= 0.
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