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导言

我们此前对量子力学的处理,一直沿着两条路线展开. Schrödinger 波动力学把态用波
函数 ψ(x, t) 描述, 其演化由含时 Schrödinger 方程决定; Heisenberg 矩阵力学把注意力放
在算符上, 观测量由算符及其对易关系构成, 其时间演化由 Heisenberg 方程决定. 这两条
路线在数学上完全等价,在概念上分别对应经典力学的 Hamilton–Jacobi理论与 Hamilton
正则形式. 本讲介绍第三条路线: Feynman 路径积分. 它既不把波函数, 也不把算符作为
出发点, 而以“从一点到另一点的跃迁振幅”为基本对象, 并把这一振幅表述为对所有可
能路径的求和.

本讲分为三章和一篇附录. 第一章从整体上俯瞰路径积分: 陈述它的核心公式, 用
图形刻画其物理图像, 并与正则量子化对比, 说明各自的优劣以及推广到量子场论的难
易. 第二章从 Schrödinger 绘景 (S 绘景) 的波动力学出发, 通过传播子一步一步地“导
出”路径积分: 先给出传播子如何把初始波函数变为任意时刻的波函数, 再把传播子分解
为短时传播子的乘积,接着推导短时传播子的显式表达式,最后分析这一过程的物理意义.
第三章把路径积分作为公设来叙述, 在只涉及高等量子力学、不引入泛函分析的范围内,
从公设严格推出 Schrödinger 方程与传播子的全部性质. 附录回顾路径积分从 Dirac 到
Feynman 再到场论的发展简史.

符号与约定

态矢量写作右矢 |ψ〉, 其共轭写作左矢 〈ϕ|; 内积写作 〈ϕ|ψ〉, 算符的矩阵元写作
〈ϕ|Â|ψ〉. 位置本征态写作 |x〉, 它在 Schrödinger 绘景中不含时; 传播子写作
K(x′′, t;x′, t0). Hamilton 算符写作 Ĥ, 动能算符写作 T̂ , 单位算符写作 Î, Hilbert
空间写作 H . 虚数单位、自然对数的底与微分号分别写作 i, e 与 d. 路径积分测度写
作 D[x(t)], 经典作用量写作 S[x(t)]. 时间切分的步长写作 ∆t (直立大写希腊字母), 时
间分点写作 t1 < t2 < · · · < tN , 经典路径写作 xcl(t).
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本章俯瞰路径积分这座“大山”: 先说明它在三种量子力学表述中的位置, 再给出核
心公式, 然后用图形刻画其物理图像, 最后与正则量子化作系统对比. 全章的论述以形象
与整体把握为目的, 严格的推导留待第二、三章.

1.1 三条量子力学表述与第三条路线
经典力学为量子力学提供了三个入口. 若把经典力学写成 Hamilton 正则形式, 以

正则坐标与正则动量为基本变量, 观测量满足 Poisson 括号, 那么量子化之后得到以算
符和对易关系为对象的 Heisenberg 矩阵力学. 若把经典力学写成 Hamilton–Jacobi 理
论, 以作用量函数的梯度定义动量, 那么量子化之后得到以波函数和微分方程为对象的
Schrödinger 波动力学. 这两种量子表述在数学上等价, 各有适用的场合, 但它们都隐含地
把一个“经典结构”当作出发点: 前者需要正则坐标与 Poisson 括号, 后者需要波函数满
足的偏微分方程.

经典力学的第三个入口是 Lagrange 形式: 力学系统由 Lagrange 量

L(x, ẋ) = m

2
ẋ2 − V (x) (1.1)

描述, 轨道由作用量泛函

S[x(t)] =
ˆ tN

t1

dt L(x, ẋ) (1.2)

的变分原理决定. 自然的问题是: 能否也把 Lagrange 形式直接“量子化”, 得到第三种量
子力学表述? Feynman 在 1948 年给出肯定回答, 答案就是路径积分. 三种表述与经典力
学三套理论的对应如图 1 所示.

经典力学 量子力学

Hamilton 正则形式
Poisson 括号

Hamilton–Jacobi 理论
作用量函数

Lagrange 形式
作用量 S =

´
Ldt

Heisenberg 矩阵力学
算符, 对易关系

Schrödinger 波动力学
波函数, 微分方程

Feynman 路径积分
跃迁振幅 =

∑
路径 eiS/ℏ

图 1: 经典力学三种表述与对应的量子力学表述. Hamilton 正则形式经正则量子化得到
Heisenberg矩阵力学, Hamilton–Jacobi 理论对应 Schrödinger波动力学. 本讲的第三条路
线 (蓝色) 由 Lagrange 形式直接构造 Feynman 路径积分.
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1.2 核心公式: 跃迁振幅等于所有路径的相位之和
设粒子在 t1 时刻位于 x1, 在 tN 时刻于 xN 处被观测. 连接两个时空点 (x1, t1) 与

(xN , tN) 的跃迁振幅, 即传播子 K(xN , tN ;x1, t1), 是路径积分的核心对象. Feynman 的核
心公式把它写成对所有路径的求和:

K(xN , tN ;x1, t1) =
ˆ x(tN )=xN

x(t1)=x1

D[x(t)] e
i
ℏS[x(t)] . (1.3)

其中

1. 路径 x(t) 是满足边界条件 x(t1) = x1, x(tN) = xN 的任意连续函数;
2. S[x(t)] =

´ tN
t1

dt L(x, ẋ) 是沿该路径计算的经典作用量;
3. 测度 D[x(t)] 表示“对所有路径求和”, 它的严格含义是时间切分极限 (第二章将导
出, 第三章将作为公设);

4. 每条路径贡献一个相位因子 eiS/ℏ, 其模长恒为 1.

更一般地, 可用位形流形 (configuration manifold) Q 来表述路径积分: 系统的广
义坐标 q = (q1, . . . , qn) 是 Q 上的坐标, 路径是映射 q : [t1, tN ] → Q, 作用量 S[q] =´ tN
t1
L(q, q̇)dt, 跃迁振幅仍然由(1.3) 形式给出, 只需将 x 换为 q:

K(qN , tN ; q1, t1) =
ˆ q(tN )=qN

q(t1)=q1

D[q(t)] e
i
ℏS[q].

对于场论, 位形变量 q 进一步换为场构型 ϕ(x), 路径 q(t) 换为场历史 ϕ(x) (时空坐标 x).
公式 (1.3) 与 Schrödinger 方程完全等价: 第三章将严格证明, 由它可以恢复

Schrödinger 方程. 因此路径积分并不是在原有量子力学之外增加的新动力学规律, 而是
同一量子理论的第三种表述. 它的独特之处在于: 只需要经典作用量 S[x] 这一个输入, 并
且经典极限可以由“平稳相位”直接读出. 本章其余部分用图形展开公式 (1.3) 的物理内
容.

1.3 物理图像: 路径的相干叠加
与经典力学“粒子沿唯一轨道运动”的图像不同, 路径积分把粒子描述为同时沿所有

可能路径运动. 每一条路径贡献一个模长为 1 的复振幅, 总振幅是全部路径振幅的相干叠
加 (图 2). 由于不同路径的作用量不同, 它们的相位 eiS/ℏ 或相长或相消, 这正是量子干涉
的根源.

路径的相干叠加最直观地体现在双缝实验之中 (图 3). 在路径积分的语言里, 粒子从
光源到屏上一点 P 的跃迁振幅等于所有可能路径的贡献之和; 这些路径被双缝屏分成两
大族: 经过上缝的路径与经过下缝的路径. 若记这两族路径的贡献分别为 A1 = |A1|eiϕ1

与 A2 = |A2|eiϕ2 , 则 P 处的总振幅为 A = A1 + A2, 概率为

|A|2 = |A1|2 + |A2|2 + 2|A1||A2| cos(ϕ1 − ϕ2), (1.4)

交叉项正是干涉项, 它依赖于两族路径的相位差. 双缝实验只是路径积分的一个特例: 缝
的存在把路径空间划分成若干类, 而“对所有路径求和”天然包含所有可能分类之间的干
涉. 当没有任何障碍时, 求和对象是全部连续路径, 干涉则发生在相邻路径之间.
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t

x

(x1, t1)

(xN , tN )

xcl(t)

其他路径

图 2: 连接 (x1, t1) 与 (xN , tN) 的所有路径. 每条路径 x(t) 对传播子的贡献是相位因子
eiS[x]/ℏ, 其模恒为 1. 总振幅是全部路径贡献的相干叠加; 蓝色粗线为经典路径 xcl(t).

光源 S

双缝屏

下缝

上缝

观测屏

P

经上缝的路径

经下缝的路径

图 3: 双缝实验的路径积分图像. 粒子从光源到屏上 P 点的振幅等于所有路径之和; 双
缝屏把所有路径分为经上缝与经下缝两大族. 两族路径的相位差决定 P 处的干涉, 见
式(1.4).
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1.4 经典极限: 相位最稳定的路径
路径积分在什么意义下回到经典力学? 关键在于相位对路径的敏感程度. 设体系的

典型作用量满足 S � ℏ. 考虑两条相邻路径, 作用量分别为 S 与 S + δS. 若 δS � ℏ, 则
相位差 δS/ℏ � 1, 两条路径的贡献在求和时相互抵消; 若 δS � ℏ, 则相位相近, 贡献相干
增强. 于是: 在作用量随路径变化剧烈的区域, 相位快速振荡, 贡献相互抵消; 在作用量变
化缓慢的区域, 相位相近, 贡献相干叠加. 由(1.2) 的一阶变分可知, 作用量对路径“变化
缓慢”处正是 δS = 0, 即满足 Euler–Lagrange 方程的经典路径 xcl(t) 附近. 这一图像见
图 4.

t

x

(x1, t1)

(xN , tN )

xcl(t)

相位快速振荡,
贡献相互抵消

相位相近,
相干增强

图 4: 经典极限的图像. 当 S � ℏ时, 只有经典路径 xcl 附近 (蓝色浅带)的路径相位相近,
相干增强; 远离经典路径的路径 (灰线) 相位快速振荡, 相互抵消. 经典轨道是量子干涉的
产物, 而不是被挑选出的唯一轨道.

由此得到路径积分对经典力学轨道的解释: 经典力学并不意味着粒子只“尝试”了一
条路径. 在经典极限下, 粒子其实仍然“同时沿所有路径运动”, 只是远离经典路径的贡
献被量子干涉抹去, 剩下的正是经典路径附近的贡献. 这一概念的严格表述 (半经典近似)
将在第三章第四节给出.

1.5 路径积分与正则量子化的对比
“正则量子化”(canonical quantization) 是教科书中最常用的量子化方案, 它按以下

步骤进行:

1. 取经典 Hamilton 量 H(x, p), 把 Poisson 括号 {x, p} = 1 换成对易关系 [x̂, p̂] = iℏ;
2. 把 x, p 换成 Hilbert 空间 H 上的自伴算符 x̂, p̂, 量子态是 H 中的右矢;
3. 态的演化由 Schrödinger 方程 iℏ∂t |ψ〉 = Ĥ |ψ〉 决定, 其中 Ĥ 是把经典 H(x, p) 中的
x, p 换成算符并规定算符次序所得.

而路径积分只做一件事: 写下公式 (1.3), 以经典作用量为唯一输入, 直接得到跃迁振幅.
两种方案各有优劣, 表 1 作了系统比较.

具体地说, 路径积分的主要优点有:
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方面 正则量子化 路径积分

出发点 Hamilton 量, 对易关系 Lagrange 量, 作用量
基本对象 算符, 态矢量, Hilbert 空间 跃迁振幅, 所有路径之和
算符次序 需显式规定 (对称化, Weyl 排

序)
中点规则自动对应 Weyl 排序

经典极限 需另行建立 平稳相位直接给出

束缚态谱 成熟的本征值方法 需要围道积分或 Wick 旋转
约束体系 Dirac 括号等复杂处理 Lagrange 乘子, 规范变量
严格性 有限维 Hilbert 空间上严格 泛函测度需时间切片正则化

Table 1: 正则量子化与路径积分的对比.

1. 直接以 Lagrange 量和作用量为出发点, 经典极限十分直观;
2. 不必先建立算符的具体矩阵表象, 也绕开了算符次序的歧义: 对作用量采用中点规则
离散化, 对应的正是 Weyl 排序;

3. 含时问题与不含时问题放在同一框架中处理, 微扰展开与 Feynman 图由作用量自动
生成;

4. 作用量形式容易推广到相对论体系与场, 因此在量子场论中具有天然优势.

它的主要缺点是: 泛函积分不是普通有限维 Lebesgue 积分, 需要时间切片正则化; 对束缚
态本征值问题, 直接计算往往比解 Schrödinger 方程更繁琐. 正则量子化的优缺点正好互
补: 它在有限的 Hilbert 空间上严格, 本征值方法成熟, 但算符次序有歧义, 经典极限不直
接, 推广到场论时还要处理协变性与规范对称性的额外问题.

1.6 推广到量子场论的容易程度
正则量子化推广到场论时, 需要把场的坐标 ϕ(x) 提升为算符, 并规定等时对易关系

[ϕ̂(x), π̂(y)] = iℏ δ3(x − y). (1.5)

这一步必须选定一个时间方向, 因而破坏 Lorentz 协变的明显性; 相互作用绘景与 Dyson
级数的展开, 以及紫外发散的重整化, 都需要逐一处理; 对规范理论, 规范的选取还必须额
外小心 (如 Gupta–Bleuler或 Faddeev–Popov方法). 这些都是可以完成的,但协变性始终
隐藏在后台.

路径积分推广到场论则非常直接: 把粒子的路径 x(t) 换成场构型 ϕ(x, t) 对整个时空
的分布, 把“对所有路径求和”换成“对所有场构型求和”. 关联函数由生成泛函

Z[J ] =
ˆ

Dϕ exp
{

i
ℏ

[
S[ϕ] +

ˆ
d4x Jϕ

]}
(1.6)

通过泛函微商 〈ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)〉 = (−iℏ)n δnZ/δJ(x1) · · · δJ(xn)
∣∣∣
J=0
统一生

成. 由于作用量是 Lorentz 标量, 整个表述保持协变; 规范理论直接用规范不变作用量表
述, 对称性的保持比算符方法自然得多. 图 5 比较了两种方案推广到场的流程.

需要强调, “容易程度”指表述上的系统性, 并不改变理论的物理内容: 两条路线得
到的量子场论面临同样的紫外发散与重整化. 路径积分的优越性在于把理论的组织归约
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路径积分 路径积分总览: 核心公式与物理图像

正则量子化

经典正则变量
(x, p)

对易关系
[x̂, p̂] = iℏ

Schrödinger 方程
(算符 + Hilbert 空间)

场算符 + 等时对易
(选定时间方向)

路径积分

经典 Lagrange 量
L(x, ẋ)

作用量
S[x] =

´
Ldt

路径积分´
D[x] eiS[x]/ℏ

生成泛函
Z[J ] =

´
Dϕ eiS/ℏ

保持明显协变

量子场论

图 5: 正则量子化 (左) 与路径积分 (右) 推广到量子场论的流程. 两条路线最终得到同一
个量子场论, 但路径积分始终保持明显 Lorentz 协变, 并以生成泛函(1.6) 统一给出所有关
联函数.

为一条经典作用量, 对称性的保持更加透明. 图 5 的右列正是式 (1.3) 的逐级推广: 粒子
路径 → 场构型, 跃迁振幅 → 生成泛函.
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2
从波动力学传播子到路径积分

第一章从图像上描绘了路径积分.本章回答一个根本问题: 路径积分从何而来? 我们
将严格局限于 Schrödinger 绘景的波动力学, 用四步逐步“导出”路径积分, 不省略任何
关键步骤: (1) 先给出传播子如何把初始波函数变为任意时刻的波函数; (2) 再把传播子分
解为短时传播子的乘积; (3) 然后推导短时传播子的显式表达式; (4) 最后分析这一过程的
物理意义, 引出路径积分的概念. 每一步用到的数学引理都用引理框标出.

2.1 传播子与波函数的演化

设 Ĥ 为不含时的 Hamilton 算符, 时间演化算符为

Û(t, t0) = exp
[
− i
ℏ
Ĥ(t− t0)

]
. (2.1)

若 Hamilton 算符含时, 则演化算符的形式更为复杂. 当 Ĥ(t) 在不同时刻均对易
([Ĥ(t1), Ĥ(t2)] = 0), 有

Û(t, t0) = exp
[
− i
ℏ

ˆ t

t0

Ĥ(t′) dt′
]
. (2.2)

对一般含时情形, 需引入编时算符 T ,

Û(t, t0) = T exp
[
− i
ℏ

ˆ t

t0

Ĥ(t′) dt′
]
. (2.3)

不论哪种情形, 演化算符都满足半群性质 Û(t2, t1)Û(t1, t0) = Û(t2, t0), 初值 Û(t0, t0) = Î,
并且是幺正的 Û † = Û−1. 在 Schrödinger 绘景中, 位置本征态 |x〉 不含时, 态矢量随时间
演化:

|ψ, t〉 = Û(t, t0) |ψ, t0〉 . (2.4)
在位置基中展开, 就得到传播子.

Def. 1 传播子

传播子 (propagator) 定义为演化算符在位置基中的矩阵元

K(x′′, t;x′, t0) = 〈x′′|Û(t, t0)|x′〉 . (2.5)

其物理意义是: 粒子在 t0 时刻位于 x′, 在时刻 t 传播到 x′′ 的跃迁振幅.

传播子是量子演化的“积分核”: 它把初始波函数变为任意后继时刻的波函数. 在
|ψ, t0〉 =

´
dx′ |x′〉 〈x′|ψ, t0〉 中插入单位算符并左乘 〈x′′|, 即得波函数的演化公式.
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Prop. 1 波函数的演化

若 t0 时刻的波函数为 ψ(x′, t0), 则任意时刻 t 的波函数为

ψ(x′′, t) =
ˆ +∞

−∞
dx′ K(x′′, t;x′, t0)ψ(x′, t0). (2.6)

因此传播子把初始波函数“映射”为任意时刻的波函数, 它是演化的全部信息.

Pf 由 |ψ, t〉 = Û(t, t0) |ψ, t0〉 及位置完备性
´

dx′ |x′〉 〈x′| = Î, 有

〈x′′|ψ, t =
ˆ

dx′ 〈x′′|Û(t, t0)|x′〉 〈x′|ψ, t0〉 ,

即式 (2.6). 这里的每一步都只是定义(2.5) 与单位算符插入, 没有近似. □
传播子本身还满足两个基本性质, 它们在第三章将作为路径积分恢复 Schrödinger 方

程的对照. 首先, 由 Û(t0, t0) = Î 得初值条件

lim
t→t+0

K(x′′, t;x′, t0) = δ(x′′ − x′). (2.7)

其次, 由 iℏ ∂tÛ = ĤÛ 取位置矩阵元, 得传播子关于末端变量满足含时 Schrödinger 方程

iℏ ∂
∂t
K(x′′, t;x′, t0) =

[
− ℏ2

2m
∂2

∂x′′2 + V (x′′)
]
K(x′′, t;x′, t0). (2.8)

绘景注记

若改在 Heisenberg 绘景中讨论, 位置本征态随时间演化, |x, t〉 = eiĤt/ℏ |x〉, 于是传
播子可写为 〈x′′, t|x′, t0〉. 两种写法等价; 本章为突出“从波动力学出发”, 统一采用
Schrödinger 绘景的(2.5).

2.2 传播子的短时分解
传播子把一个整体演化解为若干短时演化的复合.关键的工具是位置完备性关系与演

化算符的半群性质.

Prop. 2 传播子的组合性质

对任意 t1 < t2 < t3,

K(x3, t3;x1, t1) =
ˆ +∞

−∞
dx2 K(x3, t3;x2, t2)K(x2, t2;x1, t1). (2.9)

Pf 由半群性质 Û(t3, t1) = Û(t3, t2)Û(t2, t1), 在中间时刻 t2 插入位置完备性´
dx2 |x2〉 〈x2| = Î:

〈x3|Û(t3, t1)|x1〉 =
ˆ

dx2 〈x3|Û(t3, t2)|x2〉 〈x2|Û(t2, t1)|x1〉 ,
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再按定义(2.5) 改写即可. □
组合性质的物理含义是: 完整的传播过程可以分割为若干连续的短时传播过程, 粒子

先从 x1 传播到中间时刻的某个位置 x2,再从那里传播到终点 x3,并对所有中间位置求和.
这个“分割, 插入, 求和”的结构是路径积分全部推导的出发点. 把它反复应用, 就得到长
时传播子的短时分解.

Thm. 1 传播子的短时分解

把时间区间 [t1, tN ] 等分为 N − 1 段, 分点为

t1 < t2 < · · · < tN , ∆t = tn − tn−1 = tN − t1
N − 1

, (2.10)

在每一个中间时刻 tn (n = 2, . . . , N−1)插入位置完备性关系,反复应用组合性质(2.9),
得

K(xN , tN ;x1, t1) =
ˆ +∞

−∞
dxN−1 · · · dx2

N∏
n=2

K(xn, tn;xn−1, tn−1). (2.11)

即: 长时传播子等于所有短时传播子 {K(xn, tn;xn−1, tn−1)} 之积, 再对所有中间位置
{x2, . . . , xN−1} 积分.

Pf 对 N = 3, 这就是组合性质(2.9). 若式 (2.11) 对 N 成立, 则把最右端的短时因
子 K(xN , tN ;xN−1, tN−1) 与 K(xN−1, tN−1;xN−2, tN−2) 用组合性质合并, 积分吸收 xN−1,
便得到 N − 1 情形的公式. 对 N 归纳即得. □

t

x

t1 t2 tn−1 tn tN

x1

xN

xn−1

xn

∆t

图 6: 时间切片与折线路径. 时间区间 [t1, tN ] 被分成 N − 1 个长度为 ∆t 的小区间, 在每
个中间时刻 tn 插入位置完备性关系. 一组中间位置 {x2, . . . , xN−1} 确定一条连接 (x1, t1)
与 (xN , tN) 的折线路径 (蓝色实线), 虚线为另一条候选路径. 对中间位置的积分等价于对
所有折线路径求和, 当 N → ∞ 时折线密化为连续路径.

式 (2.11) 的积分变量 xn 同时出现在相邻的两个短时振幅中: 在 K(xn, tn;xn−1, tn−1)
中作为末端, 在 K(xn+1, tn+1;xn, tn) 中作为始端. 这正是“粒子在 tn 时刻经过 xn”的
数学表达: 对 xn 积分, 就是对粒子在中间时刻位置的一切可能性求和. 一组中间位置在
(t, x) 平面中确定一条连接两端的折线路径, 对全部中间位置积分就等价于对所有这样的
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折线路径求和 (图 6). 当 N → ∞, ∆t → 0 时, 折线密化为连续路径. 这样, 式 (2.11) 已
经把波动力学的传播子改写为“对折线路径求和”; 剩下的唯一问题, 是求出短时传播子
K(xn, tn;xn−1, tn−1) 在 ∆t → 0 时的显式形式.

2.3 短时传播子的推导

现在推导短时传播子.记 Tn = tn, Tn−1 = tn−1, ∆t = Tn − Tn−1, 简写 Ĥ = T̂ + V̂ , 其
中 T̂ = p̂2/2m 为动能, V̂ = V (x̂) 为势能 (位置算符的函数). 我们要计算

K(xn, tn;xn−1, tn−1) = 〈xn|exp
[
− i
ℏ
Ĥ∆t

]
|xn−1〉 (2.12)

在 ∆t → 0 时的主导表达式. 推导分三步, 用到两个数学引理.

Lem. 1 振荡型高斯积分

对 α > 0, ˆ +∞

−∞
dp eiα(p−p0)2 =

√
iπ
α
. (2.13)

等价地, 对任意实数 b, ˆ +∞

−∞
dp eiαp2+ibp =

√
iπ
α

e− ib2
4α . (2.14)

Pf 先证实参量版本: 对 a > 0,
ˆ +∞

−∞
dp e−a(p−p0)2 =

√
π

a
,

这是把指数平方配方后化为
´

dq e−aq2
得到的标准结果,与 p0 无关. 对振荡情形(2.13),把

a沿解析延拓 a = ε−iα, ε → 0+理解: 此时 e−a(p−p0)2 = e−ε(p−p0)2 eiα(p−p0)2 ,积分绝对收敛,
再取 ε → 0+ 即得

√
π/(−iα) =

√
iπ/α. 式 (2.14) 由配方 αp2 + bp = α(p+ b/2α)2 − b2/4α

并应用(2.13) 得到. 引理得证. □

Lem. 2 Trotter 型短时分解

对 Ĥ = T̂ + V (x̂),

〈x|e−iĤ∆t/ℏ|x′〉 = e− i
ℏ

V (x)+V (x′)
2 ∆t 〈x|e−iT̂∆t/ℏ|x′〉 +O(∆t3). (2.15)

即: 对无穷小时间, 势能与动能“近似可交换”, 势能因子按两个端点 x, x′ 对称地提
取.

Pf 用对称乘积
e−iV̂∆t/2ℏ e−iT̂∆t/ℏ e−iV̂∆t/2ℏ (2.16)

把每个指数展到 ∆t2:

e−i(T̂+V̂ )∆t/ℏ = 1 − i
ℏ

(T̂ + V̂ )∆t− (T̂ + V̂ )2

2ℏ2 ∆t2 +O(∆t3),
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而对称乘积等于同一展开式 (直接逐项相乘, 线性项与二次项逐一相符), 故

e−iĤ∆t/ℏ = e−iV̂∆t/2ℏ e−iT̂∆t/ℏ e−iV̂∆t/2ℏ +O(∆t3).

取位置矩阵元时, 两端的势能因子对 |x′〉 与 〈x| 作用为乘法, 分别给出 e−iV (x′)∆t/2ℏ 与
e−iV (x)∆t/2ℏ, 合并即得(2.15). 引理得证. □

BCH 公式的视角

短时分解也可由 Baker–Campbell–Hausdorff (BCH) 公式直接理解. 令 Â = −iT̂∆t/ℏ,
B̂ = −iV̂∆t/ℏ, 则 Â, B̂ ∼ O(∆t), [Â, B̂] ∼ O(∆t2). BCH 公式 eÂ+B̂ = eÂeB̂e− 1

2 [Â,B̂]+···

表明, 当忽略 O(∆t2) 的修正项时, eÂ+B̂ ≈ eÂeB̂. 这正是另一种形式的短时分解:
e−iĤ∆t/ℏ ≈ e−iT̂∆t/ℏ e−iV̂∆t/ℏ + O(∆t2), 与 Trotter 分解(2.15) 精度一致, 只是势能因子
取单端点而非对称形式. 本讲采用对称形式(2.15), 因为它在后续的高斯积分中自动给
出中点规则, 对应 Weyl 排序.

于是短时传播子归结为自由粒子的短时矩阵元, 它由高斯引理 1 精确给出.

Prop. 3 自由粒子的短时矩阵元

对 T̂ = p̂2/2m,

〈x|e−iT̂∆t/ℏ|x′〉 =
√

m

2πiℏ∆t
exp

[
im(x− x′)2

2ℏ∆t

]
. (2.17)

Pf 在动量本征态中展开. 利用 〈x|p〉 = eipx/ℏ/
√

2πℏ 与动量完备性, 有

〈x|e−iT̂∆t/ℏ|x′〉 =
ˆ +∞

−∞

dp
2πℏ

exp
[

i
ℏ
p(x− x′) − i

ℏ
p2

2m
∆t
]
.

指数中 p 的二次项为 iαp2 + ibp, 其中 α = ∆t/2mℏ, b = (x− x′)/ℏ. 应用引理 1 的(2.14):
ˆ

dp e− i∆t
2mℏp

2+ i
ℏ (x−x′)p =

√
iπ

∆t/2mℏ
exp

[
− i
ℏ
m(x− x′)2

2∆t

]
.

除以 2πℏ 并化简 1
2πℏ

√
2πimℏ

∆t =
√

m
2πiℏ∆t , 即得(2.17). □

把引理 2 与命题 (自由粒子的短时矩阵元) 合并, 就得到短时传播子的显式表达式.

Prop. 4 短时传播子

当 ∆t = tn − tn−1 → 0 时,

K(xn, tn;xn−1, tn−1) =
√

m

2πiℏ∆t
exp

[ i
ℏ
S(n, n− 1)

]
, (2.18)

其中

S(n, n− 1) = m(xn − xn−1)2

2∆t
− V

(
xn + xn−1

2

)
∆t (2.19)

是第 n 小段的离散作用量.
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Pf 由引理 2 与命题 (自由粒子的短时矩阵元), 有

K(xn, tn;xn−1, tn−1) =
√

m

2πiℏ∆t
exp

[
im(xn − xn−1)2

2ℏ∆t
− i

ℏ
V (xn) + V (xn−1)

2
∆t
]
.

与(2.19) 相比, 相位只差

1
ℏ

[
V (xn) + V (xn−1)

2
− V

(
xn + xn−1

2

)]
∆t = V ′′(xn−1)

8ℏ
(xn − xn−1)2∆t+ · · · .

在下一步的时间切片求和(2.11) 中, 由于自由粒子高斯权重(2.17) 集中于 |xn − xn−1| ∼√
ℏ∆t/m, 这一项对 xn 积分后产生 O(∆t2) 的修正, 对 N 个小段求和为 O(N∆t2) =

O(∆t) → 0. 因此在连续极限下可以放心使用中点取值(2.19), 命题得证. □
式 (2.18) 正是第一章公式 (1.3) 中“每条路径的相位 eiS/ℏ”在单个时间切片上的体

现: 小段的作用量 S(n, n − 1) 是(2.19) 的形式, 归一化因子
√
m/2πiℏ∆t 只依赖 ∆t 而不

依赖势能 V , 这与“每条路径贡献单位模长的相位”一致.

中点规则与 Weyl 排序

对离散作用量(2.19), 势能项取左端点 V (xn−1), 取右端点 V (xn), 或取中点 V ((xn +
xn−1)/2), 都是可行的离散化方案. 端点与中点的差为 V ′(xn−1)∆xn/2 + · · · ,
其中 ∆xn = xn − xn−1; 这个差代入相位并沿整条路径求和, 一阶项正比于
∆t∑n V

′(xn−1)∆xn → ∆t[V (xN) − V (x1)] → 0, 二阶项正比于 ∆t∑n ∆x2
n → 0. 因此

不同取值方案在连续极限下给出同一个路径积分. 中点规则的意义在于: 它把位置算
符的次序以对称的方式实现,对应Weyl排序,使离散作用量成为经典作用量的最优二
阶近似, 并且对自由粒子精确成立.

2.4 连续极限: 路径积分公式
把短时传播子(2.18) 代入短时分解(2.11), 得到

K(xN , tN ;x1, t1) = lim
N→∞

(
m

2πiℏ∆t

)N−1
2
ˆ

dxN−1 · · · dx2 exp
[

i
ℏ

N∑
n=2

S(n, n− 1)
]
. (2.20)

由于各小段作用量可加, 折线路径趋于连续路径时

N∑
n=2

S(n, n− 1) −→
ˆ tN

t1

dt
[
m

2
ẋ(t)2 − V (x(t))

]
= S[x(t)], (2.21)

于是(2.20) 在连续极限下正是第一章的核心公式.

Thm. 2 路径积分公式

对一维粒子, 从 (x1, t1) 传播到 (xN , tN) 的跃迁振幅为

K(xN , tN ;x1, t1) =
ˆ x(tN )=xN

x(t1)=x1

D[x(t)] exp
[

i
ℏ

ˆ tN

t1

dt L(x, ẋ)
]
, (2.22)
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其中泛函积分测度由离散极限定义:
ˆ x(tN )=xN

x(t1)=x1

D[x(t)]
(
· · ·

)
≡ lim

N→∞

(
m

2πiℏ∆t

)N−1
2
ˆ

dxN−1 · · · dx2
(
· · ·

)
. (2.23)

Pf 定理 2 就是式 (2.20) 结合(2.21) 的连续极限; 测度定义(2.23) 正是(2.20) 中预因
子与中间积分的形式. 命题得证. □

这里的 D[x(t)] 不是普通的一维积分测度, 而是对所有满足边界条件 x(t1) = x1,
x(tN) = xN 的路径进行积分的泛函积分测度, 其严格含义正是离散极限(2.23): 把时间轴
切成 N−1段,对 N−2个中间位置积分,并让 N → ∞. 高斯型预因子 (m/2πiℏ∆t)(N−1)/2

保证每一步短时传播的归一化.

2.5 物理意义: 从波动力学到路径积分的跳板
现在分析上一节的推导过程, 这一分析正是路径积分概念的引出.
第一, 从局域微分方程到整体路径求和. 波动力学对波函数实行局域更新: ∂tψ 由 x

点邻域的 ψ 及其导数决定. 而传播子公式(2.6) 是一个整体公式: 它一次把所有初态信息
映射到任意终时刻. 时间切片把这一整体公式展开为 N − 1 次短时传播的复合, 从而使
“整体”显式化: 中间时刻的位置 {x2, . . . , xN−1}标记了一条折线路径,“对所有中间位置
求和”等价于“对所有路径求和”.

第二, 从波函数到跃迁振幅. 波动力学的基本对象是波函数 ψ(x, t); 路径积分的基本
对象是跃迁振幅 K(xN , tN ;x1, t1), 波函数只是它作用于初始条件的结果(2.6). 二者通过
传播子严格等价: 定理 2 表明, 波动力学中扮演演化核的传播子, 本身就等于所有路径的
相位和. 因此, 路径积分并不是在波动力学之外另起炉灶, 而是波动力学的传播子的一种
重新表述——这正是本章标题中“跳板与桥梁”的含义.

第三, 从轨道到历史. 经典力学中粒子选择一条轨道, 这条轨道由变分原理 δS = 0 决
定. 波动力学中波函数在空间中弥漫, 不谈轨道. 路径积分则给出第三种图像: 粒子同时
沿所有路径运动, 每条路径携带相位 eiS/ℏ; 经典轨道不是被选择的, 而是在 S � ℏ 时由干
涉“幸存”下来的路径邻域. 这一图像在第一章已从直观上给出, 现在由式 (2.20) 获得了
定量基础.

第四, 从推导到公设. 本章从 S 绘景的波动力学出发, 只用了传播子的定义、半群性
质与位置完备性, 加上两个数学引理 (高斯积分与 Trotter 分解), 就严格导出了路径积分
公式(2.22). 这说明路径积分可以成为量子力学的等价表述: 如果把它当作出发点, 那么
波动力学 (包括 Schrödinger方程)应当能够从它推出来. 这正是下一章要做的事: 把路径
积分作为公设, 从零建立量子力学. 图 7 概括了本章的推导链条.
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初始波函数
ψ(x′, t0)

传播子积分
ψ =

´
Kψ0dx′

时 间 切 片
短时传播子连乘

短时传播子
K(∆t) 显式表达式

路 径 积 分´
D[x] eiS[x]/ℏ

图 7: 第二章的推导链条. 从初始波函数出发, 经传播子积分得到任意时刻的波函数; 把
传播子分解为短时传播子并求出其显式形式; 在连续极限下, 这些中间结果汇聚为路径积
分(2.22).
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3
Feynman路径积分量子力学

第二章从波动力学“自下而上”地导出了路径积分. 本章反过来, 把路径积分作为出
发点, “自上而下”地发展量子力学: 先以公设形式陈述路径积分, 然后从公设严格推出
Schrödinger 方程与传播子的性质. 本章的第一要义是严谨: 每一条结论都以公设或引理
为基础, 并给出完整证明. 范围仍限于不涉及泛函分析的高等量子力学——路径空间上测
度的严格构造属于泛函分析, 我们始终用时间切片定义泛函积分, 这是不引入泛函分析也
能严格处理的方式.

3.1 公设体系
本节把路径积分作为量子力学的基本公设陈述. 公设共两条: 第一条回答“单条路径

贡献多大”, 第二条回答“”对所有路径求和”怎样定义”. 两条公设合起来完全确定非
相对论量子力学. 波函数不是独立的公设, 而是从公设派生出的概念.

Post. 1 每条路径的权重

连接时空点 (x1, t1) 与 (xN , tN) 的一条路径 x(t) 对跃迁振幅的贡献为

exp
[ i
ℏ
S[x(t)]

]
, S[x(t)] =

ˆ tN

t1

dt L(x, ẋ), (3.1)

其中 L(x, ẋ) = mẋ2/2 − V (x) 是经典 Lagrange 量. 即: 每条路径贡献模长为 1 的相
位因子, 相位是经典作用量除以 ℏ.

公设一回答了”单条路径如何贡献”的问题. 但”对所有路径求和”需要一个明确的
数学定义. 单条路径 x(t) 是 t 的连续函数, 所有这样的函数构成无穷维空间; 对这个空间
上的“积分”迄今没有通用的 Lebesgue 型测度. 物理学的解决方法是借助时间切片, 把
路径求和归结为有限维积分的极限. 这就是公设二的内容.

Post. 2 路径积分与测度

跃迁振幅等于所有路径的权重之和:

K(xN , tN ;x1, t1) =
ˆ x(tN )=xN

x(t1)=x1

D[x(t)] exp
[ i
ℏ
S[x(t)]

]
, (3.2)

其中”对所有路径求和”的测度由时间切片定义:
ˆ

D[x]
(
· · ·

)
= lim

N→∞

(
m

2πiℏ∆t

)N−1
2
ˆ

dxN−1 · · · dx2
(
· · ·

)
, (3.3)

∆t = (tN − t1)/(N − 1) 为切片步长.
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公设二中的极限顺序是”先固定 N , 完成有限维积分, 再令 N → ∞”. 这一顺序与
第二章的时间切片推导一致. 在完成积分并取极限后, 结果与 N 无关, 只依赖于初末时空
点 (x1, t1) 与 (xN , tN).

用位形流形表述

上述公设可以表述为更一般的形式. 设系统的位形流形 (configuration manifold) 为
Q, 其上的广义坐标为 q = (q1, . . . , qn). 一条路径是映射 q : [ti, tf ] → Q, 边界条件为
q(ti) = qi, q(tf ) = qf . 作用量泛函 S[q] =

´
L(q, q̇)dt 定义在路径空间上. 则跃迁振幅

为

K(qf , tf ; qi, ti) =
ˆ qf

qi

D[q] exp
( i
ℏ
S[q]

)
,

其中测度由时间切片定义. 对于场论, 位形变量 q 进一步换为场构型 ϕ(x), 路径 q(t)
换为时空场历史 ϕ(x).

跃迁振幅 K 是路径积分的基本对象. 有了 K, 波函数作为派生概念被引入: 给定初
始波函数 ψ(x1, t1), 后继时刻的波函数由 K 向前传播,

ψ(xN , tN) =
ˆ +∞

−∞
dx1 K(xN , tN ;x1, t1)ψ(x1, t1). (3.4)

式 (3.4) 与(3.2) 就是本讲的全部动力学假设. 其余一切, 包括 Schrödinger 方程与传播子
的性质, 都由它们推出.

3.2 由路径积分恢复 Schrödinger方程
我们从公设推出波函数满足含时 Schrödinger方程. 关键的一步是单步演化: 取 tN =

t + ∆t, t1 = t, 此时路径积分只有一个时间切片, 路径是连接 (x′, t) 与 (x, t + ∆t) 的唯一
折线, 其作用量为 m(x− x′)2/2∆t− V ((x+ x′)/2)∆t. 于是

ψ(x, t+ ∆t) =
√

m

2πiℏ∆t

ˆ +∞

−∞
dx′ exp

[
im(x− x′)2

2ℏ∆t
− i

ℏ
V

(
x+ x′

2

)
∆t
]
ψ(x′, t). (3.5)

令 η = x− x′, 则 x′ = x− η, dx′ = −dη, 积分限颠倒后

ψ(x, t+ ∆t) =
√

m

2πiℏ∆t

ˆ +∞

−∞
dη eiaη2e− i

ℏV (x−η/2)∆tψ(x− η, t), (3.6)

其中 a = m/2ℏ∆t.
推导需要高斯积分的矩, 它们从引理 1 得出.

Lem. 1 振荡型高斯积分的矩

记 a = m/2ℏ∆t, A =
√
m/2πiℏ∆t =

√
a/πi. 则

A

ˆ +∞

−∞
dη eiaη2 = 1, A

ˆ +∞

−∞
dη η eiaη2 = 0, A

ˆ +∞

−∞
dη η2 eiaη2 = iℏ∆t

m
. (3.7)
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Pf 第一式就是
´

dη eiaη2 =
√

iπ/a, 其值恰为 1/A. 第二式因被积函数为奇函数而
为零. 对第一式两边关于 a 求导:

´
dη iη2eiaη2 = 1

2

√
iπ/a · 1

a
, 即
´

dη η2eiaη2 = i
2a

√
iπ
a

, 乘以
A 得 A

´
dη η2eiaη2 = i/2a = iℏ∆t/m. 引理得证. □

现在把式 (3.6) 两端展开到 ∆t 的一阶. 左端:

ψ(x, t+ ∆t) = ψ(x, t) + ∆t ∂ψ
∂t

+ · · · . (3.8)

右端先把 ψ(x− η, t) 在 x 处展开:

ψ(x− η, t) = ψ(x, t) − η
∂ψ

∂x
+ η2

2
∂2ψ

∂x2 + · · · . (3.9)

势能因子中 V (x− η/2) = V (x) − (η/2)V ′(x) + · · · , 其中 η 的一次项在下面关于 η 积分时
因奇性而消失, 故到 ∆t 一阶有效 e−iV (x−η/2)∆t/ℏ = 1 − iV (x)∆t/ℏ + · · · . 代入并只保留含
η2 的高斯矩(3.7):

ψ + ∆t ∂ψ
∂t

=
(

1 − i
ℏ
V∆t

)(
ψ + iℏ∆t

2m
∂2ψ

∂x2

)
+ · · ·

= ψ + iℏ∆t
2m

∂2ψ

∂x2 − i
ℏ
V ψ∆t+ · · · , (3.10)

∂ψ

∂t
= iℏ

2m
∂2ψ

∂x2 − i
ℏ
V ψ. (3.11)

两边乘以 iℏ, 得到

iℏ∂ψ(x, t)
∂t

= − ℏ2

2m
∂2ψ(x, t)
∂x2 + V (x)ψ(x, t) . (3.12)

这正是含时 Schrödinger 方程. 由于 ψ 由公设体系对任意初值传播, 该方程对任意时刻成
立.

Thm. 1 路径积分与 Schrödinger 方程等价

由公设 3.1–3.3 与演化公式(3.4) 出发, 波函数满足含时 Schrödinger 方程(3.12). 反之,
满足方程(3.12) 与初值条件(2.7) 的演化核是唯一的, 即传播子(3.2). 因此路径积分与
波动力学给出同一套物理内容.

Pf 前半部分已由单步演化推出. 后半部分: 设 K 与 K ′ 都满足方程(3.12) (关于第
二个变量) 与初值条件(2.7), 则 D = K −K ′ 满足齐次方程且初值为零; 把 |D|2 对第二个
变量积分, 由 iℏ∂tD = ĤD 与 Ĥ 的自伴性得 d

dt

´
dx′′|D(x′′, t)|2 = 0, 初值为零故恒为零.

于是 K = K ′, 唯一性得证. □

公设的验证性

上述推导表明, 在 ∆t → 0 的极限下, 单步演化(3.5) 精确复现 Schrödinger 方程, 而完
整传播子(3.2) 正是该方程满足初值条件的演化核. 因此路径积分公设经受住了与波
动力学的一致性检验, 它不是另立门户的假说, 而是同一量子理论的等价公理化表述.

3.3 传播子的组合性质与幺正性
传播子的组合性质可以由路径积分公设独立读出, 它保证了测度(3.3) 的自洽性.
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Thm. 2 路径积分的组合性质

对 t1 < t2 < t3,

K(x3, t3;x1, t1) =
ˆ +∞

−∞
dx2 K(x3, t3;x2, t2)K(x2, t2;x1, t1). (3.13)

Pf 把区间 [t1, t3]切片,中间时刻 t2 恰是某个分点 (必要时取并集细化切片,这不改
变测度定义). 那么 [t1, t3] 上的切片和就是 [t1, t2] 上的切片和与 [t2, t3] 上的切片和之乘积
再对 x2 积分, 而 x2 本来就属于被积变量集. 两个极限按同一顺序完成, 故

ˆ
D[x]eiS/ℏ =

ˆ
dx2

(ˆ
D[x]eiS/ℏ

)
[t2,t3]

(ˆ
D[x]eiS/ℏ

)
[t1,t2]

,

此即(3.13). □
组合性质与波动力学中的半群性质 Û(t3, t1) = Û(t3, t2)Û(t2, t1) 是同一事实的两种写

法. 它保证了公设定义的跃迁振幅在时间上加性自洽: 任何分割方式给出的振幅相同.
由组合性质与复共轭性质可以推出幺正性. 先注意复共轭与时间反转的关系.

Prop. 1 复共轭与逆传播

K(x, t;x′, t0)∗ = K(x′, t0;x, t). (3.14)

Pf 由公设 3.1–3.2, K 是实数路径上相位 eiS/ℏ 的和, 因此

K(x, t;x′, t0)∗ =
ˆ

D[x] e−iS[x]/ℏ.

沿一条路径反转时间, 由于 L = mẋ2/2 −V (x)在 t 7→ −t下不变 (动能与势能均不变), 反
转路径的作用量仍是 S; 于是上式等于把路径变量改向、从 (x, t) 走到 (x′, t0) 的路径积
分, 即 K(x′, t0;x, t). □

Thm. 3 幺正性与概率守恒

演化是幺正的: 波函数的范数不随时间改变,

d
dt

ˆ +∞

−∞
dx |ψ(x, t)|2 = 0, (3.15)

等价地, 传播子满足
ˆ +∞

−∞
dxK(x, t;x′, t0)∗K(x, t;x′′, t0) = δ(x′ − x′′). (3.16)

Pf 由 Schrödinger 方程(3.12) 与 V 为实函数, 直接计算

d
dt

|ψ|2 = ∂ψ

∂t
ψ∗ + ψ

∂ψ∗

∂t
= iℏ

2m

(
ψ∗∂

2ψ

∂x2 − ψ
∂2ψ∗

∂x2

)
= iℏ

2m
∂

∂x

(
ψ∗∂ψ

∂x
− ψ

∂ψ∗

∂x

)
,

对 x 积分, 右端为边界项, 平方可积波函数在无穷远处为零, 故得(3.15). 由于范数守
恒(3.15)对任意初态成立,演化映射 ψ0 7→ ψt 是等距的;对 ψ0(x′) = δ(x′ −x′′)与 ψ0(x′) =
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δ(x′ − x′) 的任意线性组合应用极化恒等式, 得
ˆ

dxK(x, t;x′, t0)∗K(x, t;x′′, t0) = δ(x′ − x′′),

即(3.16). □
因此从路径积分公设建立起来的量子力学,与波动力学一样具有归一化、概率守恒与

幺正演化的全部特征.

3.4 经典极限与半经典近似
本章以严谨方式重述第一章的经典极限图像. 当 S � ℏ 时, 相位 eiS/ℏ 随路径剧烈振

荡, 需要用平稳相位 (stationary phase) 的思想估计泛函积分. 一维的平稳相位引理如下.

Lem. 2 平稳相位

设 ϕ(x) 有唯一的驻点 x0: ϕ′(x0) = 0, ϕ′′(x0) 6= 0. 当 λ → +∞ 时,
ˆ +∞

−∞
dx eiλϕ(x) ' eiλϕ(x0)

√
2πi

λϕ′′(x0)
. (3.17)

Pf 在驻点附近展开 ϕ(x) = ϕ(x0) + 1
2ϕ

′′(x0)(x− x0)2 + · · · , 用高斯引理 1 完成积分´
dx eiλϕ′′(x0)(x−x0)2/2 =

√
2πi/λϕ′′(x0);远离驻点处相位快速振荡,对积分的贡献按 λ → ∞

幂次衰减. □
把平稳相位引理用于路径积分: 相位泛函 S[x]/ℏ的“驻点”是满足 δS = 0的经典路

径 xcl, 即 Euler–Lagrange 方程
d
dt
∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0 (3.18)

的解. 在 xcl 附近展开作用量:

S[xcl + δx] = Scl + 1
2
δ2S + · · · , (3.19)

一阶变分因驻点条件消失, 二阶变分 δ2S 是 δx 的二次泛函. 若把路径参数化为 δx(t) =∑
n cnδxn(t), 二次变分在离散切片上化为有限维二次型, 泛函积分化为高斯积分, 其结果
是经典路径贡献乘以一个由 δ2S 决定的预因子. 这个预因子正是 Van Vleck 行列式.

Prop. 2 半经典传播子 (Van Vleck)

当 S � ℏ 且初始路径唯一时, 半经典近似给出

K(xN , tN ;x1, t1) '
√

− 1
2πiℏ

∂2Scl

∂xN ∂x1
e

i
ℏScl , (3.20)

其中 Scl = S[xcl] 是沿经典路径的作用量.

Pf 令 δx(t) 在端点为零. 作用量的二阶变分为

δ2S =
ˆ tN

t1

dt
[
mδẋ2 − ∂2V

∂x2 δx
2
]
.
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在切片离散下, 它是中间位置偏差 (δx2, . . . , δxN−1) 的二次型. 提取相位 eiScl/ℏ 后, 剩余的
是标准多维高斯积分

´
dN−2δx e i

2ℏ δx
>H δx, 其结果是 (detH)−1/2 型的预因子. 对自由粒子

V = 0, 该积分可由引理 3 逐步合并, 得到 K0 =
√
m/2πiℏT eiScl/ℏ; 此时 ∂2Scl/∂xN∂x1 =

−m/T , 代入(3.20) 恰好一致. 对一般 V , 二阶变分的离散二次型给出同一个行列式结构,
故(3.20) 成立; 当 ∂2Scl/∂xN∂x1 发散 (聚焦点, caustic) 时公式失效, 需要更高级的修正.
□

式 (3.20) 精确地解释了经典极限: 传播子由经典路径的相位主导, 预因子来自经典路
径周围的量子涨落. 当端点移动时 Scl 变化, ∂2Scl/∂xN∂x1 刻画经典路径的聚焦程度; 该
量发散处 (聚焦点, caustic),半经典近似失效,需要更高的修正. 这一公式与第一章图 4的
图像完全一致.

3.5 精确可解体系: 自由粒子与谐振子
路径积分公式给出后, 最直接的应用是把它真正“算出来”. 对自由粒子, 由于作用

量是坐标差的二次型, 所有中间积分都是高斯积分, 可以精确完成. 需要用到高斯卷积恒
等式, 它由引理 1 直接推出.

Lem. 3 高斯卷积

记 a = m/2ℏ∆t, 则
√

m

2πiℏ∆t

ˆ +∞

−∞
dx eia(x−z)2eia(y−x)2 =

√
m

2πiℏ · 2∆t
eia (y−z)2

2 . (3.21)

Pf 把指数中的二次型配方:

a(x− z)2 + a(y − x)2 = 2a
[
x− y + z

2

]2
+ a

2
(y − z)2,

应用高斯引理 1 对 x 积分, 预因子相乘后即得(3.21). □

Prop. 3 自由粒子的传播子

对 V = 0, 记 T = tN − t1, ∆x = xN − x1. 由路径积分可精确算出

K0(xN , tN ;x1, t1) =
√

m

2πiℏT
exp

[
im∆x2

2ℏT

]
. (3.22)

Pf 自由粒子短时传播子(2.17) 是精确的. 由组合性质(2.9), 每两步合并一个中间积
分, 需用高斯卷积恒等式(3.21): 每应用一次, 时间间隔由 ∆t 换成 2∆t, 即“两步并成一
步”. 对 N − 1 个短时传播子反复合并, 得

K0 =
√

m

2πiℏ(N − 1)∆t
exp

[
im(xN − x1)2

2ℏ(N − 1)∆t

]
=
√

m

2πiℏT
exp

[
im∆x2

2ℏT

]
,

命题得证. □
作为检验,对(3.22)求导可知它满足自由粒子的 Schrödinger方程与初值条件(2.7),与

动量谱方法 (Fourier 积分) 给出的结果一致. 其相位正是经典作用量 Scl = m∆x2/2T 除
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以 ℏ, 其余因子是经典路径周围的量子涨落——这印证了半经典公式(3.20): 对自由粒子,
∂2Scl/∂xN∂x1 = −m/T , 代入即得(3.22), 说明半经典近似对自由粒子精确成立.

谐振子的结果

对谐振子 V = 1
2mω

2x2, 用同一方法 (二次型势能的高斯积分可精确完成) 可得

K(x′′, T ;x′, 0) =
√

mω

2πiℏ sinωT
exp

{ imω
2ℏ sinωT

[
(x′2 + x′′2) cosωT − 2x′x′′

]}
. (3.23)

当 ωT = nπ (n 为整数) 时 sinωT = 0, 传播子发散: 这是谐振子周期轨道聚焦 (焦
点, caustic) 的体现, 在半经典理论中对应 Van Vleck 行列式的奇点 ((3.20) 的平方根
发散).

3.6 与正则量子化的等价性
第一章比较了路径积分与正则量子化两种表述.现在可以给出等价性的严格结论: 本

章从路径积分公设推出了 Schrödinger 方程(3.12); 而正则量子化 (第一章第五节) 从对易
关系与 Hilbert空间出发, 给出的也是同一个 Schrödinger方程. 演化方程相同、初值条件
相同, 由定理 (路径积分与 Schrödinger 方程等价) 的唯一性, 两种表述给出完全相同的传
播子与物理预言.
路径积分还揭示了正则量子化中算符次序约定的含义. 在离散作用量(2.19) 中取中

点规则, 对应的正是 Weyl 排序: 经典量中含 xp 型乘积时, 中点规则把它映为对称组合
1
2(x̂p̂+ p̂x̂), 而端点规则则映为非对称组合. 因此, 路径积分以取路径中间值的几何方式固
定了算符次序, 不必在算符层次人为规定排序.

小结

本章从两条公设出发: 路径权重(3.1) 与测度的切片定义(3.3). 由此推出: Schrödinger
方程(3.12), 传播子的组合性质(3.13) 与幺正性(3.16), 半经典传播子(3.20), 以及自由
粒子的精确传播子(3.22). 路径积分与波动力学、正则量子化完全等价, 但以作用量为
唯一输入, 经典极限与场论推广最为自然.

3.7 习题
1. 高斯波包的演化. 设一维自由粒子在 t = 0 时刻的波函数为

ψ(x, 0) = (2πσ2)−1/4 exp
(
−x2/4σ2

)
.

(a) 用自由粒子传播子(3.22) 写出 ψ(x, t) 的积分表达式, 并完成高斯积分;
(b) 证明 ψ(x, t) 可写成 (2πσ̃2)−1/4 exp(−x2/4σ̃2)eiθ 的形式, 其中 σ̃2 = σ2(1 +

iℏt/2mσ2), θ 为实相位;
(c) 求概率密度 |ψ(x, t)|2, 证明它是宽度 σ(t) = σ

√
1 + ℏ2t2/4m2σ4 的高斯分布, 并

讨论 t → ∞ 时波包展宽的渐近行为.
2. 经典路径与作用量. 对自由粒子, 由 (x1, t1) 到 (xN , tN) 的经典路径是匀速直线
xcl(t) = x1 + (xN − x1)(t− t1)/T .
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(a) 计算经典作用量 Scl =
´ tN
t1

dt 1
2mẋ

2;
(b) 验证 xcl 满足 Euler–Lagrange 方程, 即 δS = 0;
(c) 计算 eiScl/ℏ, 并与自由粒子传播子(3.22) 的相位比较, 说明该相位就是传播子的
全部相位.

3. 高斯积分的矩. 记 a = m/2ℏ∆t, A =
√
m/2πiℏ∆t. 计算 A

´
dη ηneiaη2

对 n = 0, 1, 2, 3
的值, 并指出在恢复 Schrödinger 方程的推导中, 哪些矩给出非零贡献, 哪些矩因奇偶
性为零.

4. 两步传播与组合性质. 对自由粒子, 把传播子写成两步:

K0(x, t;x′, 0) =
ˆ

dx′′ K0(x, t;x′′, t/2)K0(x′′, t/2;x′, 0),

利用高斯卷积恒等式(3.21) 完成积分, 验证其结果与一步传播子(3.22) 一致.
5. 离散化方案的不变性. 设 V (x) 为二次多项式, 比较左端点 V (xn−1) 与中点
V ((xn + xn−1)/2) 两种离散化, 证明二者给出相同连续极限: 计算相位差 ∆ϕ =
ℏ−1∑N

n=2[V ((xn+xn−1)/2)−V (xn−1)]∆t,利用
∑
n ∆xn = xN −x1 与

∑
n ∆x2

n = O(1)
证明 ∆ϕ → 0, 其中 ∆xn = xn − xn−1.
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4
路径积分量子化流程

前三章分别从物理图像、波动力学推导和公理化三个角度建立了路径积分.本章从操
作层面审视路径积分量子化的完整逻辑链, 逐一澄清每个环节的含义.

给定经典系统的位形空间、作用量泛函、边界条件以及适当的测度和正则化处方,
路径积分量子化通过对所有允许的位形历史 q : [ti, tf ] → Q 的复相位权重 eiS[q]/ℏ

作泛函积分, 构造时间演化算符的位形表象矩阵元

K(qf , tf ; qi, ti) = 〈qf | Û(tf , ti) |qi〉 ,

再用该积分核演化实验制备的初态, 并结合具体测量的 Born 规则, 得到测量结果
的概率分布和其他物理可观测量.

最核心的逻辑不是

路径 −→ 概率,

而是

路径的复权重 −→ 总跃迁振幅 −→ 末态 −→ 测量概率 .

4.1 位形变量与路径空间
设经典系统的位形空间 (configuration space) 为 Q. 位形空间中的一个点表示系统在

某一时刻的完整构型. 例如:

一维粒子 : Q = R, q = x;
三维粒子 : Q = R3, q = x;
N 个粒子 : q = (x1, . . . ,xN);

刚体或约束系统 : q = (q1, . . . , qn).

因此, 在一般力学系统中, q 是系统的一组广义坐标 (generalized coordinates) q =
(q1, . . . , qn) ∈ Q. 路径积分中的 q 更准确地写成

q(·) : [ti, tf ] −→ Q,
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它是一条从时间区间到位形空间的映射, 即系统在时间区间内的一条可能历史 t 7−→
q(t). 给定初末构型后, 积分所遍历的路径集合为

Pqi,qf
= {q : [ti, tf ] → Q | q(ti) = qi, q(tf ) = qf} .

所以

q 是位形变量, q(t) 是一条位形空间路径 ,

q 不是” 量子粒子真实走过的某一条轨迹”, 而是路径积分中的积分变量. 对于场论,
位形变量不再是有限维坐标 q, 而是某一时刻的场构型, 例如标量场的历史是 ϕ : 时空 →
R, 此时积分变量是整个场函数 ϕ(x).

4.2 作用量泛函
经典 Lagrange 量为 L(q, q̇, t), 它定义作用量泛函 (action functional)

S[q] =
ˆ tf

ti

L(q(t), q̇(t), t) dt.

这里的 S 是一个泛函

S : Pqi,qf
−→ R,

即输入一整条路径 q(t), 输出一个实数 S[q]. 应当区分:

q(t) 是一条路径在时刻t 的构型, S[q] 是整条路径的作用量.

路径积分中的 S[q] 要在所有允许路径上计算, 而不仅仅在经典路径上计算. 经典路
径 qcl 只是满足 δS[qcl] = 0 的特殊路径. 所以更准确的说法是:

S[q] 是由经典 Lagrange 量定义、作用在任意允许路径上的作用量泛函 .

不宜简单地称为” 选定路径的经典作用量”, 因为” 经典路径” 通常特指满足 Euler–
Lagrange 方程的驻定路径.

4.3 路径积分给出跃迁振幅核
路径积分首先给出时间演化算符的位形表象积分核

K(qf , tf ; qi, ti) = 〈qf | Û(tf , ti) |qi〉 .

它的路径积分表示为
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K(qf , tf ; qi, ti) =
ˆ q(tf )=qf

q(ti)=qi

Dq exp
( i
ℏ
S[q]

)
.

这里真正被构造出来的对象是 K(qf , tf ; qi, ti),而不是一条具体路径,也不是直接构造
某个确定的粒子轨迹. K 有两个完全等价的解释:

K =从构型qi 演化到构型qf 的跃迁振幅核 ,

K =时间演化算符Û(tf , ti) 在位形表象中的矩阵元 .

它满足组合关系

K(qf , tf ; qi, ti) =
ˆ

dq K(qf , tf ; q, t)K(q, t; qi, ti),

这正对应时间演化算符的组合律 Û(tf , ti) = Û(tf , t)Û(t, ti).

4.4 每条路径的复相位权重
对于每条路径 q(t), 路径积分形式上赋予一个复权重

A[q] = exp
( i
ℏ
S[q]

)
.

这个量常被称为该路径的” 概率振幅贡献”, 但必须注意: 它不是某条路径实际发生
的概率振幅. 不能写成 P [q] = |eiS/ℏ|2 = 1 然后认为每条路径概率相同. 单条连续路径通
常不是一个可直接测量的互斥事件, 路径积分中的不同路径要先进行复振幅叠加.

真正有物理意义的是总振幅

K =
ˆ

DqA[q].

不同路径贡献的模相同而相位不同: A[q] = eiS[q]/ℏ, 它们之间会发生相长或相消干涉.
因此更严谨的表达是:

eiS[q]/ℏ 是路径q 对总跃迁振幅的复相位权重 ,

而不是” 粒子沿路径 q 运动的概率振幅”. 路径积分是在计算某个初末量子事件之间
的总概率振幅, 而不是为每条未经测量的路径赋予普通概率.
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4.5 量子力学中的振幅与概率
若系统制备于初态 |ψi〉, 经过时间演化后成为

|ψ(tf )〉 = Û(tf , ti) |ψi〉 .

若最终测量并询问系统是否处于归一化态 |ψf〉, 对应的跃迁振幅是

Afi = 〈ψf | Û(tf , ti) |ψi〉 ,

它是一个复数. 它的模方给出相应测量结果的概率:

Pi→f =
∣∣∣〈ψf | Û(tf , ti) |ψi〉

∣∣∣2 .
因此, 振幅的操作性含义是” 初态经过演化后, 与指定末态的复内积”. 它包含两部分

信息: Afi = |Afi|eiθ, 其中模决定概率, 复相位决定它与其他过程叠加时的干涉.

4.6 为什么不能直接把 |K|2当成概率

形式上 K(qf , tf ; qi, ti) = 〈qf | Û |qi〉 看起来像从位置 qi 到 qf 的跃迁振幅. 但连续谱
的位置本征态满足 〈q|q′〉 = δ(q − q′), 它们不是可归一化的物理态. 因此, 严格来说 |qi〉、
|qf〉 是广义态, K 是一个分布意义下的积分核, 不能把 |K(qf , tf ; qi, ti)|2 直接解释为从一
个精确位置到另一个精确位置的普通概率.
物理上应当使用可归一化的初始波包

|ψi〉 =
ˆ

dqi ψi(qi) |qi〉 ,

其演化后的波函数为

ψ(qf , tf ) =
ˆ

dqiK(qf , tf ; qi, ti)ψi(qi, ti) .

随后位置落在区域 ∆ ⊂ Q 中的概率才是

P (qf ∈ ∆) =
ˆ

∆
dqf |ψ(qf , tf )|2 .

这才是完整且物理可实现的预测.
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4.7 路径积分量子化的完整预测流程
以下将整个过程写成严格的操作链条.

1. 规定经典系统.给出位形空间 Q、经典变量 qa 和作用量 S[q] =
´
Ldt. 还必须规定边

界条件、约束条件、对称性、积分测度和正则化方案. 仅给出形式上的 S[q]有时还不
足以唯一确定量子理论: 测度、算符排序、拓扑边界条件等可能产生额外量子信息.

2. 定义路径积分.在给定初末构型下定义

K(qf , tf ; qi, ti) =
ˆ qf

qi

Dq e
i
ℏS[q].

严格通过时间切片理解: 将区间分成 N 段, tn = ti + nϵ, ϵ = (tf − ti)/N , 离散路径由
(q1, . . . , qN−1) 表示,

K = lim
N→∞

CN

ˆ N−1∏
n=1

dqn exp
[ i
ℏ
SN(q0, . . . , qN)

]
,

其中 q0 = qi, qN = qf , CN 是由短时传播子决定的归一化因子. Dq 是所有中间构型
积分的连续极限记号. 实时路径积分

´
Dq eiS/ℏ 是高度振荡的泛函积分, 通常需要时

间切片、iε 处方或 Wick 转动等方法定义.
3. 得到时间演化算符的积分核.计算路径积分后得到 K(qf , tf ; qi, ti) = 〈qf | Û(tf , ti) |qi〉,
这等价于确定量子动力学. 在通常条件下 K 满足 Schrödinger 方程 iℏ ∂tfK = Ĥqf

K
及初始条件 limtf →ti K(qf , tf ; qi, ti) = δ(qf − qi).

4. 输入实验制备的初态.量子理论不能只靠动力学给出预测, 还必须指定实验上制备的
初态 |ψi〉 ∈ H , 在位形表象中写成 ψi(qi) = 〈qi|ψi〉. 路径积分不会自动告诉我们实验
装置制备了哪个初态, 这属于物理问题的初始条件.

5. 用传播子演化初态.末时刻波函数由

ψ(qf , tf ) =
ˆ

dqiK(qf , tf ; qi, ti)ψi(qi, ti)

给出, 即 |ψ(tf )〉 = Û(tf , ti) |ψi〉. 到此路径积分已经给出了实验测量前的量子态.
6. 规定要测量的物理量.设测量可观测量 Â, 其谱分解为 Â = ∑

a a P̂a (连续谱相应地写
成投影值测度). 更一般的测量可用 POVM 元素 Êα 表示, 满足 Êα ≥ 0, ∑α Êα = Î.
物理预测必须明确: 制备什么初态、经历什么动力学、最终测量什么量. 只有作用量
和路径积分, 没有初态和测量问题, 不能产生完整实验概率.

7. 由 Born 规则得到概率. 测得结果 a 的概率为

P (a) = 〈ψ(tf )| P̂a |ψ(tf )〉 ,

一般 POVM 测量则为 P (α) = 〈ψ(tf )| Êα |ψ(tf )〉. 将 |ψ(tf )〉 = Û |ψi〉 代入得 P (α) =
〈ψi| Û †ÊαÛ |ψi〉, 而 Û 的位形表象矩阵元正是由路径积分给出的 K.

因此完整预测链为

S[q] −→ K(qf , tf ; qi, ti) −→ ψ(qf , tf ) −→ P (测量结果) .

更完整地写成
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经典作用量与量子化处方
⇓

路径积分, 得到 〈qf | Û |qi〉
⇓

将 Û 作用于实验制备的初态
⇓

得到末态 |ψ(tf )〉
⇓

指定测量算符或 POVM
⇓

通过 Born 规则得到概率分布、期望值和关联函数

4.8 任意初态到任意末态的路径积分表达
若初态和末态分别为可归一化态 |ψi〉、|ψf〉,则跃迁振幅是

Afi = 〈ψf | Û(tf , ti) |ψi〉 .

插入位形完备关系 Î =
´

dq |q〉 〈q|, 可得

Afi =
ˆ

dqf dqi ψ∗
f (qf )K(qf , tf ; qi, ti)ψi(qi) .

再代入路径积分,

Afi =
ˆ

dqf dqi ψ∗
f (qf )

[ˆ qf

qi

Dq e
i
ℏS[q]

]
ψi(qi).

如果末态对应一个离散、归一化的测量结果, 则 Pi→f = |Afi|2. 这才是” 路径积分得
到概率预测” 的完整表达, 而不是简单地说 P = |eiS/ℏ|2.

4.9 可观测量期望值的路径积分表示
若要计算某个时刻 t的位置函数 A(q(t))的矩阵元,可以在路径积分中插入相应泛函:

〈qf | Û(tf , t)Â Û(t, ti) |qi〉 =
ˆ qf

qi

Dq A(q(t)) e
i
ℏS[q].

多个算符插入给出时间排序关联函数:

〈qf | T
[
Â1(t1) · · · Ân(tn)

]
Û(tf , ti) |qi〉 =

ˆ qf

qi

Dq A1(q(t1)) · · ·An(q(tn)) e
i
ℏS[q].

所以路径积分不仅能给出传播子, 也能给出:
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跃迁振幅、期望值、关联函数、响应函数以及散射振幅 .

4.10 最严谨的概括
可以把” 路径积分量子化” 完整地表述为:

给定经典系统的位形空间、作用量泛函、边界条件以及适当的测度和正则化处方,
路径积分量子化通过对所有允许的位形历史 q : [ti, tf ] → Q 的复相位权重 eiS[q]/ℏ

作泛函积分, 构造时间演化算符的位形表象矩阵元

K(qf , tf ; qi, ti) = 〈qf | Û(tf , ti) |qi〉 ,

再用该积分核演化实验制备的初态, 并结合具体测量的 Born 规则, 得到测量结果
的概率分布和其他物理可观测量.

最核心的逻辑不是” 路径 → 概率”, 而是

路径的复权重 −→ 总跃迁振幅 −→ 末态 −→ 测量概率 .
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A
路径积分的提出与发展简史

路径积分的历史横跨量子力学、量子场论与概率论.本附录按时间顺序回顾其提出与
发展的主要节点, 所引文献均可核查.

A.1 Dirac的作用量观点
路径积分的历史起点通常追溯到 Dirac在 1933年的论文 The Lagrangian in Quantum

Mechanics [1]. Dirac 注意到, 经典 Lagrange 量与量子跃迁振幅之间存在深刻联系: 在相
邻时刻之间, 作用量的指数相位能够编码量子演化. 他写道, 跃迁振幅与 eiS/ℏ “相似”,
并指出 Lagrange 量通过作用量进入量子力学的方式. 这一步尚未给出本讲使用的连续路
径测度或时间切片公式, 但它明确提出了一个方向: 量子力学不必只从 Hamilton 算符或
Schrödinger 方程出发, 也可以直接由作用量组织. Dirac 的这一“类比”后来被 Feynman
认真对待并推广为严格的构造, 是路径积分最直接的源头.

A.2 Feynman的博士论文与时空表述
Feynman在Wheeler指导下完成的 1942年普林斯顿博士论文 The Principle of Least

Action in Quantum Mechanics [2]中,首次系统地发展了这一思想. 他从时空观点出发,把
经典最小作用量原理推广到量子情形: 粒子并不只沿使作用量最小的轨道运动, 而是同时
沿所有可能路径运动, 每条路径贡献相位 eiS/ℏ, 总振幅是这些贡献的和. 这一观点受到双
缝实验的直接启发——缝的多条路径对应干涉, 而量子力学的概率幅正是对所有路径的
相干求和.

1948 年, Feynman 在 Space-Time Approach to Non-Relativistic Quantum Mechanics
[3] 中发表了完整的非相对论表述: 时间切片把有限时间传播分解为短时段, 在每个中
间时刻插入位置完备性关系, 取连续极限后得到路径积分公式; 他证明了由此可以恢复
Schrödinger方程,并展示了自由粒子与谐振子等例子. 这就是本讲第二、三章所采用的构
造路线. Feynman 表述的真正新意不在于把量子粒子解释成沿某一条未知经典轨道运动,
而在于把所有允许路径都作为概率幅的贡献者, 它们因作用量相位不同而相长或相消; 在
ℏ → 0 的平稳相位极限, 经典轨道附近的贡献相干叠加, 从而恢复变分原理.

A.3 教材化与系统发展
1965 年, Feynman 与 Hibbs 出版专著 Quantum Mechanics and Path Integrals [6],

系统整理了非相对论路径积分: 测度的时间切片定义、高斯积分的计算技术、微扰展开
(Feynman 图在量子力学中的应用) 以及各种应用. 此后, 路径积分成为量子力学教科书
的标准内容之一. 1981 年 Schulman 的 Techniques and Applications of Path Integration
[7] 进一步系统讨论了路径积分技术及其在量子力学、统计力学中的广泛应用, 是这一主
题的权威参考.
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A.4 场论推广:生成泛函与规范理论
路径积分语言成为量子场论的基本工具, 始于 Feynman 1950 年的论文 Mathematical

Formulation of the Quantum Theory of Electromagnetic Interaction [4]: 他引入源泛函, 把
跃迁振幅与关联函数用带源的泛函积分(1.6) 统一生成, 并由此推导出 QED 的 Feynman
规则. 此后, 泛函积分表述逐渐成为场论的标准语言: 粒子的路径 x(t) 被场构型 ϕ(x, t)
取代,作用量变为场作用量,而关联函数由带源泛函积分生成. 对规范理论,路径积分直接
以规范不变作用量为输入,规范固定用 Faddeev–Popov方法 (引入所谓“鬼场”)处理,对
称性的保持比算符方法自然得多. Wilson 在 1974 年的格子规范理论 [8] 中把 Euclidean
路径积分定义在时空格点上, 为量子色动力学等强耦合规范理论提供了非微扰的定义, 这
是路径积分在当代理论物理中最具影响力的应用之一.

A.5 统计力学与 Euclidean路径积分
路径积分与概率论、统计力学的联系由 Kac 在 1949 年确立. Kac 证明了 Feynman–

Kac 公式 [5]: 把时间变到虚时 (Wick 旋转 t → −iτ), Schrödinger 方程化为热方程, 振荡
型路径积分变成收敛的 Wiener 积分 (Wiener 测度下的泛函积分), 其归一化形式正是统
计力学的配分函数. 这一公式把三条线索统一起来: 量子力学 (Euclidean 路径积分), 概
率论 (Wiener 测度, 布朗运动) 与统计力学 (配分函数). 从此, 实时间的路径积分可以通
过解析延拓与 Euclidean 路径积分互转, 而后者在数值上 (如格点场论) 和数学上都远为
成熟. 这是路径积分作为统一工具的最深刻体现.

A.6 数学基础与现代发展
路径积分在物理上极其有效, 但在数学上始终存在一个认识边界: 实时间表达式´

D[x(t)] eiS[x(t)]/ℏ 并不等同于普通有限维 Lebesgue 积分, 也一般不能被定义为路径空
间上某个 (复) 测度的积分. 早在 1960 年代, Cameron 等人就构造了在 Feynman 积分意
义下导致发散的积分族, 表明这类定义不能随意推广. 因此, 路径积分的确切含义总是依
赖某种正则化: 本讲采用的时间切片, 加上解析延拓到 Euclidean 空间的 Wiener 积分, 以
及格点化, 是三种最主要的实现方式. 在数学上, 围绕“如何给 Feynman 积分以严格的意
义”发展出了循序逼近、解析延拓与公理化构造等方向; 在物理上, 路径积分则贯穿量子
力学、量子场论与统计力学, 从原子分子物理到凝聚态与高能物理, 一直是基本的计算与
概念工具. 本讲第三公设的时间切片定义正是这一历史背景下最基本且最可计算的一种
实现.
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