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1
第一章 基本概念

习题 1.1

证明
[AB,CD] = −AC{D,B} + A{C,B}D − C{D,A}B + {C,A}DB.

解答

解题思路：只需把反对易子全部展开，并保持算符次序不变。
详细推导：

− AC{D,B} + A{C,B}D − C{D,A}B + {C,A}DB
= − ACDB − ACBD + ACBD + ABCD − CDAB − CADB + CADB + ACDB

= ABCD − CDAB = [AB,CD].

结果：题中恒等式成立；关键是中间四项两两抵消，不能交换不对易算符的次序。

习题 1.2

假定一个 2 × 2 矩阵 X（不一定是厄米或幺正矩阵）被写成

X = a0 + σ · a,

其中 a0 和 a1,2,3 都是数。

(a) a0 和 ak (k = 1, 2, 3) 与 tr(X) 和 tr(σkX) 有什么样的关系？
(b) 利用矩阵元 Xij 求出 a0 和 ak。

解答

解题思路：用 Pauli 矩阵的迹正交关系

trσi = 0, tr(σiσj) = 2δij.

详细推导：若

X = a0I +
3∑

k=1
akσk,

则取迹得
trX = 2a0, tr(σkX) = 2ak.

所以

a0 = 1
2

trX, ak = 1
2

tr(σkX).
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樱井纯《现代量子力学》习题整理与解答 第一章 基本概念

写成矩阵元，

X =

a0 + a3 a1 − ia2

a1 + ia2 a0 − a3

 .
因此

a0 = X11 +X22

2
, a3 = X11 −X22

2
, a1 = X12 +X21

2
, a2 = X21 −X12

2i
.

结果：任意 2 × 2 矩阵都可唯一分解到 {I, σ1, σ2, σ3} 上。

习题 1.3

证明一个 2 × 2 矩阵 σ · a 的行列式在如下变换中不变：

σ · a → σ · a′ ≡ exp
(

iσ · n̂ϕ

2

)
σ · a exp

(
− iσ · n̂ϕ

2

)
.

当 n̂ 沿 z 正方向时，利用 ak 求出 a′
k 并解释你的结果。

解答

解题思路：该变换是相似变换，行列式必不变；再对 n̂ = ẑ 直接计算分量。
详细推导：令

U = exp
(

iσ · n̂ϕ

2

)
, σ · a′ = U(σ · a)U−1.

于是
det(σ · a′) = detU det(σ · a) detU−1 = det(σ · a).

若 n̂ = ẑ，则

U =

eiϕ/2 0
0 e−iϕ/2

 ,
而

σ · a =

 az ax − iay

ax + iay −az

 .
相似变换给出

a′
x − ia′

y = eiϕ(ax − iay), a′
z = az.

比较实部和虚部，

a′
x = ax cosϕ+ ay sinϕ, a′

y = −ax sinϕ+ ay cosϕ, a′
z = az.

结果：行列式不变，因为它是相似变换不变量；对 z 轴情形，a 的横向分量按绕 z 轴
的转动混合，符号由这里采用的 U(·)U−1 约定决定。
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习题 1.4

利用左矢-右矢代数规则证明或计算下列各式：
(a) tr(XY ) = tr(Y X)，其中 X 和 Y 都是算符。

(b) (XY )† = Y †X†，其中 X 和 Y 都是算符。

(c) 在左矢-右矢形式下 exp[if(A)] =? 其中 A 是厄米算符，其本征值是已知的。

(d) ∑a′ ψ∗
a′(x′)ψa′(x′′)，其中 ψa′(x′) = ⟨x′|a′⟩。

解答

解题思路：插入任意完备正交基，并使用谱分解。
详细推导：取完备基 {|n⟩}，

tr(XY ) =
∑

n

⟨n|XY |n⟩ =
∑
n,m

⟨n|X|m⟩ ⟨m|Y |n⟩ .

交换求和指标得
tr(XY ) =

∑
m,n

⟨m|Y |n⟩ ⟨n|X|m⟩ = tr(Y X).

对任意 |α⟩ , |β⟩，

⟨α|(XY )†|β⟩ = ⟨β|XY |α⟩∗ =
∑

γ

⟨β|X|γ⟩∗ ⟨γ|Y |α⟩∗ = ⟨α|Y †X†|β⟩ ,

故 (XY )† = Y †X†。
若

A =
∑
a′
a′ |a′⟩ ⟨a′| ,

则
exp[if(A)] =

∑
a′

eif(a′) |a′⟩ ⟨a′| .

最后， ∑
a′
ψ∗

a′(x′)ψa′(x′′) =
∑
a′

⟨a′|x′⟩ ⟨x′′|a′⟩ = ⟨x′′|x′⟩ = δ(3)(x′′ − x′).

结果：四个结论分别来自迹的循环性、厄米共轭反序、谱函数演算和完备性。

习题 1.5

(a) 考虑两个右矢 |α⟩ 和 |β⟩。假定 ⟨a′|α⟩，⟨a′′|α⟩，… 和 ⟨a′|β⟩，⟨a′′|β⟩，…均为已知，
其中 |a′⟩ , |a′′⟩ , · · · 组成基右矢的完备集。求在该基下算符 |α⟩ ⟨β| 的矩阵表示。

(b) 现在考虑一个自旋 1
2 系统，设 |α⟩ 和 |β⟩ 分别为 |sz = ℏ/2⟩ 和 |sx = ℏ/2⟩ 态。写

出在通常（sz 对角）的基下，与 |α⟩ ⟨β| 对应的方阵的显示式。

解答

解题思路：外积算符的矩阵元是左、右两个态在同一基下分量的乘积。
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详细推导：在 {|ai⟩} 基中，

⟨ai||α⟩ ⟨β||aj⟩ = ⟨ai|α⟩ ⟨β|aj⟩ .

若记 αi = ⟨ai|α⟩、βj = ⟨aj|β⟩，则矩阵为

(|α⟩ ⟨β|)ij = αiβ
∗
j .

对自旋 1
2，

|α⟩ = |+z⟩ =

1
0

 , |β⟩ = |+x⟩ = 1√
2

1
1

 .
故

|α⟩ ⟨β| =

1
0

 1√
2

(
1 1

)
= 1√

2

1 1
0 0

 .
结果：外积矩阵是列矢 α 与行矢 β† 的乘积。

习题 1.6

假定 |i⟩ 和 |j⟩ 都是某厄米算符 A 的本征右矢。在什么条件下 |i⟩ + |j⟩ 也是 A 的一个
本征右矢。证明答案的正确性。

解答

解题思路：直接把 A 作用到线性组合上，再与本征值方程比较。
详细推导：设

A |i⟩ = ai |i⟩ , A |j⟩ = aj |j⟩ .

若 |i⟩ + |j⟩ 是本征右矢，存在 a 使

A(|i⟩ + |j⟩) = a(|i⟩ + |j⟩).

于是
(ai − a) |i⟩ + (aj − a) |j⟩ = 0.

当 |i⟩ , |j⟩ 线性无关时，必须
ai = aj = a.

若其中一个系数实际为零，则退化为单个本征态的平凡情形。
结果：非平凡条件是 |i⟩ 与 |j⟩ 属于同一个本征值，即存在简并。

习题 1.7

考虑被厄米算符 A 的本征右矢 {|a′⟩} 所张的一个右矢空间。不存在任何简并。
(a) 证明 ∏

a′
(A− a′)

是零算符。
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(b) 解释 ∏
a′′ ̸=a′

(A− a′′)
(a′ − a′′)

的意义。

(c) 令 A 等于自旋 1
2 系统的 Sz，用它解释 (a) 与 (b)。

解答

解题思路：对每一个本征右矢检查算符作用；完备性再把结论推广到全空间。
详细推导：对任意本征右矢 |ak⟩，∏

a′
(A− a′) |ak⟩ =

∏
a′

(ak − a′) |ak⟩ = 0,

因为乘积中有一项 a′ = ak。无简并且本征右矢完备，所以该乘积是零算符。
对第二个算符

Pa′ =
∏

a′′ ̸=a′

A− a′′

a′ − a′′ ,

作用于 |ak⟩ 得

Pa′ |ak⟩ =
∏

a′′ ̸=a′

ak − a′′

a′ − a′′ |ak⟩ = δa′ak
|ak⟩ .

故 Pa′ = |a′⟩ ⟨a′| 是投影算符。
若 A = Sz，本征值为 ±ℏ/2，

(Sz − ℏ/2)(Sz + ℏ/2) = 0,

且

P+ = Sz + ℏ/2
ℏ

, P− = −Sz + ℏ/2
ℏ

.

结果： (a) 是有限维谱的最小多项式关系；(b) 是谱投影算符。

习题 1.8

利用 |+⟩ 和 |−⟩ 的正交性证明

[Si, Sj] = iεijkℏSk,

{Si, Sj} =
(
ℏ2

2

)
δij,

其中

Sx = ℏ
2

(|+⟩ ⟨−| + |−⟩ ⟨+|),

Sy = iℏ
2

(− |+⟩ ⟨−| + |−⟩ ⟨+|),

Sz = ℏ
2

(|+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|).
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解答

解题思路：把 |+⟩ ⟨−| 等看作矩阵单位 E+−，用 EabEcd = δbcEad。
详细推导：在 {|+⟩ , |−⟩} 基中，

Sx = ℏ
2
σx, Sy = ℏ

2
σy, Sz = ℏ

2
σz.

由正交性 ⟨+|−⟩ = 0、⟨±|±⟩ = 1 可直接得到

σiσj = δijI + iεijkσk.

因此

[Si, Sj] = ℏ2

4
[σi, σj] = ℏ2

4
(2iεijkσk) = iℏεijkSk,

并且

{Si, Sj} = ℏ2

4
{σi, σj} = ℏ2

4
(2δijI) = ℏ2

2
δijI.

结果：三个 Si 正是自旋
1
2 的角动量算符，满足标准角动量代数。

习题 1.9

构造一个这样的 |S · n̂; +⟩ 态，使其满足

S · n̂ |S · n̂; +⟩ =
(
ℏ
2

)
|S · n̂; +⟩ ,

其中 n̂ 由附图中所示的角度表征。把你的答案表示为 |+⟩ 和 |−⟩ 的线性组合。

x

y

z

n̂

α

β

[注：答案是

cos
(
β

2

)
|+⟩ + sin

(
β

2

)
eiα |−⟩ .

但是不要只是证明这个答案满足上述本征值方程，而是要把这个问题作为直接的本征
值问题处理。再有，不要使用我们将在本书稍后介绍的转动算符。]
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解答

解题思路：按题意把问题作为 2 × 2 本征值问题来解。
详细推导：对

n̂ = (sin β cosα, sin β sinα, cos β),

有

S · n̂ = ℏ
2

 cos β sin β e−iα

sin β eiα − cos β

 .
设

|S · n̂; +⟩ = c+ |+⟩ + c− |−⟩ .

本征值方程给出
(cos β − 1)c+ + sin β e−iαc− = 0.

所以
c−

c+
= eiα 1 − cos β

sin β
= eiα tan β

2
.

归一化条件 |c+|2 + |c−|2 = 1 令

c+ = cos β
2
, c− = eiα sin β

2
,

整体相位已取为零。
结果：

|S · n̂; +⟩ = cos β
2

|+⟩ + eiα sin β
2

|−⟩ .

习题 1.10

一个双态系统其哈密顿算符由下式给出

H = a(|1⟩ ⟨1| − |2⟩ ⟨2| + |1⟩ ⟨2| + |2⟩ ⟨1|),

其中 a 是一个数，其量纲为能量。求能量的本征值和相应的能量本征右矢（作为 |1⟩
和 |2⟩ 的线性组合）。

解答

解题思路：在 {|1⟩ , |2⟩} 基下把哈密顿量写成矩阵并对角化。
详细推导：

H
.= a

1 1
1 −1

 .
特征方程为

det

a− E a

a −a− E

 = E2 − 2a2 = 0,

所以
E± = ±

√
2 a.
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对 E+ =
√

2a，
(1 −

√
2)c1 + c2 = 0 ⇒ c2 = (

√
2 − 1)c1.

对 E− = −
√

2a，

(1 +
√

2)c1 + c2 = 0 ⇒ c2 = −(
√

2 + 1)c1.

归一化后

|E+⟩ = |1⟩ + (
√

2 − 1) |2⟩√
4 − 2

√
2

, |E−⟩ = |1⟩ − (
√

2 + 1) |2⟩√
4 + 2

√
2

.

结果：能量本征值为 ±
√

2 a，对应本征右矢如上。

习题 1.11

一个双态系统的哈密顿量由下式给出

H = H11 |1⟩ ⟨1| +H22 |2⟩ ⟨2| +H12[|1⟩ ⟨2| + |2⟩ ⟨1|],

其中 H11、H22 和 H12 都是有着能量量纲的实数，|1⟩和 |2⟩是某个可观测测量（̸= H）
的本征右矢。求能量的本征右矢和相应的能量本征值。核实你的答案对于 H12 = 0 是
合理的。
（你不需要从头解这个问题。下列事实可以不加证明地使用：

(S · n̂) |n̂; +⟩ = ℏ
2

|n̂; +⟩ ,

而 |n̂; +⟩ 由下式给定

|n̂; +⟩ = cos β
2

|+⟩ + eiα sin β
2

|−⟩ ,

其中 β 和 α 分别为表征 n̂ 的极角和方位角。在习题 1.9 的附图中给出了这些角度的
定义。）

解答

解题思路：把二能级哈密顿量写成单位矩阵加 Pauli 矩阵线性组合。
详细推导：在 {|1⟩ , |2⟩} 基下

H =

H11 H12

H12 H22

 = E0I +H12σx + δσz,

其中

E0 = H11 +H22

2
, δ = H11 −H22

2
.

令

Ω =
√
δ2 +H2

12, cos β = δ

Ω
, sin β = H12

Ω
.
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则
H = E0I + Ω σ · n̂, n̂ = (sin β, 0, cos β).

由自旋 1
2 的本征态公式，

|E+⟩ = cos β
2

|1⟩ + sin β
2

|2⟩ ,

|E−⟩ = − sin β
2

|1⟩ + cos β
2

|2⟩ ,

对应

E± = E0 ± Ω = H11 +H22

2
±
√(

H11 −H22

2

)2
+H2

12.

检验：若 H12 = 0，则 β = 0 或 π，本征态退回 |1⟩ , |2⟩，能量退回 H11, H22。

习题 1.12

已知一个自旋 1
2 的系统处于 S · n̂ 的一个本征态，其本征值为 ℏ/2，其中 n̂ 为 xz 平

面上的一个单位矢量，与正 z 轴夹 γ 角。

(a) 假定已测得 Sx，得到 +ℏ/2 的概率是什么？
(b) 计算 Sx 的弥散度，即

⟨(Sx − ⟨Sx⟩)2⟩.

（为了让你自己放心起见，验证在 γ = 0、π/2 和 π 等特殊情况下的答案。）

解答

解题思路： n̂ 在 xz 平面内，所以方位角为零。
详细推导：初态为

|ψ⟩ = cos γ
2

|+z⟩ + sin γ
2

|−z⟩ .

又

|+x⟩ = |+z⟩ + |−z⟩√
2

.

因此

P (Sx = +ℏ/2) = | ⟨+x|ψ⟩ |2 = 1
2

(
cos γ

2
+ sin γ

2

)2
= 1 + sin γ

2
.

另一方面，自旋沿 n̂ 的纯态满足

⟨S⟩ = ℏ
2

n̂,

故

⟨Sx⟩ = ℏ
2

sin γ, ⟨S2
x⟩ = ℏ2

4
.

于是

⟨(∆Sx)2⟩ = ℏ2

4
− ℏ2

4
sin2 γ = ℏ2

4
cos2 γ.

检验： γ = 0, π 时概率为 1/2；γ = π/2 时概率为 1 且弥散度为零。
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习题 1.13

一束自旋 1
2 的原子通过如下一系列斯特恩-盖拉赫类的测量：

(a) 第一次测量留存 sz = ℏ/2 的原子而舍弃 sz = −ℏ/2 的原子。
(b) 第二次测量留存 sn = ℏ/2的原子而舍弃 sn = −ℏ/2的原子，其中 sn 是算符 S · n̂
的本征值，而 n̂ 在 xz 平面上与 z 轴夹角为 β。

(c) 第三次测量留存 sz = −ℏ/2 的原子而舍弃 sz = ℏ/2 的原子。
当第一次测量存活下的 sz = ℏ/2 束流归一化到 1 时，找到 sz = −ℏ/2 束流的强度是
什么？如果我们想使最后找到 sz = −ℏ/2 束流的强度取最大值，我们必须怎样设置第
二次测量仪器取向？

解答

解题思路：每一次 Stern–Gerlach 选择都对应一次投影，强度等于连续投影概率之积。
详细推导：第一次以后归一化为 |+z⟩。第二次保留

|+n⟩ = cos β
2

|+z⟩ + sin β
2

|−z⟩ .

通过第二次的概率为

| ⟨+n|+z⟩ |2 = cos2 β

2
.

通过第二次后态为 |+n⟩，第三次保留 |−z⟩，概率为

| ⟨−z|+n⟩ |2 = sin2 β

2
.

所以最终强度

I = cos2 β

2
sin2 β

2
= 1

4
sin2 β.

结果：最大强度为 1/4，在 β = π/2 时取得，即第二个仪器取向与 z 轴成直角。

习题 1.14

量子力学中某一可观测测量有如下的 3 × 3 矩阵表示

1√
2


0 1 0
1 0 1
0 1 0

 .

(a) 求这个可观测测量的归一化本征矢和相应的本征值。有简并存在吗？
(b) 给出一个与上述结果相关的物理实例。

解答

解题思路：该矩阵正是自旋 1 的 Sx/ℏ 表示。
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详细推导：令

M = 1√
2


0 1 0
1 0 1
0 1 0

 .
直接求解 Mv = λv 得

λ+ = 1, v+ =


1/2

1/
√

2
1/2

 ;

λ0 = 0, v0 =


1/

√
2

0
−1/

√
2

 ;

λ− = −1, v− =


1/2

−1/
√

2
1/2

 .
三个本征值互不相同，所以没有简并。
结果：本题的物理实例是自旋 1 粒子在 Sz 对角基下的 Sx/ℏ 矩阵。

习题 1.15

设 A 和 B 是两个可观测测量。假定 A 和 B 的共同本征右矢 {|a′, b′⟩} 构成一组正交
完备的基右矢集合，我们是否总可以得出结论

[A,B] = 0?

如果你的答案是可以，证明这一论断。如果你的答案是不可以，举出一个反例。

解答

解题思路：若存在完备共同本征基，则两个算符在该基上同时对角。
详细推导：对任意共同本征右矢，

A |a′, b′⟩ = a′ |a′, b′⟩ , B |a′, b′⟩ = b′ |a′, b′⟩ .

于是
AB |a′, b′⟩ = a′b′ |a′, b′⟩ , BA |a′, b′⟩ = b′a′ |a′, b′⟩ .

两者相等。由于 {|a′, b′⟩} 完备，任意态都能按它展开，所以

[A,B] |ψ⟩ = 0

对任意 |ψ⟩ 成立。
结果：可以得出 [A,B] = 0。简并并不破坏结论，因为题设已经给出了一组完备的共
同本征右矢。

12
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习题 1.16

两个厄米算符反对易
{A,B} = AB +BA = 0.

能够存在一个 A 和 B 的同时（即，共同）的本征右矢吗？证明或举例说明你的论断。

解答

解题思路：假设存在共同本征右矢，然后把反对易关系作用在它上面。
详细推导：若

A |ψ⟩ = a |ψ⟩ , B |ψ⟩ = b |ψ⟩ ,

则
0 = {A,B} |ψ⟩ = (AB +BA) |ψ⟩ = 2ab |ψ⟩ .

非零态 |ψ⟩ 要求
ab = 0.

因此共同本征右矢只有在至少一个对应本征值为零时才可能存在。
例子与结论：对 A = σx, B = σz，有 {A,B} = 0，但本征值均为 ±1，所以不存在共
同本征右矢。若某个算符有零本征值，则零本征子空间中可能出现共同本征态。

习题 1.17

已知两个可观测测量 A1 和 A2 均不显含时间，且相互不对易

[A1, A2] ̸= 0,

我们还知道 A1 和 A2 均与哈密顿量对易：

[A1, H] = 0, [A2, H] = 0.

证明，在一般情况下，能量本征态是简并的。存在例外吗？作为一个例子你可以考虑
中心力问题 H = p2/2m+ V (r)，在那里取 A1 → Lz，A2 → Lx。

解答

解题思路：与 H 对易的算符把一个能量本征子空间映到同一个能量本征子空间内。
详细推导：若

H |E⟩ = E |E⟩ , [Ai, H] = 0,

则
H(Ai |E⟩) = AiH |E⟩ = E(Ai |E⟩).

所以 Ai |E⟩ 仍在能量 E 的本征子空间内。若该能级非简并，则该子空间一维，必有

A1 |E⟩ = a1 |E⟩ , A2 |E⟩ = a2 |E⟩ ,

从而
[A1, A2] |E⟩ = 0.

因此若在某些态上 [A1, A2] 真正不为零，相关能级不能都是一维，必须出现简并。

13
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例外：若某一特殊态被对易子湮灭，或只有一维表示参与，则该能级可非简并。中心
力场中 [H,Li] = 0 而 [Lx, Lz] ̸= 0，故固定 l > 0 的能级关于 m 简并；l = 0 是例外。

习题 1.18

(a) 推导施瓦茨不等式的最简单的方法如下。首先注意到，对于任何复数 λ 都有

(⟨α| + λ∗ ⟨β|) · (|α⟩ + λ |β⟩) ≥ 0.

然后，选择 λ，使得上面的这个不等式约化为施瓦茨不等式。

(b) 证明，如果在 λ 为纯虚数的情况下，问题所涉及的态满足

∆A |α⟩ = λ∆B |α⟩ ,

则推广的不确定度关系中的等号成立。

(c) 利用通常的波动力学规则进行的直接计算可证明，由下式给出的高斯型波包

⟨x′|α⟩ = (2πd2)−1/4 exp
[

i⟨p⟩x′

ℏ
− (x′ − ⟨x⟩)2

4d2

]

满足最小不确定度关系 √
⟨(∆x)2⟩

√
⟨(∆p)2⟩ = ℏ

2
.

证明这样的一个高斯型波包的确满足

⟨x′| ∆x |α⟩ = (虚数) ⟨x′| ∆p |α⟩

的要求，与 (b) 相符。

解答

解题思路：Schwarz不等式来自范数非负；不确定关系等号来自两个偏差态线性相关。
详细推导：对任意复数 λ，

0 ≤ ∥|α⟩ + λ |β⟩∥2 = ⟨α|α⟩α + λ ⟨α|α⟩ β + λ∗ ⟨β|β⟩α + |λ|2 ⟨β|β⟩ β.

取

λ = −⟨β|β⟩α
⟨β|β⟩ β

,

得
⟨α|α⟩α ⟨β|β⟩ β ≥ | ⟨β|β⟩α|2.

令
|u⟩ = ∆A |α⟩ , |v⟩ = ∆B |α⟩ .

Schwarz 等号成立当且仅当 |u⟩ = λ |v⟩。若 λ 为纯虚数，则协方差实部为零，推广不
确定关系退化为对易子项且取等号。
对高斯波包

ψ(x′) = (2πd2)−1/4 exp
[

i⟨p⟩x′

ℏ
− (x′ − ⟨x⟩)2

4d2

]
,

14
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有
⟨x′| ∆x |α⟩ = (x′ − ⟨x⟩)ψ(x′),

并且

⟨x′| ∆p |α⟩ =
(

−iℏ ∂

∂x′ − ⟨p⟩
)
ψ(x′) = iℏ

2d2 (x′ − ⟨x⟩)ψ(x′).

因此

⟨x′| ∆x |α⟩ = −2id2

ℏ
⟨x′| ∆p |α⟩ .

结果：系数为纯虚数，所以高斯波包满足最小不确定度条件。

习题 1.19

(a) 计算
⟨(∆Sx)2⟩ ≡ ⟨S2

x⟩ − ⟨Sx⟩2,

其中的期待值取自 Sz +态。在 A → Sx，B → Sy 的情况下，用你的结果检验推
广的不确定度关系

⟨(∆A)2⟩⟨(∆B)2⟩ ≥ 1
4

|⟨[A,B]⟩|2.

(b) 对 Sx + 态，在 A → Sx，B → Sy 的情况下检验这个不确定度关系。

解答

解题思路：自旋 1
2 中 S2

i = ℏ2/4，所以只需求一阶期待值。
详细推导：对 Sz 的 + 态，

⟨Sx⟩ = ⟨Sy⟩ = 0, ⟨S2
x⟩ = ⟨S2

y⟩ = ℏ2

4
.

故

⟨(∆Sx)2⟩⟨(∆Sy)2⟩ = ℏ4

16
.

而

[Sx, Sy] = iℏSz,
1
4

|⟨[Sx, Sy]⟩|2 = 1
4

∣∣∣∣∣iℏℏ2
∣∣∣∣∣
2

= ℏ4

16
.

等号成立。
对 Sx 的 + 态，

⟨(∆Sx)2⟩ = 0, ⟨(∆Sy)2⟩ = ℏ2

4
,

且 ⟨Sz⟩ = 0，所以不确定关系给出 0 ≥ 0。
结果：两种情形都满足不确定度关系；第一种取非平凡等号，第二种取平凡等号。

习题 1.20

找出使不确定度乘积
⟨(∆Sx)2⟩⟨(∆Sy)2⟩

15
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取最大值的右矢 |+⟩ 和 |−⟩ 的线性组合。直接证明，你所找到的这个线性组合不破坏
Sx 和 Sy 的不确定度关系。

解答

解题思路：用 Bloch 矢量表示任意纯态。
详细推导：任意自旋 1

2 纯态满足

⟨S⟩ = ℏ
2

n, |n| = 1.

又 S2
i = ℏ2/4，故

⟨(∆Si)2⟩ = ℏ2

4
(1 − n2

i ).

于是

⟨(∆Sx)2⟩⟨(∆Sy)2⟩ = ℏ4

16
(1 − n2

x)(1 − n2
y).

在约束 n2
x + n2

y + n2
z = 1 下，最大值显然在

nx = ny = 0, nz = ±1

取得。对应态即 |+⟩ 或 |−⟩。
此时

⟨(∆Sx)2⟩⟨(∆Sy)2⟩ = ℏ4

16
,

而
1
4

|⟨[Sx, Sy]⟩|2 = 1
4

|iℏ⟨Sz⟩|2 = ℏ4

16
.

结果：最大不确定度乘积的态是 Sz 的两个本征态，并且不确定度关系仍取等号。

习题 1.21

对于一个禁闭于两个刚性壁之间的一维粒子，

V =

0 对于0 < x < a,

∞ 其他

求出 x-p 不确定度乘积 ⟨(∆x)2⟩⟨(∆p)2⟩ 的值。对基态和激发态都进行求解。

解答

解题思路：对无限深方势阱本征态直接积分。
详细推导：归一化本征函数为

ψn(x) =
√

2
a

sin nπx
a
, n = 1, 2, · · · .
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由对称性
⟨x⟩ = a

2
.

直接积分得

⟨x2⟩ = a2
(1

3
− 1

2n2π2

)
.

所以

⟨(∆x)2⟩ = a2
( 1

12
− 1

2n2π2

)
.

又 ⟨p⟩ = 0，且能量

En = ⟨p2⟩
2m

= n2π2ℏ2

2ma2 ,

故

⟨(∆p)2⟩ = n2π2ℏ2

a2 .

乘积为

⟨(∆x)2⟩⟨(∆p)2⟩ = ℏ2
(
n2π2

12
− 1

2

)
.

结果：基态取 n = 1；激发态按上式令 n = 2, 3, . . .。

习题 1.22

如果唯一的限制是由海森伯不确定度原理所设置的，试估算一个冰锥能用锥尖平衡的
时间长短的粗略量级。假定该锥尖是尖锐的，而且它与支持它的面都是坚硬的。你可
以取一些不变更结果一般数量级的近似。假设冰锥的尺度和重量取了合理的数值。求
出一个近似的数值结果，并用秒表示。

解答

解题思路：把冰锥看成绕尖端倒立的小角度刚体，用角度–角动量不确定度给初始扰
动下限。
详细推导：设质量为 M、特征长度为 R，转动惯量取

I ∼ MR2.

小角度 θ 下重力矩约为 MgRθ，于是

Iθ̈ ≃ MgRθ, Ω =
√
MgR

I
∼
√
g

R
.

量子不确定度给

∆θ∆L ≳ ℏ
2
.

最小增长扰动的量级为

θ0 ∼
√

ℏ
IΩ

.
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不稳定运动满足 θ(t) ∼ θ0eΩt，倒下时 θ(t) ∼ 1，故

t ∼ Ω−1 ln 1
θ0
.

取 M ∼ 10−1 kg，R ∼ 10−1 m，则

I ∼ 10−3 kg m2, Ω ∼ 10 s−1,

θ0 ∼ 10−16, t ∼ 0.1 ln
(
1016

)
s ∼几秒.

结果：海森伯不确定度单独给出的平衡时间是秒量级；真实环境扰动通常会更快破坏
平衡。

习题 1.23

考虑一个三维右矢空间。如果某一组正交的右矢集合，比如 |1⟩、|2⟩ 和 |3⟩，用作基右
矢，算符 A 和 B 由

A
.=


a 0 0
0 −a 0
0 0 −a

 , B
.=


b 0 0
0 0 −ib
0 ib 0


表示，其中 a 和 b 都是实数。

(a) 显然，A 展示了一个简并的谱。B 也展示了简并的谱吗？
(b) 证明 A 和 B 对易。

(c) 找到一组新的正交归一右矢集合，它们是 A 和 B 的共同本征右矢。具体确定在
这三个本征右矢的每一个本征右矢上 A 和 B 的本征值。你确定的本征值能完全
地表征每个本征右矢吗？

解答

解题思路：先分别对角化 A 与 B，再利用 A 的简并子空间寻找共同本征矢。
详细推导： A 的本征值为

a, −a, −a,

所以有二重简并。B 在 {|2⟩ , |3⟩} 子空间中的矩阵为

b

0 −i
i 0

 ,
本征值为 ±b；再加上 |1⟩ 上的本征值 b，故 B 的本征值 b 二重简并，−b 非简并。
直接计算可见 AB = BA，因为 A 在 {|2⟩ , |3⟩} 子空间中正比于单位矩阵。
共同归一化本征右矢可取

|ψ1⟩ = |1⟩ , |ψ2⟩ = |2⟩ + i |3⟩√
2

, |ψ3⟩ = |2⟩ − i |3⟩√
2

.
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对应本征值为

A B

|ψ1⟩ a b

|ψ2⟩ −a b

|ψ3⟩ −a −b

结果：虽然单独看 A 或 B 都有简并，但成对本征值 (A,B) 可完全区分这三个共同本
征态。

习题 1.24

(a) 证明，(1/
√

2)(1 + iσx)作用在一个二分量子旋量上可被看作绕 x轴旋转 −π/2的
转动算符的矩阵表示。（负号意味着转动是顺时针的）。

(b) 用 Sy 的本征右矢作为基矢时，构造 Sz 的矩阵表示。

解答

解题思路：自旋 1
2 绕 x 轴转角 θ 的矩阵为 exp(−iσxθ/2)。

详细推导：当 θ = −π/2 时

exp
(

− iσxθ

2

)
= exp

( iπσx

4

)
= cos π

4
I + i sin π

4
σx = 1√

2
(I + iσx).

这正是题中矩阵。
Sy 的归一化本征右矢为

|+y⟩ = 1√
2

1
i

 , |−y⟩ = 1√
2

 1
−i

 .
在此基中

⟨±y|Sz|±y⟩ = 0, ⟨+y|Sz|−y⟩ = ⟨−y|Sz|+y⟩ = ℏ
2
.

所以

Sz
.=Sy基

ℏ
2

0 1
1 0

 .
结果：旋转矩阵和换基矩阵都来自同一组 Pauli 矩阵代数。

习题 1.25

当一个算符在某个表象（在这种情况下 {|b′⟩} 为基矢）中的矩阵元 ⟨b′|A|b′′⟩ 都是实
数时，有些作者把该算符定义为实的。这个概念是表象无关的吗？也就是说，即使在
使用不同于 {|b′⟩} 的其他基时，这些矩阵元还能保持是实数吗？利用熟知的算符，如
Sy 和 Sz（见习题 1.24）或 x 和 px 算符，检验你的断言。
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解答

解题思路： “矩阵元全为实数” 依赖于所选基，因为幺正换基通常含有复相位。
详细推导：若在某基中 A 的矩阵为实矩阵，换到新基后

A′ = UAU †.

即使 A 实，若 U 含复相位，A′ 一般也不再实。
最简单例子是 Sy。在 Sz 对角基中

Sy = ℏ
2

0 −i
i 0

 ,
矩阵元不是实数；但在 Sy 自身本征基中它是

Sy = ℏ
2

1 0
0 −1

 ,
完全实。
结果：这个所谓 “实算符” 概念不是表象无关的；只有厄米性、幺正性、谱等才是内
禀性质。

习题 1.26

构造一个变换矩阵，它把 Sz 对角的基和 Sx 对角的基联系起来。证明你的结果与下列
的普遍关系式自洽：

U =
∑

r

∣∣∣b(r)
〉 〈
a(r)

∣∣∣ .
解答

解题思路：把 Sx 的本征态写成 Sz 基下的线性组合。
详细推导：

|+x⟩ = |+z⟩ + |−z⟩√
2

, |−x⟩ = |+z⟩ − |−z⟩√
2

.

若 U 把 Sz 对角基 {|+z⟩ , |−z⟩} 映到 Sx 对角基 {|+x⟩ , |−x⟩}，则

U = |+x⟩ ⟨+z| + |−x⟩ ⟨−z| .

在 Sz 基中，

U = 1√
2

1 1
1 −1

 .
它满足

U †U = I.

结果：这正是一般公式
U =

∑
r

∣∣∣b(r)
〉 〈
a(r)

∣∣∣
在 a = Sz、b = Sx 情形下的具体实现。
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习题 1.27

(a) 假定 f(A) 是一个具有性质 A |a′⟩ = a′ |a′⟩ 的厄米算符 A 的一个函数。已知从基
a′ 到基 b′ 的变换矩阵时，求 ⟨b′|f(A)|b′⟩ 的值。

(b) 利用 (a) 中所得结果的连续态类比，求

⟨p′′|F (r)|p′⟩ .

尽你所能简化你的表示式。注意：r 是
√
x2 + y2 + z2，其中 x、y 和 z 都是算符。

解答

解题思路：先在 A 的本征基中做函数演算，再插入换基矩阵。
详细推导：因为

f(A) =
∑
a′
f(a′) |a′⟩ ⟨a′| ,

故
⟨b′|f(A)|b′⟩ =

∑
a′
f(a′)| ⟨b′|a′⟩ |2.

更一般地，
⟨b′|f(A)|b′′⟩ =

∑
a′
f(a′) ⟨b′|a′⟩ ⟨a′|b′′⟩ .

连续情形下，

⟨p′′|F (r)|p′⟩ =
ˆ

d3x ⟨p′′|x⟩F (r) ⟨x|p′⟩ .

取
⟨x|p⟩ = (2πℏ)−3/2eip·x/ℏ,

得

⟨p′′|F (r)|p′⟩ = 1
(2πℏ)3

ˆ
d3xF (r)ei(p′−p′′)·x/ℏ.

若 q = |p′′ − p′|，角向积分给

⟨p′′|F (r)|p′⟩ = 4π
(2πℏ)3

ˆ ∞

0
r2dr F (r)sin(qr/ℏ)

qr/ℏ
.

结果：动量表象中的中心势矩阵元就是 F (r) 的三维 Fourier 变换。

习题 1.28

(a) 设 x 和 px 是一维的坐标和线动量。求经典泊松括号

[x, F (px)]经典

的值。

(b) 这一次，设 x 和 px 是相应的量子力学算符，求对易关系[
x, exp

( ipxa

ℏ

)]
.
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(c) 利用在 (b) 中得到的结果，证明

exp
( ipxa

ℏ

)
|x′⟩ , (x |x′⟩ = x′ |x′⟩)

是坐标算符 x 的本征态。相应的本征值是什么？

解答

解题思路：经典情形用 Poisson 括号；量子情形用 [x, F (p)] = iℏF ′(p)。
详细推导：经典中

[x, F (px)]经典 = ∂x

∂x

∂F

∂px

− ∂x

∂px

∂F

∂x
= ∂F

∂px

.

量子中 [
x, exp

( ipxa

ℏ

)]
= iℏ ∂

∂px

exp
( ipxa

ℏ

)
= −a exp

( ipxa

ℏ

)
.

令 T (a) = exp(ipxa/ℏ)，则

xT (a) = T (a)x− aT (a).

若 x |x′⟩ = x′ |x′⟩，
xT (a) |x′⟩ = (x′ − a)T (a) |x′⟩ .

结果： T (a) |x′⟩ 是 x 的本征态，本征值为 x′ − a；这个正号指数对应向负 x 方向平移
位置本征值。

习题 1.29

(a) Gottfried (1966) 在他的书的 247 页上说：对所有能表示成其宗量的幂级数的函
数 F 和 G，从基本对易关系都可以” 容易地推导” 出

[xi, G(p)] = iℏ∂G
∂pi

,

[pi, F (x)] = −iℏ∂F
∂xi

.

证明这个说法。

(b) 求 [x2, p2] 的值。把你的结果与经典的泊松括号 [x2, p2]经典 相比较。

解答

解题思路：先对幂函数证明，再由幂级数线性推广。
详细推导：由 [xi, pj] = iℏδij，

[xi, p
n
j ] =

n−1∑
r=0

pr
j [xi, pj]pn−1−r

j = iℏ δijnp
n−1
j .
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对多变量幂级数逐项应用，得到

[xi, G(p)] = iℏ∂G
∂pi

.

同理，

[pi, F (x)] = −iℏ∂F
∂xi

.

一维时
[x2, p2] = x[x, p2] + [x, p2]x = 2iℏ(xp+ px).

经典 Poisson 括号为
[x2, p2]经典 = 4xp.

在经典极限中 xp 与 px 可视为相同，所以

1
iℏ

[x2, p2] → 4xp.

结果：量子结果是经典 Poisson 括号的对称化版本。

习题 1.30

一个有限的（空间）位移的平移算符由

J (l) = exp
(

− ip · l

ℏ

)

给出，其中 p 是动量算符。

(a) 求
[xi,J (l)].

(b) 利用 (a)（或其他方法），展示期待值 ⟨x⟩ 在平移下如何改变。

解答

解题思路：平移算符是动量的指数函数，直接使用上一题的对易关系。
详细推导：

J (l) = exp
(

− ip · l

ℏ

)
.

于是

[xi,J (l)] = iℏ ∂

∂pi

exp
(

− ip · l

ℏ

)
= liJ (l).

因此
xiJ = J xi + liJ ,

等价于
J †xiJ = xi + li.
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若平移后的态为 |α′⟩ = J (l) |α⟩，则

⟨xi⟩′ = ⟨α| J †xiJ |α⟩ = ⟨xi⟩ + li.

结果：空间平移使位置期待值增加 l。

习题 1.31

在正文中我们讨论了 J (dx′) 在位置和动量本征右矢上以及在一个更一般的态右矢
|α⟩上的效应。我们还可以研究期待值 ⟨x⟩和 ⟨p⟩在无穷小平移下的行为。利用 (1.6.25)
式和 (1.6.45) 式并仅令 |α⟩ → J (dx′) |α⟩，证明在无穷小平移下 ⟨x⟩ → ⟨x⟩ + dx′，
⟨p⟩ → ⟨p⟩。

补充公式（原书 §1.6）：
[x, J (dx′)] = dx′, [p, J (dx′)] = 0.

解答

解题思路：只把态右矢平移，算符不变；期待值变化由给定对易式控制。
详细推导：令

|α′⟩ = J (dx′) |α⟩ .

则
⟨x⟩′ = ⟨α| J †xJ |α⟩ .

由
[x,J (dx′)] = dx′ J (dx′)

得
J †xJ = x + dx′

到一阶精度。因此
⟨x⟩′ = ⟨x⟩ + dx′.

同理，由
[p,J (dx′)] = 0

可得
J †pJ = p, ⟨p⟩′ = ⟨p⟩.

结果：无穷小空间平移只改变位置期待值，不改变动量期待值。

习题 1.32

(a) 从高斯型波包 (1.7.35) 式出发，证明 p 和 p2 期待值的 (1.7.39a) 式和 (1.7.39b)
式。

(b) 利用动量空间波函数 (1.7.42) 式，求 p 和 p2 的期待值。
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补充公式（原书 §1.7）：

⟨x′|α⟩ =
[

1
π1/4

√
d

]
exp

[
ikx′ − x′2

2d2

]
. (1.7.35)

⟨p⟩ = ℏk, ⟨p2⟩ = ℏ2

2d2 + ℏ2k2. (1.7.39)

⟨p′|α⟩ =
(

1√
2πℏ

)(
1

π1/4
√

d

)ˆ ∞

−∞
dx′ exp

(
− ip′x′

ℏ
+ ikx′ − x′2

2d2

)
=

√
d

ℏ
√
π

exp
[
− (p′ − ℏk)2d2

2ℏ2

]
. (1.7.42)

解答

解题思路：位置表象中令 p = −iℏ∂x；动量表象中利用高斯分布的均值和方差。
详细推导：对

ψ(x) = 1
π1/4

√
d

exp
(

ikx− x2

2d2

)
,

有

pψ = −iℏ∂ψ
∂x

=
(
ℏk + iℏx

d2

)
ψ.

由于 |ψ|2 为偶函数，
⟨p⟩ = ℏk.

继续作用一次，

p2ψ =
[
ℏ2k2 + ℏ2

d2 − ℏ2x2

d4
2iℏ2kx

d2

]
ψ.

用

⟨x⟩ = 0, ⟨x2⟩ = d2

2
,

得

⟨p2⟩ = ℏ2k2 + ℏ2

2d2 .

动量空间波函数满足

|ϕ(p)|2 = d

ℏ
√
π

exp
[
−(p− ℏk)2d2

ℏ2

]
,

它是均值 ℏk、方差 ℏ2/(2d2) 的高斯分布，所以给出同样结果。结果：

⟨p⟩ = ℏk, ⟨p2⟩ = ℏ2k2 + ℏ2

2d2 .
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习题 1.33

(a) 证明下列各式：
i. ⟨p′|x |α⟩ = iℏ ∂

∂p′ ⟨p′|α⟩，
ii. ⟨β|x |α⟩ =

´
dp′ ϕ∗

β(p′) iℏ ∂
∂p′ϕα(p′)，

其中 ϕα(p′) = ⟨p′|α⟩ 和 ϕβ(p′) = ⟨p′|β⟩ 都是动量空间波函数。
(b) exp

(
ixΞ
ℏ

)
的物理意义是什么，其中 x是位置算符，而 Ξ 是某个量纲为动量的数？

证明你的答案的正确性。

解答

解题思路：在动量表象中，坐标算符是 iℏ∂/∂p；位置指数则平移动量。
详细推导：利用

⟨x|p′⟩ = (2πℏ)−1/2eip′x/ℏ,

得

⟨p′|x |α⟩ =
ˆ

dx ⟨p′|p′⟩xx ⟨x|x⟩α.

注意

iℏ ∂

∂p′ ⟨p′|p′⟩x = x ⟨p′|p′⟩x,

所以

⟨p′|x |α⟩ = iℏ ∂

∂p′ ⟨p′|p′⟩α.

插入动量完备性，

⟨β|x |α⟩ =
ˆ

dp′ ⟨β|p′⟩ ⟨p′|x |α⟩ =
ˆ

dp′ ϕ∗
β(p′) iℏ ∂

∂p′ϕα(p′).

令 M(Ξ) = exp(ixΞ/ℏ)。因为

[p,M(Ξ)] = ΞM(Ξ),

所以
pM(Ξ) |p′⟩ = (p′ + Ξ)M(Ξ) |p′⟩ .

结果： exp(ixΞ/ℏ) 是动量平移算符，把动量本征值 p′ 变为 p′ + Ξ。
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2
第二章 量子动力学

习题 2.1

考虑正文中讨论的自旋进动问题。它还可以在海森伯绘景中求解。利用哈密顿量

H = −
(
eB

mc

)
Sz = ωSz,

写出时间相关算符 Sx(t)、Sy(t) 和 Sz(t) 的海森伯运动方程。求解它们以得到作为时
间函数的 Sx,y,z。

解答

解题思路：海森伯方程为 Ȧ = (i/ℏ)[H,A]。
详细推导：因为 H = ωSz，

Ṡx = i
ℏ
ω[Sz, Sx] = i

ℏ
ω(iℏSy) = −ωSy,

Ṡy = i
ℏ
ω[Sz, Sy] = i

ℏ
ω(−iℏSx) = ωSx, Ṡz = 0.

再微分一次，
S̈x = −ω2Sx, S̈y = −ω2Sy.

由初值 Si(0) = Si，
Sx(t) = Sx cosωt− Sy sinωt,

Sy(t) = Sx sinωt+ Sy cosωt, Sz(t) = Sz.

结果：自旋横向分量绕 z 轴进动，纵向分量守恒。

习题 2.2

再看一下第 1 章习题 1.11 的哈密顿量。假定打字员出了一个错，把 H 写成

H = H11 |1⟩ ⟨1| +H22 |2⟩ ⟨2| +H12 |1⟩ ⟨2| .

现在什么原理被破坏了？通过尝试利用这类不合法的哈密顿量求解最一般的问题（为
了简单，你可以假定 H11 = H22 = 0），阐明你的观点。

解答

解题思路：合法哈密顿量必须厄米；缺少 |2⟩ ⟨1| 项会破坏厄米性和幺正时间演化。
详细推导：题中错误哈密顿量满足

H† = H11 |1⟩ ⟨1| +H22 |2⟩ ⟨2| +H12 |2⟩ ⟨1| ̸= H.
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取最简单情形
H = δ |1⟩ ⟨2| , H2 = 0.

时间演化算符形式上为

U(t) = exp
(

− iHt
ℏ

)
= I − iδt

ℏ
|1⟩ ⟨2| .

若
|ψ(0)⟩ = c1 |1⟩ + c2 |2⟩ ,

则

|ψ(t)⟩ =
(
c1 − iδt

ℏ
c2

)
|1⟩ + c2 |2⟩ .

范数为

∥ψ(t)∥2 =
∣∣∣∣∣c1 − iδt

ℏ
c2

∣∣∣∣∣
2

+ |c2|2,

一般不等于 |c1|2 + |c2|2。
结果：被破坏的是哈密顿量厄米性，随之概率守恒和幺正时间演化也被破坏。

习题 2.3

一个电子受到一个时间无关的、强度为 B 的沿正 z 方向的均匀磁场的作用。在 t = 0
时已知电子处在 S · n̂ 的本征态上，本征值为 ℏ/2，其中 n̂ 是一个单位矢量，位于 xz
平面上，与 z 轴夹 β 角。

(a) 求找到电子处在 sz = ℏ/2 态上作为时间函数的概率。
(b) 求作为时间函数的 Sx 的期待值。

(c) 为让你自己放心，在 (i) β → 0 和 (ii) β → π/2 的极端情况下证明你的答案是有
意义的。

解答

解题思路：初态是 xz 平面内的自旋向上态；磁场哈密顿量只给 |±z⟩ 加相反相位。
详细推导：取

H = ωSz.

初态为

|ψ(0)⟩ = cos β
2

|+z⟩ + sin β
2

|−z⟩ .

时间演化给

|ψ(t)⟩ = e−iωt/2 cos β
2

|+z⟩ + eiωt/2 sin β
2

|−z⟩ .

于是

P (sz = +ℏ/2) = cos2 β

2
,

与时间无关。又

Sx = ℏ
2

(|+z⟩ ⟨−z| + |−z⟩ ⟨+z|),
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所以

⟨Sx⟩t = ℏ
2

sin β cosωt.

检验： β → 0 时态为 |+z⟩，P = 1 且 ⟨Sx⟩ = 0；β → π/2 时 P = 1/2，横向自旋完整
进动。

习题 2.4

导出中微子振荡概率 (2.1.65) 式

P (νe → νe) = 1 − sin2 2θ sin2
(
∆m2c4 L

4Eℏc

)
,

并与图 2.2 中的数据一起使用它估算 ∆m2c4（以 eV2 为单位）和 θ 的值。

解答

解题思路：两味中微子振荡来自质量本征态相位差。
详细推导：写

|νe⟩ = cos θ |ν1⟩ + sin θ |ν2⟩ , |νµ⟩ = − sin θ |ν1⟩ + cos θ |ν2⟩ .

传播时间 t 后
|ν(t)⟩ = cos θ e−iE1t/ℏ |ν1⟩ + sin θ e−iE2t/ℏ |ν2⟩ .

存活振幅
Aee = cos2 θ e−iE1t/ℏ + sin2 θ e−iE2t/ℏ.

故

P (νe → νe) = 1 − sin2 2θ sin2 (E2 − E1)t
2ℏ

.

相对论极限下

Ei ≃ E + m2
i c

4

2E
, t ≃ L

c
,

于是

P (νe → νe) = 1 − sin2 2θ sin2
(

∆m2c4 L

4Eℏc

)
.

估算：由振荡振幅可读出 sin2 2θ；由第一个极小值满足相位约为 π/2 可得

∆m2c4 ≃ 2πEℏc
L

.

若按常见大气中微子图像读数，得到的数量级为 ∆m2c4 ∼ 10−3 eV2，混合角接近最大
混合 θ ≃ π/4。

习题 2.5

设 x(t) 是一维自由粒子在海森伯绘景中的坐标算符。求

[x(t), x(0)].
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解答

解题思路：自由粒子海森伯解为 x(t) = x(0) + p(0)t/m。
详细推导：

ẋ = i
ℏ

[
p2

2m
,x

]
= p

m
, ṗ = 0.

因此

x(t) = x(0) + p(0)
m

t.

于是

[x(t), x(0)] = t

m
[p(0), x(0)] = − iℏt

m
.

结果：
[x(t), x(0)] = −iℏt/m.

习题 2.6

考虑一个一维粒子，其哈密顿量由下式给出

H = p2

2m
+ V (x).

通过计算 [[H, x], x]，证明

∑
a′′

| ⟨a′′|x|a′⟩ |2(Ea′′ − Ea′) = ℏ2

2m
,

其中 |a′⟩ 是一个能量本征态，本征值为 Ea′。

解答

解题思路：双重对易子把谱求和中的能量差抽出来。
详细推导：因 [V (x), x] = 0，

[H, x] =
[
p2

2m
,x

]
= − iℏ

m
p.

再算

[[H, x], x] = − iℏ
m

[p, x] = −ℏ2

m
.

另一方面，在能量本征态 |a′⟩ 中插入完备性，

⟨a′|[[H, x], x]|a′⟩ = 2
∑
a′′

(Ea′ − Ea′′)| ⟨a′′|x|a′⟩ |2.

因此

2
∑
a′′

(Ea′ − Ea′′)| ⟨a′′|x|a′⟩ |2 = −ℏ2

m
.
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移项得 ∑
a′′

| ⟨a′′|x|a′⟩ |2(Ea′′ − Ea′) = ℏ2

2m
.

结果：这就是一维的 Thomas–Reiche–Kuhn 型求和规则。

习题 2.7

考虑一个三维粒子，其哈密顿量由下式给出

H = p2

2m
+ V (x).

通过计算 [x · p, H]，求

d
dt

⟨x · p⟩ =
〈

p2

m

〉
− ⟨x · ∇V ⟩.

为了使我们可以把上面的关系式等同于维里定理的量子力学类似物，左边等于零是必
要的。这会在什么条件下发生？

解答

解题思路：计算 [H,x · p]，再取期待值。
详细推导：使用

[p2
i , xjpj] = −2iℏp2

i , [V (x), xjpj] = iℏxj∂jV.

于是

[H,x · p] = − iℏ
m

p2 + iℏx · ∇V.

海森伯方程给
d
dt

⟨x · p⟩ = i
ℏ

⟨[H,x · p]⟩ =
〈

p2

m

〉
− ⟨x · ∇V ⟩.

条件：若态是束缚定态，或更一般地 ⟨x · p⟩ 的长期平均有限且边界项不增长，则左边
的定态期待值或长期平均为零。结果：在这些条件下得到量子维里定理。

习题 2.8

考虑一个一维自由粒子的波包。t = 0 时它满足最小不确定度关系

⟨(∆x)2⟩⟨(∆p)2⟩ = ℏ2

4
(t = 0).

此外，我们知道
⟨x⟩ = ⟨p⟩ = 0 (t = 0).

利用海森伯绘景，当 ⟨(∆x)2⟩t=0 给定时，求作为 t (≥ 0) 的函数的 ⟨(∆x)2⟩t。（提示：
利用你在第 1 章习题 1.18 中得到的最小不确定度波包的性质。）
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解答

解题思路：用自由粒子的海森伯解展开方差。
详细推导：

x(t) = x(0) + p(0)
m

t.

因 ⟨x⟩0 = ⟨p⟩0 = 0，

⟨(∆x)2⟩t = ⟨x(t)2⟩ = ⟨x2⟩0 + t

m
⟨xp+ px⟩0 + t2

m2 ⟨p2⟩0.

最小不确定度高斯包满足偏差态比例系数为纯虚数，因此

⟨xp+ px⟩0 = 0.

设
σ2

0 = ⟨(∆x)2⟩0.

由最小不确定度

⟨(∆p)2⟩0 = ℏ2

4σ2
0
.

所以

⟨(∆x)2⟩t = σ2
0 + ℏ2t2

4m2σ2
0
.

结果：波包宽度随时间按上式扩展。

习题 2.9

设 |a′⟩ 和 |a′′⟩ 是厄米算符 A 的本征态，本征值分别为 a′ 和 a′′ (a′ ̸= a′′)。哈密顿量
算符由下式给出

H = |a′⟩ δ ⟨a′′| + |a′′⟩ δ ⟨a′| ,

其中 δ 只是个实数。

(a) 显然，|a′⟩ 和 |a′′⟩ 不是这个哈密顿量的本征态。写出该哈密顿量的本征态。它们
的能量本征值是什么？

(b) 假定已知 t = 0 时系统处在 |a′⟩ 态上。在薛定谔绘景中写出 t > 0 时的态矢量。
(c) 如果已知 t = 0 时系统处在 |a′⟩ 态上，在 t > 0 时找到该系统在 |a′′⟩ 态的概率是
多少？

(d) 你能想出与这个问题相对应的一种物理情况吗？

解答

解题思路：在 {|a′⟩ , |a′′⟩} 子空间中 H = δσx。
详细推导：能量本征态为

|E+⟩ = |a′⟩ + |a′′⟩√
2

, |E−⟩ = |a′⟩ − |a′′⟩√
2

,

对应
E+ = δ, E− = −δ.
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若初态为

|a′⟩ = |E+⟩ + |E−⟩√
2

,

则

|ψ(t)⟩ = 1√
2

(
e−iδt/ℏ |E+⟩ + eiδt/ℏ |E−⟩

)
.

化回原基，

|ψ(t)⟩ = cos δt
ℏ

|a′⟩ − i sin δt
ℏ

|a′′⟩ .

所以

P (a′′, t) = sin2 δt

ℏ
.

物理图像：这是二能级系统中的 Rabi 振荡，也可描述左右阱隧穿或中性介子混合。

习题 2.10

含有一个粒子的一个盒子用一个薄的隔板分成左右两个隔间。如果已知该粒子确定无
疑地处在右（左）边，则状态用 |R⟩ (|L⟩)表示，在那里我们忽略了在盒子的每一半中
的空间变量。然后，最一般的态矢量可以写成

|α⟩ = |R⟩ ⟨R|α⟩ + |L⟩ ⟨L|α⟩ ,

其中 ⟨R|α⟩和 ⟨L|α⟩可以看作”波函数”。该粒子可以隧穿过隔板；这种隧道效应由哈
密顿量

H = ∆(|L⟩ ⟨R| + |R⟩ ⟨L|),

表征，其中的 ∆ 是个有能量量纲的实数。

(a) 求归一化的能量本征右矢。相应的能量本征值是什么？
(b) 在薛定谔绘景中基右矢 |R⟩ 和 |L⟩ 是固定不变的，而态矢量随时间运动。假定系
统就由上面在 t = 0 时给定的 |α⟩ 表示。通过用适当的时间演化算符作用于 |α⟩，
求 t > 0 时的态矢量 |α, t0 = 0; t⟩。

(c) 假定 t = 0 时粒子确定无疑地在右边。观测到粒子在左边的、作为时间函数的概
率是多少？

(d) 写出波函数 ⟨R|α, t0 = 0; t⟩ 和 ⟨L|α, t0 = 0; t⟩ 的耦合薛定谔方程。证明该耦合薛
定谔方程的解正是在 (b) 中所预期的。

(e) 假定打印机出了个错，把 H 写成了

H = ∆ |L⟩ ⟨R| .

通过明显地求解具有该哈密顿量的最普遍的时间演化问题，证明概率守恒被破坏
了。

解答

解题思路：该问题与上一题同构，只是基矢命名为左右两室。
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详细推导：哈密顿量
H = ∆(|L⟩ ⟨R| + |R⟩ ⟨L|)

的本征态和本征值为

|+⟩ = |L⟩ + |R⟩√
2

, E+ = ∆,

|−⟩ = |L⟩ − |R⟩√
2

, E− = −∆.

若
|α⟩ = cR |R⟩ + cL |L⟩ ,

则

cR(t) = cR cos ∆t
ℏ

− icL sin ∆t
ℏ
,

cL(t) = cL cos ∆t
ℏ

− icR sin ∆t
ℏ
.

若 cR = 1, cL = 0，
PL(t) = |cL(t)|2 = sin2 ∆t

ℏ
.

耦合薛定谔方程为
iℏċR = ∆cL, iℏċL = ∆cR,

其解正是上式。
若误写为 H = ∆ |L⟩ ⟨R|，则

cR(t) = cR(0), cL(t) = cL(0) − i∆t
ℏ
cR(0),

范数一般随时间改变。结果：正确的隧穿哈密顿量厄米且概率守恒；错误哈密顿量非
厄米。

习题 2.11

以一维简谐振子为例，阐明海森伯绘景与薛定谔绘景之间的差别。特别是，讨论 (a)
动力学变量 x 和 p 以及 (b) 最一般的态矢量，分别在这两个绘景中如何随时间演化。

解答

解题思路：两个绘景给同一物理结果；区别在时间依赖放在态还是算符上。
详细推导：简谐振子

H = p2

2m
+ 1

2
mω2x2.

薛定谔绘景中 x, p 固定，态矢量

|ψ(t)⟩ =
∑

n

cne−iEnt/ℏ |n⟩ , En = ℏω(n+ 1
2).

海森伯绘景中态固定为 |ψ(0)⟩，算符演化：

x(t) = x cosωt+ p

mω
sinωt,
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p(t) = p cosωt−mωx sinωt.

两者期待值一致，例如

⟨ψ(t)|x |ψ(t)⟩ = ⟨ψ(0)|x(t) |ψ(0)⟩ .

结果：薛定谔绘景让态转动；海森伯绘景让动力学变量转动。

习题 2.12

考虑一个处在一维简谐振子位势中的粒子。假定在 t = 0 时态矢量为

exp
(

− ipa
ℏ

)
|0⟩ ,

其中 p是动量算符，而 a是某个具有长度量纲的数。|0⟩是这样的一个态，它使 ⟨x⟩ =
0 = ⟨p⟩。利用海森伯绘景求 t ≥ 0 时的期待值 ⟨x⟩。

解答

解题思路： exp(−ipa/ℏ) 是空间平移算符。
详细推导：令

|ψ(0)⟩ = e−ipa/ℏ |0⟩ .

平移性质给
eipa/ℏxe−ipa/ℏ = x+ a.

所以初态满足
⟨x⟩0 = a, ⟨p⟩0 = 0.

海森伯解为

x(t) = x cosωt+ p

mω
sinωt.

因此
⟨x⟩t = a cosωt.

结果：被平移的基态中心像经典振子一样运动。

习题 2.13

(a) 写出 t = 0 时习题 2.12 中确定的态的波函数（在坐标空间）。你可以利用

⟨x′|0⟩ = π−1/4x
−1/2
0 exp

−1
2

(
x′

x0

)2
 ,

x0 ≡
(

ℏ
mω

)1/2
 .

(b) 求在 t = 0 时的基态中找到该状态概率的简单表示式。t > 0 时这个概率改变吗？

解答

解题思路：平移算符把基态波函数中心从 0 移到 a。
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详细推导：
ψ(x, 0) =

〈
x
∣∣∣e−ipa/ℏ0

〉
= ψ0(x− a).

因此

ψ(x, 0) = π−1/4x
−1/2
0 exp

[
−1

2

(
x− a

x0

)2
]
.

与基态的重叠为两个高斯的积分：

⟨0|ψ(0)⟩ =
ˆ

dxψ0(x)ψ0(x− a) = exp
(

− a2

4x2
0

)
.

所以在基态中找到该态的概率

P0 = exp
(

− a2

2x2
0

)
.

因为 P0 是能量测量概率，时间演化只给能量本征态系数加相位，所以 t > 0 时不变。

习题 2.14

考虑一个一维简谐振子。

(a) 利用

a, a† =
√
mω

2ℏ

(
x± ip

mω

)
, a |n⟩ =

√
n |n− 1⟩ , a† |n⟩ =

√
n+ 1 |n+ 1⟩ ,

计算 ⟨m|x|n⟩、 ⟨m|p|n⟩、 ⟨m|x2|n⟩ 和 ⟨m|p2|n⟩。
(b) 维里定理可表述为〈

p2

m

〉
= ⟨x · ∇V ⟩ 三维时，或

〈
p2

m

〉
=
〈
x

dV
dx

〉
一维时.

检验对于动能和势能在一个能量本征态上的期待值，维里定理成立。

解答

解题思路：用 x, p 的升降算符表达式逐项作用。
详细推导：令

x0 =
√

ℏ
mω

, x = x0√
2

(a+ a†),

p = i
√
mℏω

2
(a† − a).

于是
⟨m|x|n⟩ = x0√

2

(√
n δm,n−1 +

√
n+ 1 δm,n+1

)
,

⟨m|p|n⟩ = i
√
mℏω

2
(√

n+ 1 δm,n+1 −
√
n δm,n−1

)
.
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平方后

⟨m|x2|n⟩ = ℏ
2mω

[√
n(n− 1)δm,n−2 + (2n+ 1)δmn

√
(n+ 1)(n+ 2)δm,n+2

]
,

⟨m|p2|n⟩ = mℏω
2

[
−
√
n(n− 1)δm,n−2 + (2n+ 1)δmn −

√
(n+ 1)(n+ 2)δm,n+2

]
.

在 |n⟩ 中 〈
p2

m

〉
= ℏω

(
n+ 1

2

)
,

〈
x

dV
dx

〉
= mω2⟨x2⟩ = ℏω

(
n+ 1

2

)
.

结果：谐振子能量本征态满足维里定理，动能和势能期待值相等。

习题 2.15

(a) 利用
⟨x′|p′⟩ = (2πℏ)−1/2eip′x′/ℏ (一维),

证明

⟨p′|x |α⟩ = iℏ ∂

∂p′ ⟨p′|α⟩ .

(b) 考虑一个一维简谐振子。从态矢量的薛定谔方程出发，推导出动量空间波函数满
足的薛定谔方程（一定要区分开算符 p 和本征值 p′）。你能猜出动量空间的能量
本征函数吗？

解答

解题思路：动量表象中 x = iℏ∂p′。
详细推导：由

⟨x′|p′⟩ = (2πℏ)−1/2eip′x′/ℏ

可得

⟨p′|x |α⟩ = iℏ ∂

∂p′ ⟨p′|p′⟩α.

对谐振子， [
p2

2m
+ 1

2
mω2x2

]
|ψ⟩ = E |ψ⟩ .

在动量表象中，p 变成本征值 p′，而

x → iℏ ∂

∂p′ .

因此 [
p′2

2m
− 1

2
mω2ℏ2 ∂

2

∂p′2

]
ϕ(p′) = Eϕ(p′).
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它与坐标空间方程同型，只是变量和尺度互换。故本征函数为 Hermite–Gaussian：

ϕn(p′) ∝ Hn

(
p′

√
mℏω

)
exp

(
− p′2

2mℏω

)
,

差别至多为与 Fourier 变换相关的相位 (−i)n。

习题 2.16

考虑一个称为关联函数的函数，其定义为

C(t) = ⟨x(t)x(0)⟩,

其中 x(t) 是海森伯绘景中的位置算符。对一个一维简谐振子的基态明显地求出该关
联函数。

解答

解题思路：用 a, a† 写 x(t)。
详细推导：

x(t) =
√

ℏ
2mω

(
ae−iωt + a†eiωt

)
,

x(0) =
√

ℏ
2mω

(a+ a†).

基态满足 a |0⟩ = 0，所以

C(t) = ⟨0|x(t)x(0) |0⟩ = ℏ
2mω

⟨0| (ae−iωt + a†eiωt)(a+ a†) |0⟩ .

只有 aa† 项有贡献：

C(t) = ℏ
2mω

e−iωt.

结果：

C(t) = ℏ
2mω

e−iωt.

习题 2.17

再一次考虑一个一维简谐振子。用代数方法，即不用波函数做下列几件事：

(a) 构造 |0⟩ 和 |1⟩ 的这样的一个线性组合，使得 ⟨x⟩ 尽可能的大。
(b) 假定该振子在 t = 0 时处于 (a) 中所构造的态上。在薛定谔绘景中 t > 0 时的态
矢量是什么？利用 (i) 薛定谔绘景和 (ii) 海森伯绘景，求 t > 0 时作为时间函数
的期待值 ⟨x⟩。

(c) 利用两个绘景中的任何一个求作为时间函数的 ⟨(∆x)2⟩。
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解答

解题思路：在 |0⟩ , |1⟩ 子空间中最大化 ⟨x⟩。
详细推导：设

|ψ⟩ = a |0⟩ + b |1⟩ , |a|2 + |b|2 = 1.

因为

⟨0|x|1⟩ =
√

ℏ
2mω

≡ xc,

有
⟨x⟩ = xc(a∗b+ b∗a).

最大值在 a = b = 1/
√

2 且同相时取得：

|ψ⟩ = |0⟩ + |1⟩√
2

, ⟨x⟩max = xc =
√

ℏ
2mω

.

薛定谔绘景中

|ψ(t)⟩ = e−iE0t/ℏ |0⟩ + e−iE1t/ℏ |1⟩√
2

.

于是

⟨x⟩t =
√

ℏ
2mω

cosωt.

海森伯绘景用 x(t) 计算给同一结果。
又

⟨x2⟩t = 1
2
(

⟨0|x2|0⟩ + ⟨1|x2|1⟩
)

= ℏ
mω

.

所以

⟨(∆x)2⟩t = ℏ
mω

− ℏ
2mω

cos2 ωt.

习题 2.18

证明对于一维简谐振子，

⟨0| eikx |0⟩ = exp
[
−k2 ⟨0|x2 |0⟩ /2

]
,

其中 x 是坐标算符。

解答

解题思路：把 eikx 正规序化。
详细推导：写

x = xc(a+ a†), xc =
√

ℏ
2mω

.

令 A = ikxca
†，B = ikxca，则 [A,B] = k2x2

c 是数。Baker–Campbell–Hausdorff 公式
给

eA+B = eAeBe−[A,B]/2.
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因此
⟨0| eikx |0⟩ = e−k2x2

c/2 ⟨0| eikxca†eikxca |0⟩ .

由于 a |0⟩ = 0 且 ⟨0| a† = 0，
⟨0| eikx |0⟩ = e−k2x2

c/2.

而
⟨0|x2 |0⟩ = x2

c .

结果：
⟨0| eikx |0⟩ = exp

[
−k2 ⟨0|x2 |0⟩ /2

]
.

习题 2.19

一个一维简谐振子的相干态定义为（非厄米的）湮灭算符 a 的一个本征态：

a |λ⟩ = λ |λ⟩ ,

其中的 λ，一般地说，是个复数。

(a) 证明
|λ⟩ = e−|λ|2/2eλa† |0⟩

是一个归一化的相干态。

(b) 证明这样的一个态有最小不确定度关系。
(c) 把 |λ⟩ 写成

|λ⟩ =
∞∑

n=0
f(n) |n⟩ .

证明 |f(n)|2 对 n 的分布是泊松形式的。求最可几的 n 值，以及对应的 E 值。

(d) 证明一个相干态也可以通过将一个平移（有限的位移）算符 e−ipl/ℏ（其中 p 是动
量算符，而 l是位移的距离）作用于基态上得到。还请见 Gottfried 1966，262∼264
页。

解答

解题思路：相干态是湮灭算符本征态；在数态基中系数递推。
详细推导：用

aeλa† = eλa†(a+ λ)

得
a |λ⟩ = e−|λ|2/2eλa†

λ |0⟩ = λ |λ⟩ .

归一化：

⟨λ|λ⟩ = e−|λ|2
∞∑

n=0

|λ|2n

n!
= 1.

展开为

|λ⟩ = e−|λ|2/2
∞∑

n=0

λn

√
n!

|n⟩ .
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故

|f(n)|2 = e−|λ|2 |λ|2n

n!
,

是均值 |λ|2 的 Poisson 分布，最可几 n 为不超过 |λ|2 的整数。
由

∆x2 = ℏ
2mω

, ∆p2 = mℏω
2

,

可得

∆x∆p = ℏ
2
.

有限位移作用于基态
e−ipl/ℏ |0⟩

给出实参数相干态，其

λ = l√
2x0

, x0 =
√

ℏ
mω

.

习题 2.20

设

J± = ℏa†
±a∓, Jz = ℏ

2
(a†

+a+ − a†
−a−), N = a†

+a+ + a†
−a−,

其中 a± 和 a†
± 是两个独立的简谐振子的湮灭和产生算符，它们满足通常简谐振子的

对易关系。证明

[Jz, J±] = ±ℏJ±, [J2, Jz] = 0, J2 =
(
ℏ2

2

)
N
[(
N

2

)
+ 1

]
.

其中 J2 为

J2 ≡ J2
z +

(1
2

)
(J+J− + J−J+).

解答

解题思路：使用两个独立振子的对易关系 [ar, a
†
s] = δrs。

详细推导：数算符满足

[a†
±a±, a

†
±] = a†

±, [a†
±a±, a±] = −a±.

所以

[Jz, J+] = ℏ2

2
[N+ −N−, a

†
+a−] = ℏ2a†

+a− = ℏJ+,

[Jz, J−] = −ℏJ−.

又 J2 由 Jz 与 J± 组成的 Casimir 形式给出，直接代入并正规排序可得

J+J− + J−J+ = ℏ2 (2N+N− +N+ +N−) ,

J2
z = ℏ2

4
(N+ −N−)2.
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故

J2 = ℏ2

4
(N+ +N−)2 + ℏ2

2
(N+ +N−) = ℏ2

2
N
(
N

2
+ 1

)
.

因为结果只含 N，且 [N, Jz] = 0，所以

[J2, Jz] = 0.

习题 2.21

通过使用生成函数推导正交关系 (2.5.29) 式
ˆ ∞

−∞
dxHn(x)Hm(x)e−x2 = π1/22nn!δmn,

导出 (2.5.28) 式
un(x) = cnHn

(
x

√
mω

ℏ

)
e−mωx2/2ℏ

中的归一常数 cn。从计算出积分

I =
ˆ ∞

−∞
g(x, t)g(x, s)e−x2dx,

出发，之后借助于厄米多项式的级数再一次利用生成函数考虑这个积分。

解答

解题思路：由 Hermite 多项式正交性归一化。
详细推导：令

ξ = x

√
mω

ℏ
.

本征函数写为
un(x) = cnHn(ξ)e−ξ2/2.

归一化条件

1 = |cn|2
√

ℏ
mω

ˆ ∞

−∞
dξ Hn(ξ)2e−ξ2

.

利用 ˆ ∞

−∞
dξ Hn(ξ)Hm(ξ)e−ξ2 =

√
π 2nn! δmn,

得

|cn|2
√

ℏ
mω

√
π 2nn! = 1.

因此

cn =
(
mω

πℏ

)1/4 1√
2nn!

.
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生成函数检验：用 g(x, t) = e−t2+2tx 计算

I(t, s) =
ˆ
g(x, t)g(x, s)e−x2dx =

√
π e2ts,

比较 tnsm 系数即得正交关系。

习题 2.22

考虑一个质量为 m 的粒子处于下列形式的一维势中：

V (x) =


1
2kx

2 对于x > 0
∞ 对于x < 0.

(a) 其基态能量是什么？
(b) 对于该基态的期待值 ⟨x2⟩ 是什么？

解答

解题思路：半谐振子只保留全空间谐振子的奇宇称态。
详细推导： x < 0 有无限势垒，所以波函数在 x = 0 为零。全空间谐振子中满足
ψ(0) = 0 的是奇态 n = 1, 3, 5, . . .。因此半谐振子的基态对应全谐振子的 n = 1。

Ehalf
0 = ℏω

(
1 + 1

2

)
= 3

2
ℏω, ω =

√
k

m
.

因为 x2 为偶函数，半轴归一化后对 x2 的期待值等于对应奇态在全空间的期待值：

⟨x2⟩n=1 = ℏ
mω

(
1 + 1

2

)
= 3ℏ

2mω
.

结果：

Eground = 3
2
ℏω, ⟨x2⟩ = 3ℏ

2mω
.

习题 2.23

一个一维粒子约束在两个刚性壁之间，即：

V (x) =

0, 对于0 < x < L

∞, 对于x < 0, x > L.

t = 0 时确知该粒子准确地处在 x = L/2 处，在能量的各种本征态上找到该粒子的相
对概率是什么？写出 t ≥ 0时的波函数。（你无需担心绝对归一化、收敛性和其他的一
些数学细节）。
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解答

解题思路：精确定位态可形式地展开为能量本征函数在 x = L/2 的取值。
详细推导：盒中本征函数

ϕn(x) =
√

2
L

sin nπx
L

, En = n2π2ℏ2

2mL2 .

若 ψ(x, 0) ∝ δ(x− L/2)，则展开系数

cn ∝ ϕ∗
n(L/2) =

√
2
L

sin nπ
2
.

相对概率为

|cn|2 ∝ sin2 nπ

2
.

因此偶数 n 概率为零，奇数 n 相对概率相等。
时间演化为

ψ(x, t) ∝
∞∑

n=1
sin nπ

2
sin nπx

L
exp

(
− iEnt

ℏ

)
.

结果：只含奇数能级；题目允许忽略绝对归一化和收敛细节。

习题 2.24

考虑一维粒子被一个 δ 函数势

V (x) = −ν0δ(x), (ν0 为正实数)

束缚于一个固定的中心位置处。求波函数和基态束缚能。有激发的束缚态吗？

解答

解题思路：束缚态能量为负，势外波函数指数衰减；δ 势给导数跳跃条件。
详细推导：设

E = −ℏ2κ2

2m
, κ > 0.

在 x ̸= 0，
ψ(x) = Ae−κ|x|.

积分薛定谔方程跨过原点：

ψ′(0+) − ψ′(0−) = −2mν0

ℏ2 ψ(0).

而
ψ′(0+) = −κA, ψ′(0−) = +κA,

所以

−2κA = −2mν0

ℏ2 A, κ = mν0

ℏ2 .
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归一化给 A =
√
κ。能量为

E = −mν2
0

2ℏ2 .

结果：一维吸引 δ 势只有一个束缚态，没有激发束缚态。

习题 2.25

一个一维的质量为 m 的粒子被一个吸引的 δ 函数势

V (x) = −λδ(x), (λ > 0)

束缚于一个固定的中心。在 t = 0时该势突然被撤掉（即：t > 0时，V = 0）。求 t > 0
时的波函数。（要定量地求解！但是你不必试图计算可能出现的积分）。

解答

解题思路：撤去势后按自由粒子动量本征态展开初始束缚态。
详细推导：初始束缚态为

ψ(x, 0) =
√
κ e−κ|x|, κ = mλ

ℏ2 .

自由传播写为

ψ(x, t) = 1√
2πℏ

ˆ ∞

−∞
dp ϕ(p) exp

(
ipx
ℏ

− ip2t

2mℏ

)
.

其中

ϕ(p) = 1√
2πℏ

ˆ
dx

√
κ e−κ|x|e−ipx/ℏ.

偶函数积分给

ϕ(p) = 2κ
√
κ√

2πℏ
1

κ2 + p2/ℏ2 .

结果：

ψ(x, t) = 1√
2πℏ

ˆ ∞

−∞
dp 2κ

√
κ√

2πℏ(κ2 + p2/ℏ2)
eipx/ℏ−ip2t/(2mℏ).

题目允许不继续计算该积分。

习题 2.26

一个一维粒子（−∞ < x < ∞）受到一个可从

V = λx, (λ > 0)

导出的恒力的作用。

(a) 其能谱是连续的分立的？写出由 E 所确定的能量本征函数的近似表示式。然后
粗略地画出其示意图。

(b) 简略地讨论，如果用
V = λ|x|.
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代替 V，什么地方需要改动？

解答

解题思路：线性势的定态方程化为 Airy 方程。
详细推导：对

V (x) = λx,

定态方程为

− ℏ2

2m
ψ′′ + λxψ = Eψ.

令

ξ =
(

2mλ
ℏ2

)1/3 (
x− E

λ

)
,

则
d2ψ

dξ2 − ξψ = 0.

解为
ψ = A Ai(ξ) +B Bi(ξ).

由于 x → −∞ 时势能无下界，能谱不是离散束缚谱，而是连续谱；物理散射态在经
典允许区呈振荡。
若改成

V (x) = λ|x|,

势能两端都趋于 +∞，谱变为离散；左右两侧仍由 Airy 函数组合给出，在 x = 0 按
偶、奇宇称匹配。

习题 2.27

推导二维自由粒子态密度表示式，它是用在一个边长为 L 的盒子中的周期性边界条
件归一化的。

解答

解题思路：周期边界条件使动量空间格点间隔为 2πℏ/L。
详细推导：二维盒中

px = 2πℏ
L
nx, py = 2πℏ

L
ny.

每个态在动量空间占面积 (
2πℏ
L

)2

.

因此动量空间态密度为
L2

(2πℏ)2 .

能量

E = p2

2m
, pdp = mdE.
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环形壳层态数

dN = L2

(2πℏ)2 2πpdp = L2m

2πℏ2 dE.

结果：二维自由粒子态密度为

g(E) = L2m

2πℏ2 ,

若计入自旋简并再乘相应因子。

习题 2.28

考虑限制在一个中空的圆柱壳内的一个电子，该圆柱的轴与 z 轴相吻合。要求波函数
在内壁 ρ = ρa、外壁 ρ = ρb、以及底部 z = 0 和顶部 z = L 等处均为零。

(a) 求能量本征函数。（不必担心归一化。）证明能量本征值由下式给出：

Elmn =
(

ℏ2

2me

)k2
mn +

(
lπ

L

)2
 (l = 1, 2, 3, . . . , m = 0, 1, 2, . . . ),

其中 kmn 是如下超越方程的第 n 个根

Jm(kmnρb)Nm(kmnρa) −Nm(kmnρb)Jm(kmnρa) = 0.

(b) 当 0 < ρ < ρa 区域存在一个均匀磁场 B = Bẑ 时，重复求解同样的问题。注意，
尽管电子从未” 触及” 该磁场，能量本征值仍会受到磁场的影响。

(c) 特别是，比较 B = 0 与 B ̸= 0 问题中的基态。如果我们要求在 B 存在时的基态
能量不变，展示我们求得的” 磁通量量子化” 为

πρ2
aB = 2πNℏc

e
, (N = 0,±1,±2, . . . ).

解答

解题思路：用柱坐标分离变量；磁场只在不可达内柱中时仍通过矢势改变角向量子数。
详细推导：无磁场时取

ψ(ρ, ϕ, z) = R(ρ)eimϕ sin lπz
L
.

径向方程解为
R(ρ) = AJm(kρ) +BNm(kρ).

边界 R(ρa) = R(ρb) = 0 给

Jm(kρb)Nm(kρa) −Nm(kρb)Jm(kρa) = 0.

于是

Elmn = ℏ2

2me

k2
mn +

(
lπ

L

)2
 .

若 0 < ρ < ρa 有磁通
Φ = πρ2

aB,
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在电子可达区域可取

Aϕ = Φ
2πρ

.

最小耦合使角向导数变为

−iℏ ∂

∂ϕ
− eΦ

2πc
,

等效于

m −→ m− α, α = eΦ
2πℏc

.

径向 Bessel 函数的阶数由 m 改为 |m− α|，故能量依赖磁通。
若要求基态能量不变，需 α = N 为整数，即

Φ = 2πNℏc
e

.

代入 Φ = πρ2
aB 得题中磁通量子化条件。

习题 2.29

考虑一个在位势 V (x) 的影响下做一维运动的粒子。假定它的波函数可以写成
exp[iS(x, t)/ℏ]。证明在某种意义上 ℏ可以视为小量的范围内，S(x, t)满足经典的哈密
顿-雅可比方程。展示从 V (x) 等于零的经典哈密顿-雅可比方程的解出发，人们怎样
可以求得一个平面波的正确波函数。为什么在这种特殊情况下我们能得到精确的波函
数？

解答

解题思路：把 ψ = exp(iS/ℏ) 代入薛定谔方程并按 ℏ 展开。
详细推导：

∂ψ

∂t
= i

ℏ
Stψ,

∂2ψ

∂x2 =
(

i
ℏ
Sxx − S2

x

ℏ2

)
ψ.

代入

iℏψt = − ℏ2

2m
ψxx + V ψ

得

−St = S2
x

2m
+ V − iℏ

2m
Sxx.

即

St + S2
x

2m
+ V = iℏ

2m
Sxx.

在 ℏ 可视作小量、S 变化足够平缓时，右边可忽略，得到经典 Hamilton–Jacobi 方程。
自由粒子取

S = px− p2

2m
t.
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则 Sxx = 0，所以不是近似而是精确；波函数为

ψ = exp
[

i
ℏ

(
px− p2

2m
t

)]
.

习题 2.30

使用球坐标，求解氢原子基态和激发态 j 的表示式。特别是证明，对于 ml ̸= 0 的态，
在这样的一种意义上存在一个环形通量，即 j 是沿着 ϕ 增加还是减小的方向取决于
ml 是正还是负。

解答

解题思路：氢原子定态概率流由波函数相位的方位角依赖决定。
详细推导：对

ψnlm(x) = Rnl(r)Y m
l (θ, ϕ),

概率流为

j = ℏ
me

Im(ψ∗∇ψ).

球谐函数含有
Y m

l (θ, ϕ) = Θlm(θ)eimϕ.

只有 ϕ 导数给虚部：

∇ϕ = ϕ̂
1

r sin θ
∂

∂ϕ
,

∂ψ

∂ϕ
= imψ.

因此

j = ℏm
mer sin θ

|ψnlm|2ϕ̂.

结果：若 m > 0，流沿 +ϕ 方向；若 m < 0，流沿 −ϕ 方向；若 m = 0，环形流为零。

习题 2.31

导出 (2.6.16) 式

K(x′′, t;x′, t0) =
√

m

2πiℏ(t− t0)
exp

[
im(x′′ − x′)2

2ℏ(t− t0)

]
,

并求得 (2.6.16) 式的三维推广。

解答

解题思路：在动量完备基中计算自由粒子传播子。
详细推导：

K(x′′, t;x′, t0) =
ˆ

dp
2πℏ

exp
[

ip(x′′ − x′)
ℏ

− ip2(t− t0)
2mℏ

]
.
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这是高斯积分。令 T = t− t0 > 0，配方：

− iT
2mℏ

[
p− m(x′′ − x′)

T

]2

+ im(x′′ − x′)2

2ℏT
.

积分得

K(x′′, t;x′, t0) =
√

m

2πiℏT
exp

[
im(x′′ − x′)2

2ℏT

]
.

三维情形为三个一维结果的乘积：

K(x′′, t; x′, t0) =
(

m

2πiℏT

)3/2
exp

[
im|x′′ − x′|2

2ℏT

]
.

习题 2.32

如同在 (2.6.20)–(2.6.22) 式中那样，

G(t) ≡
ˆ

d3x′K(x′, t; x′, 0)

=
ˆ

d3x′∑
a′

|⟨x′|a′⟩|2 exp
(−iEa′t

ℏ

)

=
∑
a′

exp
(−iEa′t

ℏ

)
,

β = it
ℏ
, Z =

∑
a′

exp(−βEa′),

定义配分函数为

Z =
ˆ
d3x′K(x′, t; x′, 0)

∣∣∣
β=it/ℏ

,

证明通过取

− 1
Z

∂Z

∂β
, (β → ∞)

可求得基态能量。以一维盒子中的一个粒子为例说明这个结果。

解答

解题思路：配分函数在低温极限由基态主导。
详细推导：若

Z(β) =
∑

n

e−βEn ,

则

− 1
Z

∂Z

∂β
=
∑

n Ene−βEn∑
n e−βEn

.

当 β → ∞ 时，若基态非简并或有限简并，

Z ≃ g0e−βE0 ,

所以

−∂ lnZ
∂β

→ E0.
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一维盒子中

En = n2π2ℏ2

2mL2 , n = 1, 2, . . .

于是

Z =
∞∑

n=1
exp

[
−βn

2π2ℏ2

2mL2

]
≃ exp(−βE1).

结果：

lim
β→∞

(
− 1
Z

∂Z

∂β

)
= E1 = π2ℏ2

2mL2 .

习题 2.33

类似于 (2.6.26) 式

K(x′′, t; x′, t0) =
∑
a′

⟨x′′|a′⟩⟨a′|x′⟩ exp
[

−iEa′(t− t0)
ℏ

]

=
∑
a′

⟨x′′| exp
(−iHt

ℏ

)
|a′⟩⟨a′| exp

( iHt0
ℏ

)
|x′⟩

= ⟨x′′, t|x′, t0⟩,

动量空间的传播子由 ⟨p′′, t|p′, t0⟩ 给出。推导对自由粒子的 ⟨p′′, t|p′, t0⟩ 显式表示式。

解答

解题思路：自由粒子的动量本征态同时是能量本征态。
详细推导：对自由粒子

H = p2

2m
.

因此

e−iH(t−t0)/ℏ |p′⟩ = exp
[
− ip′2(t− t0)

2mℏ

]
|p′⟩ .

动量空间传播子
⟨p′′, t|p′, t0⟩ = ⟨p′′|e−iH(t−t0)/ℏ|p′⟩

等于

δ(3)(p′′ − p′) exp
[
− ip′2(t− t0)

2mℏ

]
.

结果：自由传播不改变动量，只给每个动量分量附加动力学相位。

习题 2.34

(a) 写出一个简谐振子对于一个有限时间间隔的经典作用量。
(b) 对于一个简谐振子，利用费曼方法构造出微小的 tn − tn−1 = ∆t 情况下的

⟨xn, tn|xn−1, tn−1⟩。只保留到 (∆t)2 量级的项，证明它与由 (2.6.26) 式（见习题
2.33）给出的传播子在 t− t0 → 0 时的极限完全一致。
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解答

解题思路：简谐振子传播子的指数由经典作用量给出。
详细推导：对端点 (x1, t1) 与 (x2, t2)，令 T = t2 − t1，经典作用量为

Scl = mω

2 sinωT
[
(x2

2 + x2
1) cosωT − 2x1x2

]
.

微小时段 ∆t 上，路径积分的短时核为

⟨xn, tn|xn−1, tn−1⟩ ≃
√

m

2πiℏ∆t
exp

{
i
ℏ

[
m(xn − xn−1)2

2∆t
− mω2∆t

4
(x2

n + x2
n−1)

]}
.

将精确作用量在 ∆t 小时展开：

sinω∆t = ω∆t+O(∆t3), cosω∆t = 1 − ω2∆t2

2
+O(∆t4),

代入 Scl，得到

Scl = m(xn − xn−1)2

2∆t
− mω2∆t

4
(x2

n + x2
n−1) +O(∆t2).

结果：费曼短时核与谱分解传播子的小时间极限一致。

习题 2.35

陈述施温格作用原理（见 Finkelstein 1973, 155 页）。通过把施温格原理求积分求出
⟨x2t2|x1t1⟩，并将其与对于 ⟨x2t2|x1t1⟩ 相应的费曼表达式比较。描述这两个表达式的
经典极限。

解答

解题思路： Schwinger 作用原理说明端点振幅的变分由作用量变分给出。
详细推导： Schwinger 原理写作

δ ⟨x2t2|x1t1⟩ = i
ℏ

⟨x2t2|δS|x1t1⟩ .

对二次型拉氏量，δS 只含端点变量的线性变分；积分该关系可得

⟨x2t2|x1t1⟩ = N(t2 − t1) exp
( i
ℏ
Scl[x2, t2;x1, t1]

)
.

归一化因子 N 由短时极限和组合律确定。
费曼表达式为

K =
ˆ x(t2)=x2

x(t1)=x1

Dx(t) exp
( i
ℏ
S[x]

)
.

对二次作用量，路径积分精确等于经典路径贡献乘以涨落行列式，即同样的

K = NeiScl/ℏ.

经典极限：当 ℏ → 0 时，相位快速振荡，只有 δS = 0 的经典路径由驻相近似保留下
来。
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习题 2.36

证明在 2.7 节讨论的引力诱导问题上波动力学方法也会给出相位差表达式 (2.7.17) 式

ϕABD − ϕACD = −m2
ngl1l2λ̃ sin δ

ℏ2 .

解答

解题思路：重力势能给波函数积累相位，干涉相位差等于两路径作用量差除以 ℏ。
详细推导：中子在重力势

V = mgz

中沿路径传播时获得附加相位

ϕg = −1
ℏ

ˆ
V dt = −mg

ℏ

ˆ
z

ds
v
.

两条路径围成的有向面积为
A = l1l2 sin δ.

因此相位差可写成

∆ϕ = −mgA

ℏv
.

若使用约化德布罗意波长

λ̃ = 1
k

= ℏ
mv

,

则

∆ϕ = −m2gAλ̃

ℏ2 = −m2
ngl1l2λ̃ sin δ

ℏ2 .

结果：波动力学相位与路径积分或作用量方法给出的式 (2.7.17) 一致。

习题 2.37

(a) 证明 (2.7.25) 式

[Πi, Πj] =
(

iℏe
c

)
εijkBk,

和 (2.7.27) 式

m
d2x

dt2
= dΠ

dt
= e

[
E + 1

2c

(
dx

dt
× B − B × dx

dt

)]

的正确性。

(b) 证明具有由 (2.7.31) 式

j =
(
ℏ
m

)
Im(ψ∗∇′ψ) −

(
e

mc

)
A|ψ|2,

给定的 j 的连续性方程 (2.7.30)
∂ρ

∂t
+ ∇′ · j = 0,

53



樱井纯《现代量子力学》习题整理与解答 第二章 量子动力学

的正确性。

解答

解题思路：动量最小耦合后，动力学动量分量不再对易。
详细推导：令

Πi = pi − e

c
Ai.

则

[Πi,Πj] = −e

c
[pi, Aj] − e

c
[Ai, pj] = iℏe

c
(∂iAj − ∂jAi) = iℏe

c
εijkBk.

海森伯方程中

ẋ = Π
m
,

并由 Π̇ = (i/ℏ)[H,Π] + ∂Π/∂t 得

mẍ = e
[
E + 1

2c
(ẋ × B − B × ẋ)

]
,

其中对称写法保证算符厄米。
对波函数形式的薛定谔方程，将 ∂t|ψ|2 写成 ψ∗ψ̇+ ψ̇∗ψ，并把二阶导数项整理为散度，
可得

∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0,

j = ℏ
m

Im(ψ∗∇ψ) − e

mc
A|ψ|2.

结果：非对易的 Πi 编码磁场，连续性方程要求概率流中出现矢势项。

习题 2.38

考虑一个电荷为 e 的无自旋粒子的哈密顿量。在静磁场存在时，相互作用项可以通过

p算符 → p算符 − eA

c
,

生成，其中 A 是适当的矢量势。为了简单起见，假定磁场 B 是均匀的，且沿 z 的正
方向。证明上述做法的确导致轨道磁矩 (e/2mc)L 与磁场 B 相互作用的正确表示式。
证明还存在一个正比于 B2(x2 + y2) 的多余的项，并简略地解释它的物理意义。

解答

解题思路：取均匀磁场的对称规范 A = 1
2B × r。

详细推导：对 B = Bẑ，

A = 1
2

B × r =
(

−By

2
,
Bx

2
, 0
)
.

哈密顿量为

H = 1
2m

(
p − e

c
A
)2
.
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在 ∇ · A = 0 的规范中，

H = p2

2m
− e

2mc
(A · p + p · A) + e2A2

2mc2 .

由

A · p = 1
2

(B × r) · p = 1
2

B · (r × p) = 1
2

B · L

且 p · A = A · p，得

H = p2

2m
− e

2mc
L · B + e2B2

8mc2 (x2 + y2).

结果：线性项正是轨道磁矩
µL = e

2mc
L

与磁场的相互作用 −µL · B；二次项是抗磁项，反映磁场对横向运动的束缚。

习题 2.39

一个电子在一个均匀的、沿 z 方向的磁场（B = Bẑ）中运动。

(a) 求
[Πx, Πy],

其中

Πx ≡ px − eAx

c
, Πy ≡ py − eAy

c
.

(b) 通过将哈密顿量及 (a) 中得到的对易关系与一维谐振子问题中相应的结果比较，
展示我们怎样能够立即写出能量本征值

Ek,n = ℏ2k2

2m
+
(

|eB|ℏ
m

)(
n+ 1

2

)
,

其中 ℏk 是算符 pz 的连续本征值，而 n 是包括零在内的非负整数。

解答

解题思路： Landau 能级来自横向动力学动量的谐振子代数。
详细推导：由上一题结论

[Πx,Πy] = iℏeB
c

.

若 eB 可为负，定义

Q = Πx, P = c

eB
Πy

时需按符号调整，使 [Q,P ] = iℏ。横向哈密顿量

H⊥ =
Π2

x + Π2
y

2m
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等价于频率

ωc = |eB|
mc

的一维谐振子。因此总能量为

Ek,n = ℏ2k2

2m
+ ℏωc

(
n+ 1

2

)
.

若沿用题中单位约定，即把 c 吸收到 eB 中，则写作

Ek,n = ℏ2k2

2m
+
(

|eB|ℏ
m

)(
n+ 1

2

)
.

结果：纵向自由运动给连续项，横向回旋运动给离散 Landau 能级。

习题 2.40

考虑中子干涉仪。证明在计数率中产生两个相继极大值的磁场差由下式给出

∆B = 4πℏc
|e|gnλ̄l

,

其中 gn (= −1.91)是中子磁矩，单位为 eℏ/2mnc。（假如你在 1967 年解出了这个问题
的话，你就会在 Physical Review Letters 上发表你的解！）

ρ = −h

λ

B

l

干涉区

解答

解题思路：磁场使中子磁矩态获得相对 Larmor 相位；相邻极大对应相位差改变 2π。
详细推导：中子磁矩大小为

|µn| = |gn| |e|ℏ
2mnc

.

磁场区域长度为 l，飞行时间

t = l

v
.

两自旋分量能量差为 2|µn|B，故相位差

∆ϕ = 2|µn|Bt
ℏ

= 2|µn|Bl
ℏv

.
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相继极大要求
∆(∆ϕ) = 2π.

使用

v = h

mnλ̄
= 2πℏ
mnλ̄

,

得

∆B = 2πℏv
2|µn|l

= 4πℏc
|e| |gn| λ̄ l

.

结果：取 gn = −1.91 时可写成题中形式的绝对值表达式。

3
第三章 角动量理论

习题 3.1

求 σy =

0 −i
i 0

 的本征值和本征矢。假定一个电子处在自旋态
α
β

 上。如果测得
sy，结果为 ℏ/2 的概率是什么？

解答

解题思路：先对角化 σy，测量概率为态在相应本征矢上的投影模方。
详细推导：特征方程

det(σy − λI) = λ2 − 1 = 0,

故本征值为 λ = ±1。归一化本征矢可取

λ = +1 : χ+y = 1√
2

1
i

 , λ = −1 : χ−y = 1√
2

 1
−i

 .
若

χ =

α
β

 ,
则测得 sy = ℏ/2 的概率

P+y = |χ†
+yχ|2 = 1

2
|α− iβ|2.

结果： σy 的本征值是 ±1，自旋测量值是 ±ℏ/2。
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习题 3.2

对于一个自旋 1
2 的粒子，在存在一个磁场 B = Bxx̂ + Byŷ + Bzẑ 情况下，通过利用

泡利矩阵显式结构，求哈密顿量

H = −2µ
ℏ

S · B

的本征值。

解答

解题思路：因 S = (ℏ/2)σ，哈密顿量正比于 σ · B。
详细推导：

H = −2µ
ℏ

S · B = −µσ · B.

矩阵为

σ · B =

 Bz Bx − iBy

Bx + iBy −Bz

 .
其特征方程为

λ2 − (B2
x +B2

y +B2
z ) = 0.

因此 σ · B 的本征值为 ±B，其中

B = |B|.

哈密顿量本征值为
E± = ∓µB.

结果：自旋沿磁场方向与反方向两态能量相差 2µB。

习题 3.3

考虑由

U = a0 + iσ · a

a0 − iσ · a
,

定义的 2 × 2 矩阵，其中 a0 是一个实数，而 a 是一个有着实分量的三维矢量。

(a) 证明 U 是幺正的和幺模的。

(b) 一般地说，一个 2 × 2 幺正幺模矩阵表示一个三维转动。借助于 a0, a1, a2 和 a3，
求适合于 U 的转动轴和转角。

解答

解题思路：利用 (σ · a)2 = a2I 把矩阵化为 SU(2) 标准形式。
详细推导：

(a0 − iσ · a)−1 = a0 + iσ · a

a2
0 + a2 .
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因此

U = (a0 + iσ · a)2

a2
0 + a2 = a2

0 − a2

a2
0 + a2 I + i 2a0a

a2
0 + a2 σ · â.

这可写成
U = cosχ I + i sinχσ · â,

其中

cosχ = a2
0 − a2

a2
0 + a2 , sinχ = 2a0a

a2
0 + a2 , χ = 2 tan−1 a

a0
.

显然 U †U = I，且本征值为 e±iχ，故

detU = 1.

与转动算符

exp
(

− i
2

σ · n̂ϕ
)

比较，得转轴沿 n̂ = â，转角可取

ϕ = −2χ = −4 tan−1 a

a0
,

等价地也可把轴反向并取相反角。

习题 3.4

在存在一个沿 z 方向的均匀磁场情况下，一个电子-正电子系统的时间相关哈密顿量
可以写成

H = AS(e−) · S(e+) +
(
eB

mc

)
(S(e−)

z − S(e+)
z ),

假定系统的自旋函数由 χ
(e−)
+ χ

(e+)
− 给出。

(a) 在 A → 0, eB/mc ̸= 0 的极限下，它是 H 的本征函数吗？如果它是，能量本征值
是什么？如果不是，H 的期待值是什么？

(b) 当 eB/mc → 0, A ̸= 0 时，求解同样的问题。

解答

解题思路：分别考察 Zeeman 项和自旋–自旋耦合项。
详细推导：初态为

χ
(e−)
+ χ

(e+)
− ≡ |+−⟩ .

当 A → 0 时，
HZ = eB

mc
(S(e−)

z − S(e+)
z ).

因为

S(e−)
z |+−⟩ = ℏ

2
|+−⟩ , S(e+)

z |+−⟩ = −ℏ
2

|+−⟩ ,
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故 |+−⟩ 是本征态，
EZ = eB

mc
ℏ.

当 B → 0 时，
HA = AS1 · S2 = A

2
(S2 − S2

1 − S2
2).

而

|+−⟩ = 1√
2

|1, 0⟩ + 1√
2

|0, 0⟩ .

三重态能量为 Aℏ2/4，单态能量为 −3Aℏ2/4，所以 |+−⟩ 不是本征态。其期待值为

⟨HA⟩ = 1
2
Aℏ2

4
+ 1

2

(
−3Aℏ2

4

)
= −Aℏ2

4
.

习题 3.5

考虑一个自旋为 1 的粒子。求

Sz(Sz + ℏ)(Sz − ℏ) 和 Sx(Sx + ℏ)(Sx − ℏ)

的矩阵元。

解答

解题思路：自旋 1 的任一分量本征值只能是 ℏ, 0,−ℏ。
详细推导：对 Sz 本征态 |1m⟩，

Sz(Sz + ℏ)(Sz − ℏ) |1m⟩ = mℏ(mℏ + ℏ)(mℏ − ℏ) |1m⟩ .

当 m = 1, 0,−1 时，乘积都为零。因此

Sz(Sz + ℏ)(Sz − ℏ) = 0.

Sx 与 Sz 由转动联系，具有相同谱 ℏ, 0,−ℏ，所以同一多项式也湮灭 Sx：

Sx(Sx + ℏ)(Sx − ℏ) = 0.

结果：两个算符的矩阵元全为零矩阵。

习题 3.6

设一个刚体的哈密顿量为

H = 1
2

(
K2

1
I1

+ K2
2
I2

+ K2
3
I3

)
,

其中 K 是本体坐标架中的角动量。从这个表示式求 K 的海森伯运动方程，然后在相
应的极限下求欧拉运动方程。
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解答

解题思路：本体系角动量满足带负号的对易关系，经典极限给 Euler 方程。
详细推导：本体系分量满足

[Ki, Kj] = −iℏεijkKk.

由

H = 1
2

(
K2

1
I1

+ K2
2
I2

+ K2
3
I3

)

和海森伯方程 K̇i = (i/ℏ)[H,Ki]，可得例如

K̇1 = 1
2

( 1
I2

− 1
I3

)
(K2K3 +K3K2),

循环置换得

K̇2 = 1
2

( 1
I3

− 1
I1

)
(K3K1 +K1K3),

K̇3 = 1
2

( 1
I1

− 1
I2

)
(K1K2 +K2K1).

经典极限中算符可交换，得到

K̇1 =
( 1
I2

− 1
I3

)
K2K3,

以及循环式，这就是自由刚体 Euler 方程。

习题 3.7

令 U = eiG3αeiG2βeiG3γ，其中 (α, β, γ)是欧拉角。为了使 U 表示一个转动 (α, β, γ)，Gk

必须满足的对易关系是什么？把 G 与角动量算符联系起来。

解答

解题思路：与通常转动算符 U = exp(−iJiθ/ℏ) 比较。
详细推导：题中写

U = eiG3αeiG2βeiG3γ.

若它表示 Euler 转动，应有
Gi = −Ji

ℏ
.

由于
[Ji, Jj] = iℏεijkJk,

所以

[Gi, Gj] = 1
ℏ2 [Ji, Jj] = i

ℏ
εijkJk = −iεijkGk.

结果： Gi 是无量纲角动量生成元的相反数，满足

[Gi, Gj] = −iεijkGk.
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习题 3.8

下列方程式的意义是什么？
U−1AkU =

∑
l

RklAl,

其中，A 的三个分量都是矩阵。由这个方程式证明，矩阵元 ⟨m|Ak|n⟩ 像一个矢量一
样变换。

解答

解题思路：该式定义了矢量算符在转动下的变换律。
详细推导：若

U−1AkU =
∑

l

RklAl,

则 A 的三个分量按普通三维转动矩阵 R 混合。因此 A 是矢量算符。
取一组基态 |n⟩，转动后的态为

|n̄⟩ = U−1 |n⟩ .

矩阵元
⟨m̄|Ak|n̄⟩ = ⟨m|UAkU

−1|n⟩ .

等价地从题式反解可得
UAkU

−1 =
∑

l

R−1
kl Al.

所以
⟨m̄|Ak|n̄⟩ =

∑
l

R−1
kl ⟨m|Al|n⟩ .

结果：在态和算符一致转动时，三个矩阵元 ⟨m|Ak|n⟩ 按矢量分量的方式变换。

习题 3.9

考虑一个由下式表示的欧拉转动序列

D (1/2)(α, β, γ) = exp
(

− iσ3α

2

)
exp

(
− iσ2β

2

)
exp

(
− iσ3γ

2

)

=

e−i(α+γ)/2 cos β
2 −e−i(α−γ)/2 sin β

2

ei(α−γ)/2 sin β
2 ei(α+γ)/2 cos β

2

 .
由于转动的群性质，预期这一序列操作等价于绕某个轴转一个 θ 角的单一转动。求 θ。

解答

解题思路： SU(2) 中单一转动的迹为 2 cos(θ/2)。
详细推导：给定矩阵的迹为

tr D (1/2) = e−i(α+γ)/2 cos β
2

+ ei(α+γ)/2 cos β
2
.
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因此

tr D (1/2) = 2 cos β
2

cos α + γ

2
.

另一方面，任一绕某轴转角 θ 的自旋 1
2 转动可写成

exp
(

− i
2

σ · n̂θ
)
,

其迹为

2 cos θ
2
.

比较得

cos θ
2

= cos β
2

cos α + γ

2
.

结果：

θ = 2 cos−1
[
cos β

2
cos α + γ

2

]
.

习题 3.10

(a) 考虑全同制备的自旋 1
2 系统的一个纯系综。假定期待值 ⟨Sx⟩ 和 ⟨Sz⟩ 已知，而

⟨Sy⟩ 的符号也已知。证明如何确定态矢量。为什么不必知道 ⟨Sy⟩ 的大小？
(b) 考虑一个自旋 1

2 系统的混合系综。假定系综平均值 [Sx], [Sy] 和 [Sz] 都是已知的。
证明如何可以构造表征这个系综的 2 × 2 密度矩阵。

解答

解题思路：自旋 1
2 态由 Bloch 矢量描述。

详细推导：纯态满足

⟨S⟩ = ℏ
2

n, |n| = 1.

已知 ⟨Sx⟩, ⟨Sz⟩ 即知 nx, nz。纯态条件给

ny = ±
√

1 − n2
x − n2

z.

题设还给出 ⟨Sy⟩ 的符号，因此 ny 唯一确定。态矢量可写为

|n; +⟩ = cos θ
2

|+z⟩ + eiϕ sin θ
2

|−z⟩ ,

其中
nz = cos θ, nx + iny = sin θ eiϕ.

不必知道 ⟨Sy⟩ 的大小，是因为纯态归一条件已经固定了它。
混合系综的密度矩阵为

ρ = 1
2

(I + r · σ) , ri = 2[Si]
ℏ

.

结果：纯态由单位 Bloch 矢量确定；混合态由长度不超过 1 的 Bloch 矢量确定。
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习题 3.11

(a) 证明密度算符 ρ（在薛定谔绘景中）的时间演化由下式给定

ρ(t) = U (t, t0)ρ(t0)U †(t, t0).

(b) 假定在 t = 0 时有一个纯系综。证明只要时间演化由薛定谔方程控制，则它不可
能演化成一个混合系综。

解答

解题思路：密度算符是态矢投影的系综平均。
详细推导：若

ρ(t0) =
∑

i

wi |ψi(t0)⟩ ⟨ψi(t0)| ,

且
|ψi(t)⟩ = U (t, t0) |ψi(t0)⟩ ,

则
ρ(t) =

∑
i

wiU |ψi(t0)⟩ ⟨ψi(t0)| U † = U ρ(t0)U †.

若初态为纯态，
ρ(t0) = |ψ⟩ ⟨ψ| , ρ(t0)2 = ρ(t0).

则
ρ(t)2 = U ρ(t0)U †U ρ(t0)U † = U ρ(t0)2U † = ρ(t).

结果：幺正演化保持纯度，不会把纯系综演化成混合系综。

习题 3.12

考虑自旋为 1 系统的一个系综。密度矩阵现在是一个 3 × 3 矩阵。为了表征这个密度
矩阵，需要多少独立的（实）参量？除了 [Sx], [Sy] 和 [Sz]，为了完全表征这个系综还
必须知道什么？

解答

解题思路： 3 × 3 密度矩阵是厄米、迹为一的矩阵。
详细推导：一般 3 × 3 厄米矩阵有

3 个实对角元+ 3 个复非对角元 = 3 + 6 = 9

个实参数。迹条件
tr ρ = 1

去掉一个参数，所以自旋 1 密度矩阵需要 8 个独立实参数。
三个平均值

[Sx], [Sy], [Sz]
只给出矢量极化的 3 个参数。还需要二阶矩或排列张量，例如对称无迹张量

Qij = 1
2

[SiSj + SjSi] − 1
3
δij[S2],
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它有 5 个独立分量。
结果： 3 + 5 = 8，所以除自旋平均值外还需五个四极型排列参数。

习题 3.13

一个角动量本征态 |j,m = m最大 = j⟩ 绕 y 轴转一个无穷小角度 ϵ。不使用 d
(j)
mm′ 函数

的显式表达式，求在其原来态上发现这个新的转动后的态的概率表示式，直到 ϵ2 量
级项。

解答

解题思路：小角转动展开到 ϵ2。
详细推导：

Uy(ϵ) = exp
(

− iJyϵ

ℏ

)
≃ 1 − iJyϵ

ℏ
−
J2

y ϵ
2

2ℏ2 .

振幅

A = ⟨j, j|Uy(ϵ)|j, j⟩ = 1 − ϵ2

2ℏ2 ⟨J2
y ⟩,

因为 ⟨Jy⟩ = 0。在 |j, j⟩ 中

⟨J2
x⟩ = ⟨J2

y ⟩ = 1
2
[
j(j + 1) − j2

]
ℏ2 = j

2
ℏ2.

所以

A = 1 − jϵ2

4
.

概率

P = |A|2 = 1 − jϵ2

2
+O(ϵ4).

结果：在原态上发现转动后态的概率为 1 − jϵ2/2 到 ϵ2 阶。

习题 3.14

已知 3 × 3 矩阵 Gi (i = 1, 2, 3)，其矩阵元由下式给出：

(Gi)jk = −iℏεijk,

其中 j 和 k 是行和列指标，证明它满足角动量对易关系。把 Gi 与比较常用的角动量
算符 Ji，在 J3 取为对角的情况下的 3 × 3 表示联系起来。实现该联系的变换矩阵的
物理（或几何）意义是什么？把得到的结果与无穷小转动下的

V → V + n̂δϕ× V

联系起来。（注：这个问题可能有助于理解光子的自旋。）
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解答

解题思路： Gi 是三维矢量表示在笛卡尔基中的生成元。
详细推导：由

(Gi)jk = −iℏεijk

可直接算得

[Gi, Gj]mn =
∑

k

[(Gi)mk(Gj)kn − (Gj)mk(Gi)kn] = iℏεijk(Gk)mn.

因此它满足角动量代数。
常用 J3 对角基是球基

e+1 = −ex + iey√
2

, e0 = ez, e−1 = ex − iey√
2

.

从笛卡尔基到球基的幺正矩阵把 G3 化为

J3 = ℏ


1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 .

几何意义是把线偏振基换成圆偏振基。
无穷小转动下

V → V − i
ℏ
δϕ n̂ · G V = V + δϕ n̂ × V ,

与普通矢量转动一致。

习题 3.15

(a) 令 J 是角动量。（它可以是轨道角动量 L、自旋 S、或 J总。）利用 Jx, Jy, Jz

(J± ≡ Jx ± iJy) 满足通常角动量对易关系的事实，证明

J2 = J2
z + J+J− − ℏJz.

(b) 利用 (a)（或其他方式）推导出在

J−ψjm = c−ψj,m−1

中的系数 c− 的” 著名” 的表示式。

解答

解题思路：用 J± = Jx ± iJy 展开。
详细推导：

J+J− = (Jx + iJy)(Jx − iJy) = J2
x + J2

y + i[Jy, Jx].

因
[Jy, Jx] = −iℏJz,
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故
J+J− = J2

x + J2
y + ℏJz.

于是
J2 = J2

x + J2
y + J2

z = J2
z + J+J− − ℏJz.

设
J− |jm⟩ = c− |j,m− 1⟩ .

取范数：
|c−|2 = ⟨jm|J+J−|jm⟩ .

由上式
J+J− = J2 − J2

z + ℏJz,

所以
|c−|2 = ℏ2[j(j + 1) −m2 +m] = ℏ2(j +m)(j −m+ 1).

取标准相位约定，

c− = ℏ
√

(j +m)(j −m+ 1).

习题 3.16

证明轨道角动量算符 L 与算符 p2 和 x2 都对易，即证明 (3.7.2) 式。

补充公式（原书 §3.7）：

[L, p2] = [L, x2] = 0. (3.7.2)

解答

解题思路： p2 和 x2 是旋转标量，应与角动量对易。
详细推导：轨道角动量满足

[Li, pj] = iℏεijkpk, [Li, xj] = iℏεijkxk.

于是
[Li,p

2] =
∑

j

([Li, pj]pj + pj[Li, pj])

= iℏ
∑
j,k

εijk(pkpj + pjpk).

括号中对 j, k 对称，而 εijk 反对称，求和为零。故

[Li,p
2] = 0.

同理 xj 彼此对易，
[Li,x

2] = 0.

结果：对每个分量 Li 都成立，因此 [L,p2] = [L,x2] = 0。
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习题 3.17

一个受到球对称势 V (r) 作用的粒子的波函数由下式给出：

ψ(x) = (x+ y + 3z)f(r).

(a) ψ 是 L2 的一个本征函数吗？如果是的话，l 值是什么？如果不是，当测量 L2 时
能得到什么样可能的 l 值？

(b) 在各种 ml 态上找到该粒子的概率是什么？

(c) 假定以某种方式知道 ψ(x) 是一个能量本征函数，本征值为 E。指出怎样可以找
到 V (r)。

解答

解题思路： x, y, z 都是 l = 1 的角函数乘以 r。
详细推导：

ψ = (x+ y + 3z)f(r) = rf(r)
(
x

r
+ y

r
+ 3z

r

)
.

三个函数 x/r, y/r, z/r 都属于 l = 1 球谐函数空间，所以 ψ 是 L2 的本征函数，

l = 1, L2ψ = 2ℏ2ψ.

用
x

r
=
√

2π
3

(Y −1
1 − Y 1

1 ),

y

r
= i
√

2π
3

(Y −1
1 + Y 1

1 ), z

r
=
√

4π
3
Y 0

1 .

各 m 的系数模方比例为

m = 0 : 94π
3

= 12π,

m = ±1 : 4π
3
.

总和为 44π/3，故

P (m = 0) = 9
11
, P (m = 1) = P (m = −1) = 1

11
.

若 ψ 是能量本征函数，则由 [
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

]
ψ = Eψ

可解出

V (r) = E + ℏ2

2m
∇2[(x+ y + 3z)f(r)]

(x+ y + 3z)f(r)
,

其径向形式就是 l = 1 的径向方程反求势能。
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习题 3.18

已知一个在球对称势中的粒子处在 L2 和 Lz 的本征态，本征值分别为 l(l + 1)ℏ2 和
mℏ。证明在 |lm⟩ 态之间的期待值满足

⟨Lx⟩ = ⟨Ly⟩ = 0, ⟨L2
x⟩ = ⟨L2

y⟩ = [l(l + 1)ℏ2 −m2ℏ2]
2

.

半经典地解释这个结果。

解答

解题思路： Lx, Ly 由升降算符组成，会改变 m。
详细推导：在 |lm⟩ 中，

⟨Lx⟩ = 1
2

⟨L+ + L−⟩ = 0,

⟨Ly⟩ = 1
2i

⟨L+ − L−⟩ = 0,

因为 L± |lm⟩ 与 |lm⟩ 正交。
又

L2
x + L2

y = L2 − L2
z.

绕 z 轴的对称性给
⟨L2

x⟩ = ⟨L2
y⟩.

因此
2⟨L2

x⟩ = l(l + 1)ℏ2 −m2ℏ2,

即

⟨L2
x⟩ = ⟨L2

y⟩ = [l(l + 1) −m2]ℏ2

2
.

半经典解释：角动量大小固定，z 分量固定，横向分量在方位角上均匀分布，所以 x, y
平均为零且平方平均相等。

习题 3.19

假定轨道角动量允许有一个半整数的 l 值，比如 1
2。通常，从

L+Y1/2,1/2(θ, ϕ) = 0,

可以导出
Y1/2,1/2(θ, ϕ) ∝ eiϕ/2

√
sin θ.

现在尝试 (a) 用 L− 作用于 Y1/2,1/2(θ, ϕ)；(b) 用 L−Y1/2,−1/2(θ, ϕ) = 0，构造
Y1/2,−1/2(θ, ϕ)。证明这两种做法会导致矛盾的结果。（这给出了轨道角动量不能为一个
半奇数 l 值的论据。）

解答

解题思路：半整数轨道角动量会使由最高权和最低权得到的角函数互相矛盾。
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详细推导：对最高态
L+Y1/2,1/2 = 0

可得
Y1/2,1/2 ∝ eiϕ/2

√
sin θ.

用

L− = ℏe−iϕ
(

− ∂

∂θ
i cot θ ∂

∂ϕ

)

作用，得

L−Y1/2,1/2 ∝ −ℏ e−iϕ/2 cos θ√
sin θ

.

这应与 Y1/2,−1/2 成正比。
但若从最低态条件

L−Y1/2,−1/2 = 0

直接求解，则得到
Y1/2,−1/2 ∝ e−iϕ/2

√
sin θ.

二者相差一个因子 cos θ/ sin θ，不可能只差常数。结果：半整数 l 与轨道角动量的微
分表示不相容；轨道角动量只能取整数 l。

习题 3.20

考虑一个轨道角动量的本征态 |l = 2,m = 0⟩。假定这个态绕 y 轴转了 β 角。求在
m = 0,±1 和 ±2 的态上找到这个新态的概率。（在附录 B 的 B.5 节中给出的 l = 0, 1
和 2 的球谐函数可能是有用的。）

解答

解题思路：转动后各 m 态概率为 |d2
m0(β)|2。

详细推导：对 l = 2，
d2

00(β) = 1
2

(3 cos2 β − 1),

d2
±1,0(β) = ∓

√
3
8

sin 2β,

d2
±2,0(β) =

√
3
8

sin2 β.

因此

P (m = 0) = 1
4

(3 cos2 β − 1)2,

P (m = ±1) = 3
8

sin2 2β = 3
2

sin2 β cos2 β,

P (m = ±2) = 3
8

sin4 β.

检验：五个概率求和为 1。
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习题 3.21

本题的目的是借助于笛卡尔本征态 |nxnynz⟩，确定写成 L2 和 Lz 本征态的三维各向
同性谐振子的简并本征态。

(a) 证明角动量算符由下式给出：

Li = iℏεijkaja
†
k,

L2 = ℏ2[N(N + 1) − a†
ka

†
kajaj],

其中隐含了对于重复指标的求和，εijk 是全反对称符号，而 N ≡ a†
jaj 计数了总

的量子数目。

(b) 使用这些关系式，把态 |qlm⟩ = |01m⟩, m = 0,±1，借助于能量简并的三个本征
态 |nxnynz⟩表示出来。在坐标空间中表述你的答案，并且检查角度和径向依赖关
系都是正确的。

(c) 对 |qlm⟩ = |200⟩ 重复以上两问。
(d) 对 |qlm⟩ = |02m⟩，在 m = 0, 1 和 2 的情况下，重复 (a) 和 (b) 两问。

解答

解题思路：引入球基产生算符

b†
0 = a†

z, b†
+1 = −

a†
x + ia†

y√
2

, b†
−1 =

a†
x − ia†

y√
2

.

详细推导：用 Li = iℏεijkaja
†
k 可验证 b†

m |0⟩ 按 l = 1 转动。总量子数 N = a†
jaj，并且

L2 = ℏ2[N(N + 1) − a†
ka

†
kajaj].

对 N = 1，
|0, 1, 0⟩ = |001⟩ ,

|0, 1,+1⟩ = −|100⟩ + i |010⟩√
2

, |0, 1,−1⟩ = |100⟩ − i |010⟩√
2

.

坐标空间分别正比于 ze−r2/2x2
0 与 ∓(x± iy)e−r2/2x2

0，角向正是 Y m
1 。

对 N = 2, l = 0，
|1, 0, 0⟩ = |200⟩ + |020⟩ + |002⟩√

3
,

坐标空间角向为球对称的 r2 组合。
对 N = 2, l = 2，可取

|0, 2, 2⟩ = 1
2

(|200⟩ − |020⟩) + i√
2

|110⟩ ,

|0, 2, 1⟩ = −|101⟩ + i |011⟩√
2

,

|0, 2, 0⟩ = 2 |002⟩ − |200⟩ − |020⟩√
6

.

负 m 态由复共轭或降阶算符得到。结果：这些组合对应坐标空间中的 d 型角函数
(x+ iy)2、(x+ iy)z、3z2 − r2，径向部分与 N = 2 谐振子一致。
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习题 3.22

遵照下列步骤，证明库默尔方程 (3.7.46) 可以用拉盖尔多项式 Ln(x) 写出来，后者按
照母函数定义为

g(x, t) = e−xt/(1−t)

1 − t
=

∞∑
n=0

Ln(x) t
n

n!
,

其中 0 < t < 1。2.5 节中关于厄米多项式的母函数的讨论将会很有帮助。
(a) 证明 Ln(0) = n! 和 L0(x) = 1。
(b) 把 g(x, t) 对 x 求微商，证明

L′
n(x) − nL′

n−1(x) = −nLn−1(x),

并求出前几个拉盖尔多项式。

(c) 把 g(x, t) 对 t 求微商，证明

Ln+1(x) − (2n+ 1 − x)Ln(x) + n2Ln−1(x) = 0.

(d) 现在，证明库默尔方程可以通过推导

xL′′
n(x) + (1 − x)L′

n(x) + nLn(x) = 0,

而求解，而且把 n 与氢原子的主量子数联系起来。

(e) 定义缔合拉盖尔多项式为

Lk
n(x) = (−1)k dk

dxk
[Ln+k(x)].

证明，它满足下列方程

xLk′′

n (x) + (k + 1 − x)Lk′

n (x) + nLk
n(x) = 0.

事实上，可以证明这个方程就是库默尔方程。这就是说，氢原子的径向波函数是
用缔合拉盖尔多项式表示的。[ (e)小题是作者在勘误表中要求加上的。——译者
注]

补充公式（原书 §3.7）：

x
d2F

dx2 + (c − x)dF

dx
− aF = 0. (3.7.46)

解答

解题思路：所有关系都从母函数

g(x, t) = e−xt/(1−t)

1 − t
=

∞∑
n=0

Ln(x) t
n

n!

比较系数得到。
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详细推导：令 x = 0，
g(0, t) = 1

1 − t
=

∞∑
n=0

tn.

与定义比较得
Ln(0) = n!, L0(x) = 1.

对 x 求导：
∂g

∂x
= − t

1 − t
g.

展开并比较 tn 系数，得

L′
n(x) − nL′

n−1(x) = −nLn−1(x).

前几项为
L0 = 1, L1 = 1 − x, L2 = 2 − 4x+ x2.

对 t 求导并整理可得递推式

Ln+1 − (2n+ 1 − x)Ln + n2Ln−1 = 0.

结合导数关系可导出
xL′′

n + (1 − x)L′
n + nLn = 0.

这与 Kummer 方程
xF ′′ + (c− x)F ′ − aF = 0

在 c = 1, a = −n 时一致；多项式截断条件给氢原子主量子数的离散性。
定义

Lk
n(x) = (−1)k dk

dxk
Ln+k(x),

对上面的 Laguerre 方程求 k 次导数，即得

x(Lk
n)′′ + (k + 1 − x)(Lk

n)′ + nLk
n = 0.

结果：氢原子径向函数中的缔合 Laguerre 多项式正是 Kummer 方程的多项式解。

习题 3.23

在角动量的施温格方案中，算符

K+ ≡ a†
+a

†
− 和 K− ≡ a+a−

的物理意义是什么？给出 K± 的非零矩阵元。

解答

解题思路：在 Schwinger 表示中 n+ = j +m,n− = j −m。
详细推导：算符

K+ = a†
+a

†
−
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同时增加两个振子的量子数：

n+ → n+ + 1, n− → n− + 1.

因此

j = n+ + n−

2
→ j + 1, m = n+ − n−

2
→ m.

矩阵元为

K+ |j,m⟩ =
√

(j +m+ 1)(j −m+ 1) |j + 1,m⟩ .

同理

K− |j,m⟩ =
√

(j +m)(j −m) |j − 1,m⟩ .

物理意义： K± 改变总角动量量子数 j 而保持磁量子数 m 不变，类似径向量子激发
的升降。

习题 3.24

通过把 j1 = 1 和 j2 = 1 相加，求出所形成的 j = 2, 1, 0 的所有 9 个 |j,m⟩ 态。利用
简化符号，以 ±, 0 分别代表 m1,2 = ±1, 0，写出 |j,m⟩ 的显式式，例如

|1, 1⟩ = 1√
2

|+0⟩ − 1√
2

|0+⟩ .

可以利用阶梯算符 J±，或递推关系以及正交性。找一个克莱布施-戈丹系数表用来做
比较，检验你的结果。

解答

解题思路：从最高权态开始用 J− 降阶，再用正交性确定 j = 1, 0 态。
详细结果：

|2, 2⟩ = |++⟩ ,

|2, 1⟩ = |+0⟩ + |0+⟩√
2

,

|2, 0⟩ = |+−⟩ + 2 |00⟩ + |−+⟩√
6

,

|2,−1⟩ = |0−⟩ + |−0⟩√
2

, |2,−2⟩ = |−−⟩ .

反对称组合给 j = 1：
|1, 1⟩ = |+0⟩ − |0+⟩√

2
,

|1, 0⟩ = |+−⟩ − |−+⟩√
2

,

|1,−1⟩ = |0−⟩ − |−0⟩√
2

.
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剩下与 |2, 0⟩、|1, 0⟩ 都正交的归一态为

|0, 0⟩ = |+−⟩ − |00⟩ + |−+⟩√
3

.

检验：共 5 + 3 + 1 = 9 个态，正好张成两个自旋 1 的直积空间。

习题 3.25

(a) 对于任意的 j（整数或半奇数），求

j∑
m=−j

|d(j)
m′m(β)|2m.

并核对 j = 1
2 时所得的答案。

(b) 证明，对于任意的 j

j∑
m=−j

m2|d(j)
m′m(β)|2 = 1

2
j(j + 1) sin2 β +m′2 1

2
(3 cos2 β − 1).

[提示：这可以用许多方法证明。例如，可以利用球（不可约）张量语言检查 J2
z

的转动性质。]

解答

解题思路：把求和看成转动态中的 Jz 与 J2
z 期待值。

详细推导：采用
d

(j)
m′m(β) = ⟨jm′|e−iJyβ/ℏ|jm⟩ .

则 ∑
m

m|d(j)
m′m(β)|2 = 1

ℏ
⟨jm′|e−iJyβ/ℏJzeiJyβ/ℏ|jm′⟩ .

绕 y 轴转动下
Jz → Jz cos β + Jx sin β.

在 |jm′⟩ 中 ⟨Jx⟩ = 0，故 ∑
m

m|d(j)
m′m|2 = m′ cos β.

对 j = 1
2，这给

1
2

cos2 β

2
− 1

2
sin2 β

2
= 1

2
cos β.

类似地， ∑
m

m2|d(j)
m′m|2 = 1

ℏ2 ⟨(Jz cos β + Jx sin β)2⟩.

交叉项期待值为零，且

⟨J2
x⟩ = 1

2
[j(j + 1) −m′2]ℏ2.
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所以

= m′2 cos2 β + 1
2

[j(j + 1) −m′2] sin2 β,

即
1
2
j(j + 1) sin2 β + 1

2
m′2(3 cos2 β − 1).

习题 3.26

(a) 考虑一个 j = 1 的系统。明确地把

⟨j = 1,m′|Jy|j = 1,m⟩

写成 3 × 3 矩阵形式。
(b) 证明，只有 j = 1 时，才可以合理地用

1 − i
(
Jy

ℏ

)
sin β −

(
Jy

ℏ

)2
(1 − cos β)

代替 e−iJyβ/ℏ。

(c) 利用 (b) 证明

d(j=1)(β) =



(
1
2

)
(1 + cos β) −

(
1√
2

)
sin β

(
1
2

)
(1 − cos β)(

1√
2

)
sin β cos β −

(
1√
2

)
sin β(

1
2

)
(1 − cos β)

(
1√
2

)
sin β

(
1
2

)
(1 + cos β)

 .

解答

解题思路：用 Jy = (J+ − J−)/(2i)。
详细推导：在基 {|1, 1⟩ , |1, 0⟩ , |1,−1⟩} 中，

Jy = ℏ√
2


0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 .

矩阵 Jy/ℏ 的本征值为 1, 0,−1，故满足
(
Jy

ℏ

)3
= Jy

ℏ
.

因此其指数可精确化为二次多项式：

e−iJyβ/ℏ = 1 − iJy

ℏ
sin β −

(
Jy

ℏ

)2
(1 − cos β).

这种三次最小多项式只在 j = 1 的三维表示中足够；更高 j 有更多本征值，需要更高
次多项式。
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代入矩阵并相乘，得到

d(1)(β) =


1
2(1 + cos β) − 1√

2 sin β 1
2(1 − cos β)

1√
2 sin β cos β − 1√

2 sin β
1
2(1 − cos β) 1√

2 sin β 1
2(1 + cos β)

 .

习题 3.27

借助
D j

mn(αβγ) = ⟨αβγ|jmn⟩

中的级数把矩阵元 ⟨α2β2γ2|J2
3 |α1β1γ1⟩ 表示出来。（作者在勘误表中认为这个题应该

删掉，因为 |jmn⟩ 代表什么，并不清楚。——译者注）

解答

解题思路：题目本身符号不清；按形式完备性给出可写表达式。
详细推导：若 |jmn⟩ 是刚体转子的一组完备基，且 J3 对其中第三指标作用为

J3 |jmn⟩ = ℏn |jmn⟩ ,

则插入完备性
I =

∑
jmn

|jmn⟩ ⟨jmn| .

利用
D j

mn(αβγ) = ⟨αβγ|jmn⟩ ,

可形式地写成

⟨α2β2γ2|J2
3 |α1β1γ1⟩ =

∑
jmn

ℏ2n2 D j
mn(α2β2γ2)D j∗

mn(α1β1γ1).

说明：若原书中 |jmn⟩ 的指标约定不同，则上式中的 n 应替换为 J3 实际作用的那个
磁量子数；这正是勘误认为题目不清的原因。

习题 3.28

考虑由两个自旋 1
2 的粒子组成的一个系统。观察者 A 专门测量其中一个粒子的自旋

分量 (s1z, s1x, 等等)，同时观察者 B 测量另一个粒子的自旋分量。假定已知系统处在
自旋单态，即 S总 = 0。
(a) 当观察者 B 不做任何测量时，观察者 A 得到 s1z = ℏ/2 的概率是什么？对于

s1x = ℏ/2 求解同样问题。
(b) 观察者 B 肯定地确认粒子 2 的自旋处于 s2z = ℏ/2 态。如果观察者 A (i) 测量

s1z；(ii) 测 s1x，则对观察者 A 的测量结果能给出的结论是什么？解释你的答案。
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解答

解题思路：单态在任意方向上总自旋为零，单粒子约化态是完全混合态。
详细推导：单态为

|Ψs⟩ = |+z⟩1 |−z⟩2 − |−z⟩1 |+z⟩2√
2

.

若 B 不测量，粒子 1 的约化密度矩阵为

ρ1 = tr2 |Ψs⟩ ⟨Ψs| = 1
2
I.

所以

P (s1z = +ℏ/2) = 1
2
, P (s1x = +ℏ/2) = 1

2
.

若 B 确认粒子 2 为 s2z = +ℏ/2，单态塌缩为

|−z⟩1 |+z⟩2 .

于是 A 测 s1z 时必得 −ℏ/2；A 测 s1x 时，

|−z⟩ = |+x⟩ − |−x⟩√
2

,

所以得到 ±ℏ/2 的概率各为 1/2。

习题 3.29

考虑一个秩为 1 的球张量（即一个矢量）

V
(1)

±1 = ∓Vx ± iVy√
2

, V
(1)

0 = Vz.

利用习题 3.26 给出的 d(j=1) 的表示式，求∑
q

d
(1)
qq′(β)V (1)

q′ ,

并证明这结果正是从绕 y 轴转动时 Vx,y,z 的变换性质所预期的。

解答

解题思路：球矢量分量按 j = 1 的 d 矩阵变换，等价于笛卡尔矢量绕 y 轴转动。
详细推导：球分量定义为

V±1 = ∓Vx ± iVy√
2

, V0 = Vz.

用习题 3.26 的 d(1)(β) 计算
V ′

q =
∑
q′
d

(1)
qq′(β)Vq′ .
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将 V±1, V0 换回笛卡尔分量，得到

V ′
x = Vx cos β + Vz sin β,

V ′
y = Vy,

V ′
z = −Vx sin β + Vz cos β.

结果：这正是普通矢量绕 y 轴转角 β 的变换律。

习题 3.30

(a) 用两个不同的矢量 U = (Ux, Uy, Uz) 和 V = (Vx, Vy, Vz) 构造一个秩为 1 的球张
量。明确地用 Ux,y,z 和 Vx,y,z 写出 T

(1)
±1,0。

(b) 用两个不同的矢量 U 和 V 构造一个秩为 2 的球张量。明确地用 Ux,y,z 和 Vx,y,z

写出 T
(2)
±2,±1,0。

解答

解题思路：用 Clebsch–Gordan 耦合 1 ⊗ 1 = 2 ⊕ 1 ⊕ 0。
详细推导：先定义球分量

U±1 = ∓Ux ± iUy√
2

, U0 = Uz,

V 同理。
秩 1 张量可取

T
(1)
+1 = 1√

2
(U+1V0 − U0V+1) = 1

2
[−(Ux + iUy)Vz + Uz(Vx + iVy)],

T
(1)
0 = 1√

2
(U+1V−1 − U−1V+1) = i√

2
(UyVx − UxVy),

T
(1)
−1 = 1√

2
(U0V−1 − U−1V0) = 1

2
[Uz(Vx − iVy) − (Ux − iUy)Vz].

秩 2 张量为对称无迹部分：

T
(2)
±2 = U±1V±1 = 1

2
(Ux ± iUy)(Vx ± iVy),

T
(2)
+1 = 1√

2
(U+1V0 + U0V+1) = −1

2
[(Ux + iUy)Vz + Uz(Vx + iVy)],

T
(2)
−1 = 1√

2
(U−1V0 + U0V−1) = 1

2
[(Ux − iUy)Vz + Uz(Vx − iVy)],

T
(2)
0 = 1√

6
(U+1V−1 + U−1V+1 + 2U0V0) = 2UzVz − UxVx − UyVy√

6
.
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习题 3.31

考虑一个无自旋粒子被一个中心力位势束缚于一个固定的中心。

(a) 尽可能只用维格纳-埃卡特定理建立起矩阵元

⟨n′, l′,m′|∓ 1√
2

(x± iy)|n, l,m⟩ 和 ⟨n′, l′,m′|z|n, l,m⟩

的关系。肯定地指出在什么样的条件下这些矩阵元非零。

(b) 利用波函数 ψ(x) = Rnl(r)Y m
l (θ, ϕ) 求解同样的问题。

解答

解题思路：位置算符是秩 1 球张量，选择定则由 Wigner–Eckart 定理给出。
详细推导：球分量为

r±1 = ∓x± iy√
2
, r0 = z.

Wigner–Eckart 定理：

⟨n′l′m′|rq|nlm⟩ = ⟨n′l′|∥r∥|nl⟩√
2l′ + 1

⟨lm; 1q|l′m′⟩ .

故非零条件为
m′ = m+ q, q = 0,±1,

并且三角条件
|l − 1| ≤ l′ ≤ l + 1.

由于 rq 奇宇称，还要求
(−1)l′ = −(−1)l,

所以实际有
l′ = l ± 1.

用波函数方法，

⟨n′l′m′|rq|nlm⟩ =
ˆ
r2dr R∗

n′l′(r)rRnl(r)
ˆ

dΩY m′∗
l′ C(1)

q Y m
l ,

角积分给出同样的 Clebsch–Gordan 系数和选择定则。

习题 3.32

(a) 把 xy、xz 和 (x2 − y2) 写成一个秩为 2 的球（不可约）张量的分量。
(b) 期待值

Q ≡ e⟨α, j,m = j|(3z2 − r2)|α, j,m = j⟩

被称为四极矩。利用 Q 和适当的克莱布施-戈丹系数，求

e⟨α, j,m′|(x2 − y2)|α, j,m = j⟩,

其中 m′ = j, j − 1, j − 2, . . .。
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解答

解题思路：二次坐标的秩 2 球张量是对称无迹组合。
详细推导：可取

T
(2)
±2 = 1

2
(x± iy)2,

T
(2)
±1 = ∓(x± iy)z,

T
(2)
0 = 1√

6
(2z2 − x2 − y2) = 1√

6
(3z2 − r2).

于是

xy = T
(2)
2 − T

(2)
−2

2i
,

xz = T
(2)
−1 − T

(2)
1

2
,

x2 − y2 = T
(2)
2 + T

(2)
−2 .

四极矩
Q = e ⟨αjj|3z2 − r2|αjj⟩ = e

√
6 ⟨αjj|T (2)

0 |αjj⟩ .

由 Wigner–Eckart 定理，

e ⟨αjm′|T (2)
q |αjj⟩ = Q√

6
⟨j j; 2 q|j m′⟩
⟨j j; 2 0|j j⟩

, q = m′ − j.

对 x2 − y2 = T2 + T−2，从初态 m = j 出发只有 q = −2 可使 m′ ≤ j，所以 m′ = j 与
j − 1 的矩阵元为零，m′ = j − 2 项由上式给出。

习题 3.33

一个处于原点的自旋为 3
2 的原子核受到一个外部非均匀电场的作用。基本的电四极矩

相互作用可以取为

Hint = eQ

2s(s− 1)ℏ2

(∂2ϕ

∂x2

)
0
S2

x +
(
∂2ϕ

∂y2

)
0
S2

y

+
(
∂2ϕ

∂z2

)
0
S2

z

,
其中 ϕ 是满足拉普拉斯方程的静电势，而坐标轴的选取，使得：(

∂2ϕ

∂x∂y

)
0

=
(
∂2ϕ

∂y∂z

)
0

=
(
∂2ϕ

∂x∂z

)
0

= 0.

证明相互作用可以写成
A(3S2

z − S2) +B(S2
+ + S2

−).

并借助于 (∂2ϕ/∂x2)0 等表示 A 和 B。（借助 |m⟩，其中 m = ±3
2 ,±

1
2）确定能量本征

右矢和相应的能量本征值。有简并存在吗？
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解答

解题思路：用拉普拉斯方程消去 S2
x + S2

y，再把 S2
x − S2

y 写成 S2
±。

详细推导：记

X =
(
∂2ϕ

∂x2

)
0
, Y =

(
∂2ϕ

∂y2

)
0
, Z =

(
∂2ϕ

∂z2

)
0
.

拉普拉斯方程给
X + Y + Z = 0.

令

C = eQ

2s(s− 1)ℏ2 .

则
H = C(XS2

x + Y S2
y + ZS2

z ).
写成

XS2
x + Y S2

y = X + Y

2
(S2

x + S2
y) + X − Y

2
(S2

x − S2
y).

又
S2

x + S2
y = S2 − S2

z ,

S2
x − S2

y = 1
2

(S2
+ + S2

−).

利用 X + Y = −Z，

H = CZ

2
(3S2

z − S2) + C(X − Y )
4

(S2
+ + S2

−).

所以

A = CZ

2
, B = C(X − Y )

4
.

对 s = 3/2，
C = 2eQ

3ℏ2 .

在 {|3/2⟩ , |−1/2⟩} 子空间中矩阵为

ℏ2

 3A 2
√

3B
2
√

3B −3A

 ,
在 {|−3/2⟩ , |1/2⟩} 子空间中相同。因为

S2
+ |−1/2⟩ = 2

√
3ℏ2 |3/2⟩ ,

以及相应的共轭关系。两个能量为

E± = ±ℏ2
√

9A2 + 12B2,

每个二重简并。对应本征态是在上述两个二维子空间中的线性组合，混合角满足

tan 2θ = 4
√

3B
6A

= 2
√

3B
3A

.

结果：由于两个相同的二维块，能级保留二重简并。
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技巧总结

第 1 章常用技巧

1. 对易子恒等式要保持算符次序；遇到 Pauli 矩阵优先使用 σiσj = δijI + iεijkσk。

2. 二能级哈密顿量通常写成 E0I + h · σ，本征值立即为 E0 ± |h|。
3. 不确定度等号条件是两个偏差态线性相关；最小高斯包对应纯虚比例系数。
4. 表象变换只改变矩阵表示，不改变谱、迹、厄米性和物理概率。

第 2 章常用技巧

1. 海森伯绘景中先解算符方程，再取初态期待值；自由粒子和谐振子都给闭合线性
方程。

2. 传播子可由动量完备性、高斯积分或经典作用量得到；二次型系统中 K = NeiScl/ℏ

是精确结果。

3. 非厄米哈密顿量会破坏幺正性，最直接的检验是范数是否随时间守恒。
4. 最小耦合 p → p − eA/c 同时产生 Lorentz 力、概率流矢势项和 Landau 能级。

第 3 章常用技巧

1. 角动量题优先使用 J±、Casimir 算符和最高权态降阶。
2. 转动矩阵元的求和常可改写为转动态中的 Jz 或 J2

z 期待值。

3. 球张量把选择定则和矩阵元关系分开：角向部分由 Clebsch–Gordan系数给出，动
力学只在约化矩阵元中。

4. Schwinger 双振子表示中 n+ = j +m、n− = j −m，适合追踪 j,m 如何被产生湮
灭算符改变。

83


	第一章 基本概念
	第二章 量子动力学
	第三章 角动量理论
	技巧总结

