
时间反演变换

Time Reversal Transformation

反线性算符, 反幺正算符, Kramers 简并与时间反演对称性

RongYu

量子力学系列讲义

2026.8.6



时间反演变换 目录

目录

导言 4

I 反线性与反幺正算符的数学理论 5

1 反线性算符 6
1.1 定义与基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 与线性算符的复合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 复共轭算符与坐标形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 逆与数乘的逆 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5 为什么反线性算符对左矢的作用必须重新定义 . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.6 伴随 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.7 反线性本征值问题的特殊性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 反幺正算符 11
2.1 定义与等价条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 内积性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3 标准分解与伴随 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4 平方与整体相位 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.5 幺正与反幺正乘积的分类 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.6 反幺正共轭对算符代数的作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.7 反幺正算符的” 本征值” 问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3 Wigner 定理与对称性的实现 15
3.1 射线与跃迁概率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2 Wigner 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.3 Wigner 定理的构造性证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.4 连续对称性必幺正 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.5 时间反演的相位自由度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

II 时间反演算符的物理 17

1



时间反演变换 目录

4 经典时间反演与量子实现 18
4.1 经典时间反演 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
4.2 由正则对易关系推出反幺正 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
4.3 由 Schrödinger 方程推出反幺正 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.4 时间反演算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.5 时间演化算符与传播子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

5 无自旋粒子的时间反演 21
5.1 位置表象的作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
5.2 时间反演不变性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
5.3 非简并定态与实波函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
5.4 电磁耦合与磁场 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6 自旋与角动量 24
6.1 轨道角动量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
6.2 自旋 1/2 的时间反演 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
6.3 任意自旋的时间反演 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.4 时间反演平方的符号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.5 二态系统: Bloch 球与 Pauli 分量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

III Kramers 简并与应用 27

7 Kramers 简并 28
7.1 定理陈述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
7.2 详细证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
7.3 与整数自旋情形的对比及简并子空间的结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
7.4 物理条件与例证 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

8 时间反演下的可观测量与动力学 31
8.1 偶算符与奇算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
8.2 矩阵元与期望值的变换规则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
8.3 密度算符与细致平衡 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
8.4 散射与互易定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2



时间反演变换 目录

9 常见错误与规范写法 34
9.1 错误一: 把反幺正算符当成线性算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
9.2 错误二: 说” 反幺正算符保持内积” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
9.3 错误三: 把变换后的左矢写成普通右乘 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
9.4 错误四: 把虚数单位当成与时间反演对易 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
9.5 错误五: 认为整体相位可以改变平方符号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
9.6 错误六: 对反线性算符直接使用普通矩阵公式 . . . . . . . . . . . . . . . . 34

10 总结与判据 35
10.1 时间反演不变性的判定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
10.2 平方符号与系统类型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
10.3 线性与反线性公式对照表 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
10.4 核心公式汇总 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
10.5 主要结论汇总 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
10.6 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3



时间反演变换 目录

导言

时间反演是自然界最基本的离散对称性之一:把时间 t 换成 −t, 看运动方程是否不变.
经典力学中, 无摩擦的 Newton 方程在 t → −t 下不变; 电磁学中, 若同时把磁场反
向, Maxwell 方程也不变. 在量子力学里, 时间反演的实现远比直觉复杂: 由于 i 在
Schrödinger 方程中与时变项绑定, 真正” 倒放” 量子演化要求把复共轭作用也一并反转,
这迫使时间反演算符 Θ̂ 不是幺正算符, 而是反幺正算符.
本讲义按” 数学基础, 物理实现, 物理后果” 三层组织. 第一部分从复结构出发, 系统地
建立反线性算符与反幺正算符的理论: 定义, 复合与伴随规则, 坐标形式, 标准分解, 反幺
正共轭对算符代数的作用, 以及 Wigner 定理——它说明保持跃迁概率的对称性只能由幺
正或反幺正算符实现, 其中反幺正分支正是时间反演的栖身之处. 第二部分从经典时间反
演出发, 依次回答三个问题: 为什么量子时间反演必须反幺正, 它在无自旋粒子与带自旋
粒子上如何具体作用, 以及 Θ̂2 = ±Î 的符号如何由自旋决定. 第三部分研究时间反演不
变性的全部物理后果: 最重要的 Kramers 定理 (半整数自旋系统每个能级至少二重简并),
可观测量奇偶性与选择定则, 细致平衡, 散射互易定理与 CPT关联, 最后给出常见错误的
规范写法, 判定流程与核心公式.

符号与约定

内积采用 Dirac 约定: 〈ϕ|ψ〉 对第二个变量线性、对第一个变量共轭线性. Hilbert 空
间写作 H . 幺正算符写作 Û ; 反线性算符写作 Ĉ; 复共轭算符写作 K̂ (它依赖基); 时
间反演算符写作 Θ̂ (反幺正). 三维位置、动量、轨道角动量、自旋与总角动量算符写
作 x̂, p̂, L̂, Ŝ, Ĵ ; Pauli矢量 σ; 磁场与电场写作 B,E. 期望值写作 〈ψ|Â|ψ〉,矩阵元写
作 〈ϕ|Â|ψ〉, 对易子写作

[
Â, B̂

]
. 虚数单位与微分号写作 i 与 d. 标量的复共轭统一记

右上标 ∗, 如 c∗.
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Part I

反线性与反幺正算符的数学理论

本部分建立反线性算符与反幺正算符的完整数学理论: 定义,
复合与伴随规则, 坐标形式, 逆与左矢作用, 标准分解, 反幺正
共轭对算符代数的作用, 并陈述与证明 Wigner 定理——保持
跃迁概率的对称性只能由幺正或反幺正算符实现.

内容概要

• 掌握反线性算符的定义, 以及它在线性算符代数中需要重新定义逆, 伴
随与左矢作用的原因.

• 掌握反幺正算符的内积性质
〈
Θ̂ψ

∣∣∣Θ̂ϕ〉
= 〈ϕ|ψ〉, 标准分解 Θ̂ = ÛK̂ 与

Θ̂2 的意义.

• 理解 Wigner 定理的证明思路与” 连续对称性必幺正” 的推论.
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1
反线性算符

1.1 定义与基本性质

Def. 1 反线性算符

映射 Ĉ : H → H 称为反线性算符 (antilinear operator),亦称共轭线性算符或半线性
算符, 若它保持加法, 并对复标量取共轭:

Ĉ
(
c1 |ψ1〉 + c2 |ψ2〉

)
= c∗

1Ĉ |ψ1〉 + c∗
2Ĉ |ψ2〉 , c1, c2 ∈ C. (1.1)

线性算符满足 Â(c |ψ〉) = cÂ |ψ〉; 反线性算符则把标量取复共轭. 这一差别看似微小, 却
决定了一切: 反线性算符不保持复线性结构, 因此它不属于通常意义下的” 算符代数” 的
线性部分, 也不能用普通的矩阵乘法完整描述 (见(1.3)). ” 反” 字不是指把向量变成相反
向量, 而是指它把复标量的作用与复共轭自同构 a 7→ a∗ 相联系, 故反线性也常称为相对
于复共轭的半线性.

Prop. 1 反线性算符是实线性的

当标量限制为实数时, c∗ = c, 故反线性算符是底层实向量空间上的实线性算符. 换言
之, 反线性算符的” 非线性” 只针对复线性结构.

Pf 在(1.1) 中取 c1, c2 ∈ R 即得实线性.
反线性算符仍满足加法性, 但对复标量只满足 Ĉ(c |ψ〉) = c∗Ĉ |ψ〉. 特别地, 虚数单位与反
线性算符” 反交换”:

Ĉ i = −i Ĉ,

其中 i 表示” 乘以复数 i” 这一标量作用. 可见复标量在反线性算符两侧的移动会留下一
个共轭, 这正是后续一切公式修正的总根源.

1.2 与线性算符的复合

Prop. 2 复合规则

设 Â, B̂ 线性, Ĉ, D̂ 反线性. 则

ÂĈ 反线性, ĈÂ 反线性, ĈD̂ 线性, ÂB̂ 线性. (1.2)

即: 反线性算符与线性算符的复合仍为反线性, 两个反线性算符的复合为线性.

Pf 对 ĈD̂(c |ψ〉) = Ĉ
(
c∗D̂ |ψ〉

)
= (c∗)∗ĈD̂ |ψ〉 = cĈD̂ |ψ〉, 故 ĈD̂ 线性; 其余同理.
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Rmk 把线性算符视为偶型、反线性算符视为奇型, 则复合规则满足” 模 2 相加” (偶 ×
偶 = 偶, 奇 ×奇 = 偶, 偶 ×奇 = 奇), 构成一个 Z2 分次结构. 同样的规则在幺正与反幺
正层面表现为: 幺正乘幺正、反幺正乘反幺正均为幺正, 幺正与反幺正按任一顺序相乘均
为反幺正 (见 §2.5).
Rmk 在线性算符与反线性算符共同组成的乘法体系中, 复标量一般不是中心元: 记 aÎ
为标量乘法算符, 则 Ĉ(aÎ) = a∗Ĉ, 而 (aÎ)Ĉ = aĈ, 除非 a ∈ R 二者不等. 只有实标量能
与所有反线性算符交换.

1.3 复共轭算符与坐标形式

Def. 2 复共轭算符

选定一组标准正交基 {|en〉}, 定义 K̂ 为该基下的复共轭算符:

K̂
(∑

n

cn |en〉
)

=
∑

n

c∗
n |en〉 .

它是反线性算符, 且 K̂2 = Î, K̂−1 = K̂.

复共轭算符依赖基

K̂ 并不是一个基无关的” 自然” 算符: 更换标准正交基后, 新的复共轭算符一般不等
于原来的 K̂. 基无关的是如下结构结论: 对任意反线性算符 Ĉ, 在选定基下都可写成
幺正矩阵乘复共轭, 即 Ĉ = ÛK̂, 其中 Û 为幺正算符. 反线性性质本身才是基无关的
概念.

Prop. 3 反线性算符的坐标形式

对固定基, 任意反线性算符 Ĉ 在坐标列 c⃗ 上的作用为

c⃗ 7−→ U c⃗ ∗, (1.3)

其中 U 是幺正矩阵, c⃗ ∗ 表示逐分量取复共轭.

Pf 由 Ĉ = ÛK̂ 与 K̂ 的坐标作用即得.
Rmk 反线性算符不能仅用一个”照常乘坐标列”的矩阵表示,它的坐标作用必须同时包
含复共轭. 若基变换由幺正矩阵 V 给出, 则坐标矩阵按 C ′ = V †CV ∗ 变换, 与线性算符的
相似变换 A′ = V †AV 不同——右端出现的是 V ∗ 而不是 V .

1.4 逆与数乘的逆

Prop. 4 可逆反线性算符的逆仍为反线性

若 Ĉ 是双射反线性算符, 则 Ĉ−1 也是反线性算符.
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Pf 令 |η〉 = Ĉ |ψ〉. 则对任意 a ∈ C, Ĉ(a∗ |ψ〉) = a Ĉ |ψ〉 = a |η〉. 两边作用 Ĉ−1, 得
Ĉ−1(a |η〉) = a∗Ĉ−1 |η〉, 再结合加法性即证.
若 a 6= 0, 反线性数乘的逆满足

(aĈ)−1 = 1
a∗ Ĉ

−1,

这在线性算符的 (aÂ)−1 = a−1Â−1 基础上多出一个复共轭. 在坐标形式 c⃗ 7→ Uc⃗∗ 中, 逆
映射为 η⃗ 7→ (U−1η⃗)∗.

1.5 为什么反线性算符对左矢的作用必须重新定义

伴随必须重新定义

线性算符的伴随靠 Riesz 表示定理把右矢线性泛函对应到左矢; 反线性算符对应的是
共轭线性泛函,因此伴随定义中两个右矢的位置必须交换,不能靠”把符号从右矢一侧
搬到左矢一侧” 来得到.

对线性算符 Â, 变换后右矢的 Hermitian 共轭为
(
Â |ψ〉

)†
= 〈ψ| Â†, 它作用在任意 |ϕ〉 上

给出 〈ψ| Â† |ϕ〉, 关于 |ϕ〉 线性, 因而是合法左矢. 对反线性算符 Ĉ, 变换后右矢对应的左
矢只能从 Riesz 对应直接定义为

〈ψ′| =
(
Ĉ |ψ〉

)†
,

它是合法左矢; 但若把”〈ψ| Ĉ†” 当作普通右乘, 它对 |ϕ〉 的作用 〈ψ| Ĉ† |ϕ〉 关于 |ϕ〉 是共轭
线性的, 不是通常的左矢. 因此必须区分四个对象:

• 〈ϕ|Ĉ|ψ〉: 一个复数矩阵元, 含义是先算 Ĉ |ψ〉 再取内积;
• Ĉ |ψ〉: 反线性算符对右矢的作用;

•
(
Ĉ |ψ〉

)†
: 变换后右矢所对应的左矢;

• 〈ψ| Ĉ†: 若按普通复合解释, 一般不是左矢.

Def. 3 反线性算符诱导的左矢变换

作用在左矢集合上的诱导映射

Ĉbra : 〈ψ| 7−→
(
Ĉ |ψ〉

)†

对左矢也是反线性的. 它描述” 先变换右矢, 再取 Hermitian 共轭”, 但不与普通算符
右乘混为一谈.
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1.6 伴随

Def. 4 反线性算符的伴随

设有界反线性算符 Ĉ. 其伴随 Ĉ† 定义为满足〈
Ĉ†ϕ

∣∣∣ψ〉
=

〈
ϕ

∣∣∣Ĉψ〉∗
(1.4)

对一切 |ϕ〉 , |ψ〉 ∈ H 成立的唯一反线性算符.

Rmk 存在性由 Riesz 表示定理保证: 固定 |ϕ〉, 映射 |ψ〉 7→
〈
ϕ

∣∣∣Ĉψ〉
是连续共轭线性泛

函, 故唯一对应某个右矢 |η〉 = Ĉ† |ϕ〉. 右端
〈
ϕ

∣∣∣Ĉψ〉∗
=

〈
Ĉψ

∣∣∣ϕ〉
; 对幺正或反幺正算符, 这

一约定使伴随与逆一致, 见(2.4).

Prop. 5 反线性伴随的基本公式

对有界反线性算符 Ĉ, D̂ 与复数 a, b,

(Ĉ + D̂)† = Ĉ† + D̂†, (aĈ)† = a Ĉ†, (Ĉ†)† = Ĉ.

特别注意, 数乘伴随公式中没有复共轭, 与线性算符的 (aÂ)† = a∗Â† 不同.

Pf 第二式直接验证:
〈
ϕ

∣∣∣(aĈ)ψ
〉

= a
〈
ϕ

∣∣∣Ĉψ〉
= a

〈
Ĉ†ϕ

∣∣∣ψ〉∗
=

〈
(aĈ†)ϕ

∣∣∣ψ〉∗
.

Prop. 6 乘积的逆序公式

只要乘积与定义域合法, 线性或反线性的齐次算符都满足统一的逆序公式

(X̂Ŷ )† = Ŷ †X̂†, (1.5)

其中 X̂, Ŷ 可分别为线性或反线性算符.

Pf 四种类型组合的证明在内积位置上的处理略有差异, 但最终公式完全相同; 以两个反
线性算符为例, 由(1.4) 直接核对两边作用即可.
Rmk 若 Ĉ = ÂK̂ 且 Â 的矩阵为 A, 则 Ĉ† = K̂Â† = ATK̂. 因此反线性伴随对应的是
矩阵转置 AT 而不是 Hermitian 共轭——共轭已经由右侧的 K̂ 承担.
Rmk 可以定义反线性自伴算符 Ĉ† = Ĉ (例如 K̂† = K̂), 但它不代表量子可观测量: ”
期望值”

〈
ψ

∣∣∣Ĉψ〉
在射线重定相位 |ψ〉 7→ eiα |ψ〉 下变为 e−2iα 倍, 不是射线上的良定义量.

可观测量的期望值必须为实, 仍对应线性自伴算符.

1.7 反线性本征值问题的特殊性

考虑本征方程 Ĉ |ψ〉 = λ |ψ〉. 若把本征矢重定相位为 |ψ′〉 = eiα |ψ〉, 则

Ĉ |ψ′〉 = e−iαĈ |ψ〉 = e−iαλ |ψ〉 = e−2iαλ |ψ′〉 .

所以反线性算符的本征值相位依赖于本征矢的相位选择, 它不像线性算符的本征值那样
是射线的内禀标记. 若 Θ̂ 是反幺正算符,则由范数保持得 |λ| = 1,再次作用给出 Θ̂2 |ψ〉 =

9
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|λ|2 |ψ〉 = |ψ〉. 因此, 若 Θ̂2 = −Î (半整数自旋的时间反演, 见 §6.3), 本征方程无解——这
是 Kramers 简并的数学根源.
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2
反幺正算符

2.1 定义与等价条件

Def. 1 反幺正算符

双射的反线性算符 Θ̂ : H → H 称为反幺正算符 (antiunitary operator), 若它保持范
数: ∥∥∥Θ̂ |ψ〉

∥∥∥ = ‖|ψ〉‖, ∀ |ψ〉 . (2.1)

Prop. 1 反幺正性的等价条件

对反线性映射 Θ̂, 以下条件等价:
1. Θ̂ 是满射且保持范数;
2. Θ̂ 是双射并满足内积复共轭公式(2.2);
3. Θ̂†Θ̂ = Θ̂Θ̂† = Î;
4. Θ̂ 可写成 ÛK̂, 其中 Û 幺正, K̂ 是某组正交归一基下的复共轭算符.

Pf (1)⇒(2) 是极化恒等式论证, 见命题 2; (2)⇒(3)(4) 见 §2.3; 其余方向直接验证. 有
限维空间中范数保持自动推出满射; 无限维空间中定义反幺正时必须明确要求满射或双
射.

2.2 内积性质

Prop. 2 反幺正算符的内积性质

反幺正算符 Θ̂ 把内积变为其复共轭:〈
Θ̂ψ

∣∣∣Θ̂ϕ〉
= 〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉∗ . (2.2)

特别地, 跃迁概率的模方不变:
∣∣∣〈Θ̂ψ∣∣∣Θ̂ϕ〉∣∣∣2 = |〈ψ|ϕ〉|2.

Pf 对固定 |ψ〉, 令 |ϕ〉 7→ B(ϕ) =
〈
Θ̂ψ

∣∣∣Θ̂ϕ〉
. 由反线性, B 对 |ϕ〉 是线性的; 由(2.1),

B(ψ) =
∥∥∥Θ̂ψ∥∥∥2

= ‖ψ‖2. 由极化恒等式, 该值在全体对角元上唯一确定整个双线性形式,
故

〈
Θ̂ψ

∣∣∣Θ̂ϕ〉
= 〈ψ|ϕ〉对一切 |ϕ〉成立,再取任意 |ψ〉并利用 〈ψ|ϕ〉∗ = 〈ϕ|ψ〉即得(2.2).

11
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反幺正不是” 内积完全不变”

幺正算符保持复内积本身 (
〈
Ûψ

∣∣∣Ûϕ〉
= 〈ψ|ϕ〉); 反幺正算符把内积变为其复共轭

(
〈
Θ̂ψ

∣∣∣Θ̂ϕ〉
= 〈ϕ|ψ〉). 两者都保持内积的模, 因而都保持量子跃迁概率; 区别在于是

否对复相位取共轭.

2.3 标准分解与伴随

Thm. 1 反幺正算符的标准分解

任意反幺正算符 Θ̂ 都可以写成
Θ̂ = ÛK̂, (2.3)

其中 K̂ 是选定基下的复共轭算符, Û 是幺正算符.

Pf 由命题 3, 在固定基下反线性算符都是 ÛK̂ 形式; 反幺正 (保范) 即要求 U 保坐标范
数, 从而 U 幺正.

Prop. 3 反幺正算符的逆与伴随

Θ̂† = Θ̂−1, Θ̂†Θ̂ = Î . (2.4)

Pf 由伴随定义(1.4) 与内积性质(2.2),〈
Θ̂−1ϕ

∣∣∣ψ〉
=

〈
Θ̂Θ̂−1ϕ

∣∣∣Θ̂ψ〉
=

〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Θ̂ψ〉∗
= 〈ψ|ϕ〉∗ = 〈ϕ|ψ〉∗ ,

最后一步因 〈ψ|ϕ〉∗ = 〈ϕ|ψ〉. 与(1.4) 比较得 Θ̂−1 = Θ̂†.
Rmk 在坐标表示中, 若 U 是幺正矩阵, 则 Θ̂† = K̂Û † = UTK̂, 且 Θ̂−1 = K̂Û †.

2.4 平方与整体相位
两个反幺正算符的乘积是线性算符, 又都保范, 故 Θ̂2 是幺正算符. 由标准分解 Θ̂ = ÛK̂,

Θ̂2 = ÛK̂ÛK̂ = Û Û∗,

其中 Û∗ = K̂ÛK̂ 是 U 的逐分量共轭; 这是判断 Θ̂2 的实用公式.

Prop. 4 整体相位不改变平方

反幺正算符整体乘相位不会改变其平方:(
eiαΘ̂

)2
= Θ̂2. (2.5)

Pf 反线性在相位穿过算符时取共轭, 两个相位恰好抵消: eiαΘ̂eiαΘ̂ = eiαe−iαΘ̂2 = Θ̂2.

Rmk 由反线性伴随的数乘规则, 还有
(
eiαΘ̂

)†
= eiαΘ̂†,

(
eiαΘ̂

)−1
= eiαΘ̂−1. 因此时间

反演算符的平方符号 Θ̂2 = ±Î 不能通过重定相位改变, 是投影表示的内禀分类数据 (见
§3.5 与 §6.4).

12
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2.5 幺正与反幺正乘积的分类

Prop. 5 幺正–反幺正乘法表

设 Û1, Û2 幺正, Θ̂1, Θ̂2 反幺正, 则 Û1Û2 与 Θ̂1Θ̂2 是幺正算符, Û1Θ̂1 与 Θ̂1Û1 是反幺正
算符.

Pf 由(1.2)的复合规则,两个反幺正之积线性;又每个反幺正保范,故积保范,为幺正. 其
余同理.

2.6 反幺正共轭对算符代数的作用

设 Â 是线性算符. 夹心变换 Â 7→ ÂΘ̂ = Θ̂ÂΘ̂−1 仍是线性算符 (反线性乘线性再乘反线
性为线性), 但整个映射关于复标量是共轭线性的:

Prop. 6 反幺正共轭是共轭线性乘法自同构

对线性算符 Â, B̂ 与复数 a, b,

Θ̂
(
aÂ+ bB̂

)
Θ̂−1 = a∗Θ̂ÂΘ̂−1 + b∗Θ̂B̂Θ̂−1, Θ̂

(
ÂB̂

)
Θ̂−1 =

(
Θ̂ÂΘ̂−1

)(
Θ̂B̂Θ̂−1

)
.

(2.6)
即反幺正共轭保持乘法顺序, 但把复系数取共轭.

Pf 两个恒等式均由反线性性直接计算.
由此得到一组常用的运算规则:

• 保持伴随: Θ̂Â†Θ̂−1 =
(
Θ̂ÂΘ̂−1

)†
, 故自伴算符在反幺正变换下仍变为自伴算符;

• 对易子: Θ̂
[
Â, B̂

]
Θ̂−1 =

[
Θ̂ÂΘ̂−1, Θ̂B̂Θ̂−1

]
, 但含显式虚数单位的表达式变号:

Θ̂
(
i
[
Â, B̂

])
Θ̂−1 = −i

[
Θ̂ÂΘ̂−1, Θ̂B̂Θ̂−1

]
;

• 多项式与函数演算: 若 p(z) = ∑
n cnz

n, 则 Θ̂p(Â)Θ̂−1 = ∑
n c

∗
n

(
Θ̂ÂΘ̂−1

)n
;

• 指数: 若 Â 自伴, 则
Θ̂e−iÂΘ̂−1 = e+i Θ̂ÂΘ̂−1

.

指数中的 −i 变为 +i, 这正是时间演化在时间反演下取逆的代数来源 (见 §4.5).

2.7 反幺正算符的"本征值"问题

13
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反幺正算符无通常意义的可观测量本征值

可观测量必须是 (线性) 自伴算符; 反幺正算符不是自伴的, 不能直接作为可观测量.
尽管如此, 本征方程 Θ̂ |ψ〉 = λ |ψ〉 仍有意义, 但对反幺正 Θ̂ 会得到

Θ̂2 |ψ〉 = λ∗Θ̂ |ψ〉 = |λ|2 |ψ〉 . (2.7)

因此 |λ|2 必为 Θ̂2 的本征值. 特别地, 若 Θ̂2 = −1 (半整数自旋的时间反演, 见 §6.3),
则本征方程无解——这正是 Kramers 简并的数学根源.

Rmk 对反幺正 Θ̂, 若 Θ̂2 = +1, 则允许 Θ̂ |ψ〉 = eiϕ |ψ〉 (取 |λ| = 1); 这对应整数自旋系
统中” 时间反演不变的本征态可以取实” 的情形, 见 §5.4 与 §7.3.
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3
Wigner定理与对称性的实现

3.1 射线与跃迁概率
量子纯态并不是 Hilbert 空间中的某个特定向量, 而是射线: 对非零 |ψ〉,

[ |ψ〉 ] := {c |ψ〉 | c ∈ C, c 6= 0}.

归一化态矢之间的整体相位 |ψ〉 7→ eiα |ψ〉 不产生新的纯态. 两个归一化纯态之间的跃迁
概率为 |〈ϕ|ψ〉|2, 它只依赖射线. 因此, 一个不改变物理概率关系的对称性, 应当保持任意
两条射线之间的跃迁概率.

3.2 Wigner定理

Thm. 1 Wigner 定理

量子系统的一个对称性, 即保持所有跃迁概率 |〈ψ|ϕ〉|2 不变的射线空间映射, 在
Hilbert 空间上由一个幺正算符或一个反幺正算符实现; 实现算符彼此相差一个整体
相位因子.

Wigner定理说明, 量子力学中的对称性只有两类: 幺正的和反幺正的. 连续对称性 (平移、
旋转、时间演化) 连续连接到恒等, 只能是幺正的 (见 §3.4); 离散对称性则两者皆可. 时
间反演正是反幺正分立对称性的主要例子. 反幺正对称性的存在没有通常意义上的” 生
成元”——它不由无穷小参数生成.

3.3 Wigner定理的构造性证明
Pf 分八步. (1) 取正交归一基 {|en〉}. 跃迁概率保持性说明像射线也两两正交; 对每个
n 从 S[ |en〉 ] 中选归一化代表元 |fn〉, 则 {|fn〉} 是正交归一集. 若它不完备, 取非零 |f〉
与所有 |fn〉 正交; 由 S 的满射性, |f〉 = S |ψ〉, 则 0 = P([ |f〉 ], [ |fn〉 ]) = P([ |ψ〉 ], [ |en〉 ])
迫使 |ψ〉 = 0, 矛盾. 故 {|fn〉} 是正交归一基. (2) 设 |ψ〉 = ∑

n cn |en〉, 像代表元 |ψ′〉 =∑
n dn |fn〉. 与第 n个基射线比较得 |dn|2 = |cn|2,即系数模确定. (3)固定 |e0〉. 射线 [|e0〉+

|ej〉]的像必为 [|f0〉+eiαj |fj〉];重定义 |fj〉 7→ eiαj |fj〉,可使 S[|e0〉+|ej〉] = [|f0〉+|fj〉]对所
有 j 6= 0 同时成立 (各 j 独立校准, 互不冲突). (4) 对实系数射线 |r〉 = |e0〉 + ∑

j 6=0 rj |ej〉,
取像代表元 |r′〉 = |f0〉 + ∑

j 6=0 sj |fj〉. 由 (2) 得 |sj| = |rj|; 与 [|e0〉 + |ej〉] 的跃迁概率比
较得 |1 + rj| = |1 + sj|, 平方后利用 |sj| = |rj| 得 Re sj = rj, 进而 sj = rj. 故实坐标
射线被逐坐标保持. (5) 对一般射线 |ψ〉 = |e0〉 + ∑

j 6=0 cj |ej〉, cj = aj + ibj, 由 (2)(4) 得
dj = aj + ib′

j,
∣∣∣b′

j

∣∣∣ = |bj|. 保持跃迁概率给出
∣∣∣1 + ∑

j rjcj

∣∣∣2 =
∣∣∣1 + ∑

j rjdj

∣∣∣2 对所有有限
支撑实数列 {rj} 成立. 两边实部相同, 故

(∑
j rjbj

)2
=

(∑
j rjb

′
j

)2
对所有 {rj} 成立. 由

实线性泛函引理 (L′2 = L2 对所有 r 成立则 L′ = ±L, 其证明: 取 r0 使 L(r0) 6= 0, 比较
r0 + tr 展开的 t 一次项), 存在统一符号 σ(ψ) ∈ {+1,−1} 使 b′

j = σ(ψ)bj 对所有 j 成立.
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即单条射线内部不允许” 某些坐标保持, 另一些坐标复共轭” 的混合. (6) 证明符号 σ(ψ)
在整个射线空间上一致. 对每个 j 6= 0, 射线 |ξj〉 = |e0〉 + i |ej〉 的像只能是 [|f0〉 + i |fj〉]
或 [|f0〉 − i |fj〉]. 当 dim H ≥ 3 时, 对任意不同的 j, k, 射线 |ξjk〉 = |e0〉 + i |ej〉 + i |ek〉 的
两个虚系数由 (5) 必须同时保持或同时反号; 而 〈ξj|ξjk〉 = 2. 若 |ξj〉 与 |ξjk〉 采用相反类
型, 相应像代表元的内积变为 1 + (−i)(−i) = 0, 与跃迁概率保持矛盾. 故所有 |ξj〉 采用统
一符号. 设该符号为” 保持”. 对一般射线 |ψ〉 = |e0〉 + ∑

j(aj + ibj) |ej〉 (至少一个 bj 6= 0),
若它错误地选择共轭类型, 与 |ξj〉 比较: 原内积的模平方为 (1 + bj)2 + a2

j , 像的内积模平
方为 (1 − bj)2 + a2

j , 相差 4bj 6= 0, 矛盾. 故所有非实射线必须选择保持类型; 实坐标射线
在两种类型下本无区别. 同理可证” 反号” 情形. 于是得到全局二择一:

S
[
|e0〉 +

∑
j

cj |ej〉
]

=
[
|f0〉 +

∑
j

cj |fj〉
]
或 S

[
|e0〉 +

∑
j

cj |ej〉
]

=
[
|f0〉 +

∑
j

c∗
j |fj〉

]
.

(7)第一种情形定义 Û
∑

n cn |en〉 = ∑
n cn |fn〉, 它线性且保持内积, 为幺正算符. 第二种情

形定义 Θ̂
∑

n cn |en〉 = ∑
n c

∗
n |fn〉, 它反线性且

〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Θ̂ψ〉
= 〈ϕ|ψ〉∗, 为反幺正算符. (8) 唯

一性: 若 Ŵ1, Ŵ2 同为幺正实现, 则 V = Ŵ−1
2 Ŵ1 固定每条射线; 由线性性, 对线性无关的

|ϕ〉 , |ψ〉比较 V (|ϕ〉+ |ψ〉)的两种展开可得相位与射线无关,故 V = eiαÎ,即 Ŵ2 = e−iαŴ1.
在 dim H ≥ 2 时, 同一非平凡射线变换不可能同时被幺正与反幺正实现, 因为二者的比
将是固定每条射线的反幺正算符, 而它会把 |e0〉 + i |e1〉 的相对相位 i 变为 −i.
Rmk 若只假设 |e0〉 的系数非零, 则对 c0 = 0 的射线用 |ψm〉 = |ψ〉 + 1

m
|e0〉 沿 Fubini–

Study 距离逼近, 由 S 保持该距离取极限即可覆盖. 有限维情形是同一证明的有限求和版
本.

3.4 连续对称性必幺正
幺正与反幺正是两个离散类型. 恒等变换显然由幺正算符实现. 若一族射线对称性 Ss 随
参数 s 连续变化且 S0 = id, 其 Wigner 类型不可能在连续变化中从幺正跳到反幺正. 因
此, 与恒等变换位于同一连通分支的对称性只能由幺正算符实现——这正是平移、旋转与
时间演化由幺正算符表示, 而时间反演这类离散变换可以由反幺正算符表示的原因. 进一
步, 对强连续的一参数幺正群, Stone 定理给出自伴生成元, 于是有完整的逻辑链:

概率保持的连续对称性
Wigner====⇒幺正实现 Stone===⇒自伴生成元.

Rmk ” 离散” 不等于” 反幺正”: 空间反演是离散对称性, 但由幺正宇称算符实现. 正确
结论只是: 连续连接到恒等变换的对称性一定幺正; 不连续连接到恒等变换的对称性则可
能幺正, 也可能反幺正.

3.5 时间反演的相位自由度

相位自由度与 Θ̂2

时间反演算符允许整体相位 Θ̂ → eiϕΘ̂. 但若要求重定相位后的算符仍满足时间反演
共轭规则 Θ̂x̂Θ̂−1 = x̂ (见 §4),则 (注意反线性下 (eiϕΘ̂)−1 = eiϕΘ̂−1) eiϕΘ̂ x̂ (eiϕΘ̂)−1 =
e−2iϕx̂, 迫使 e−2iϕ = 1, 即 ϕ = 0 或 π. 因此 Θ̂2 = ±Î 是一个约定无关的量: 对给定的
物理系统, 符号由自旋决定 (整数自旋 +1, 半整数自旋 −1, 见 §6.3), 不会被重定相位
改变.
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Part II

时间反演算符的物理

本部分从经典时间反演出发, 用正则对易关系与 Schrödinger 方
程两条路线证明量子时间反演算符必须反幺正,建立 Θ̂ 的定义

与动力学协变规则; 然后在位置表象 (无自旋粒子) 与自旋/角
动量情形下详细研究它的作用, 包括 Θ̂2 = ±Î 的判据, 二态系
统的 Bloch 球图像与磁场的行为.

内容概要

• 理解量子时间反演必须反幺正的完整论证 (CCR 与 Schrödinger 方程
两条路线).

• 掌握 Θ̂ 在位置、动量、自旋与角动量上的作用.

• 掌握 Θ̂2 与自旋的关系及二态系统的 Bloch 球图像.



时间反演变换 经典时间反演与量子实现

4
经典时间反演与量子实现

4.1 经典时间反演

Law. 1 经典时间反演

把时间 t 换成 −t 时, 位置保持不变、速度反向:

t → −t, x(t) → x(−t), ẋ(t) → −ẋ(−t). (4.1)

因此动量、轨道角动量与自旋 (赝矢量) 均反向, 而位置不变:

x → x, p → −p, L → −L, S → −S. (4.2)

磁场 B 起源于电流, 而电流在时间反演下反向, 故 B → −B; 电场由电荷 (时间反演不
变) 产生, 故 E → E. 这正是经典电磁学中” 时间反演要把磁场也反向” 的原因. 图 1 示
意轨迹的时间反演.

t

x

x(t)x(−t)

t → −t

轨迹 x(t) 映为 x(−t): 位置不变, 速度反向

图 1: 经典时间反演: 轨迹 x(t) (实线) 在 t → −t 下映为 x(−t) (虚线). 同一时刻位置相
同, 但速度 (轨迹切线的斜率) 反向.

4.2 由正则对易关系推出反幺正

Thm. 1 时间反演算符必为反幺正

设量子时间反演算符 Θ̂ 满足

Θ̂x̂Θ̂−1 = x̂, Θ̂p̂Θ̂−1 = −p̂, (4.3)

则 Θ̂ 必为反幺正算符.
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Pf 对正则对易关系 [x̂, p̂] = iℏ 两边用 Θ̂ 共轭:

Θ̂[x̂, p̂]Θ̂−1 = [Θ̂x̂Θ̂−1, Θ̂p̂Θ̂−1] = [x̂,−p̂] = −iℏ.

另一方面, 同一式左端又可写为

Θ̂[x̂, p̂]Θ̂−1 = Θ̂(iℏ)Θ̂−1.

若 Θ̂ 幺正, 则 Θ̂iΘ̂−1 = i, 给出 iℏ, 与 −iℏ 矛盾; 若 Θ̂ 反幺正, 则 Θ̂iΘ̂−1 = −i, 给出 −iℏ,
一致. 故 Θ̂ 必为反幺正.
Rmk 更一般地, 对分量指标也有同样结论: 左端 [x̂j,−p̂k] = −iℏ δjkÎ, 为使右端同样变
为 −iℏ δjkÎ, 时间反演必须满足 Θ̂iΘ̂−1 = −i, 这正是反线性的特征. 时间反演既要保持转
移概率 (Wigner 定理允许幺正或反幺正), 又要把动量变号并保持正则对易关系 (排除幺
正), 故必为反幺正.

4.3 由 Schrödinger方程推出反幺正

量子态的时间反演不能只用 t 7→ −t. 设 |ψ(t)〉 满足 iℏ∂t |ψ(t)〉 = Ĥ(t) |ψ(t)〉, 定义时间反
演后的态为

|ψT(t)〉 = Θ̂ |ψ(−t)〉 .
时间导数是关于实参数的极限, 时间无关的 Θ̂ 可与实导数交换; 由 t 7→ −t产生一个负号,
反线性再给 i 一个负号, 故

iℏ∂t |ψT(t)〉 =
(
Θ̂Ĥ(−t)Θ̂−1

)
|ψT(t)〉 .

即时间反演后的 Hamilton 算符为 ĤT(t) = Θ̂Ĥ(−t)Θ̂−1. 若 Θ̂ 是线性幺正的, 由 t 7→ −t
产生的负号仍在, 而 i 的负号不会出现, 变换后的方程便不再具有 Schrödinger 形式; 只有
反幺正同时提供两个负号, 才使” 倒放” 的演化仍是 Schrödinger 方程. 这是” 时间反演必
须反幺正” 的直接动力学论证.

Def. 1 时间反演不变性

Hamilton 算符族满足
Θ̂Ĥ(−t)Θ̂−1 = Ĥ(t) (4.4)

时,称系统具有时间反演对称性. 对不显含时间的 Hamilton算符,条件化为 Θ̂ĤΘ̂−1 =
Ĥ, 或简写为

[
Θ̂, Ĥ

]
= 0. 注意对反幺正 Θ̂, 最后一种写法只表示两个复合映射相等,

不能把反线性算符当作普通矩阵对易子处理.

4.4 时间反演算符

Def. 2 时间反演算符

满足(4.3) 的反幺正算符 Θ̂ 称为时间反演算符. 由 §2 的性质, 它满足

Θ̂iΘ̂−1 = −i, Θ̂† = Θ̂−1, (4.5)

且对任意 c ∈ C, Θ̂cΘ̂−1 = c∗.
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Rmk 物理上, 时间反演” 倒放” 量子演化: ψ(x, t) 的演化由 e−iĤt/ℏ 生成, 其逆 (时间反
演后) 为 e+iĤt/ℏ, 而 i → −i 正是反幺正算符的作用. 反线性是” 倒放” 得以实现的关键.

4.5 时间演化算符与传播子

Prop. 1 时间演化算符的时间反演

设时间无关 Hamilton 算符生成 Û(t) = exp
(
−iĤt/ℏ

)
, 且 Θ̂ĤΘ̂−1 = Ĥ. 则

Θ̂Û(t)Θ̂−1 = Û(−t) = Û(t)−1. (4.6)

Pf 由 §2.6 的指数规则, Θ̂e−iĤt/ℏΘ̂−1 = e+iĤt/ℏ = e−iĤ(−t)/ℏ = Û(−t).
等价地, Θ̂Û(t) = Û(−t)Θ̂. 这并不是说 Θ̂ 与 Û(t) 交换; 只在 t = 0 或演化具有额外特殊
性时才可能如此. 时间反演把向前演化变为向后演化. 对一般的双时间演化算符, 有

Θ̂Û(t2, t1)Θ̂−1 = Û(−t2,−t1),

对时间无关 Hamilton 算符即 Θ̂Û(t2 − t1)Θ̂−1 = Û(−(t2 − t1)).
Rmk 该关系没有把物理演化倒着执行. 它比较的是原过程与把初末时刻, 动量, 自旋以
及所有时间反演奇的外场同时反向后的过程: 若系统时间反演不变, 这两个过程的振幅相
同.
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5
无自旋粒子的时间反演

5.1 位置表象的作用

Thm. 1 无自旋粒子在位置表象

对无自旋粒子, 时间反演算符在位置表象中就是复共轭 (至多一个相位因子):

Θ̂ψ(x) = ψ∗(x), Θ̂2 = +Î . (5.1)

Pf 取 Θ̂ = K̂ (位置基下的复共轭). 位置算符是乘 x, 为实, 故 K̂x̂K̂−1 = x̂; 动量算符
p̂ = −iℏ∇, 其复共轭为 +iℏ∇ = −p̂, 故 K̂p̂K̂−1 = −p̂. 于是 K̂ 满足(4.3); 又 K̂2 = Î, 即
Θ̂2 = +Î.
Rmk 在动量表象中, 时间反演不再只是复共轭. 由 φ(p) = 〈p|ψ〉 与 Θ̂ψ(x) = ψ∗(x),

〈p|Θ̂ψ|=〉
ˆ

d3x

(2πℏ)3/2 e−ip·x/ℏψ∗(x) = φ∗(−p),

即动量波函数在时间反演下取共轭并把动量反向: Θ̂φ(p) = φ∗(−p). 这与 p̂ → −p̂ 自洽:
动量本征态在时间反演下发生 |p〉 → |−p〉 的翻转, 复共轭 (取在动量基中) 并不单独构成
时间反演.

5.2 时间反演不变性

时间反演不变性

若 Hamilton 算符满足
Θ̂ĤΘ̂−1 = Ĥ, (5.2)

则称系统具有时间反演不变性. 此时若 |ψ(t)〉 是 Schrödinger 方程的解, 则 Θ̂ |ψ(−t)〉
也是解: 时间反演把” 向前演化” 变为” 向后演化”.

Prop. 1 Schrödinger 方程的时间反演

设 Θ̂ĤΘ̂−1 = Ĥ. 若 ψ(x, t) 满足 iℏ∂tψ = Ĥψ, 则 ψ∗(x,−t) 也满足同一方程.

Pf 对 iℏ∂tψ = Ĥψ 取复共轭, 得 −iℏ∂tψ
∗ = Ĥ∗ψ∗. 在位置表象且 Θ̂ = K̂ 下, Ĥ∗ = Ĥ

(因 K̂ĤK̂−1 = Ĥ), 再令 t → −t: iℏ∂tψ
∗(x,−t) = Ĥψ∗(x,−t).
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5.3 非简并定态与实波函数

Thm. 2 非简并定态可实化

设 Θ̂ĤΘ̂−1 = Ĥ, 且某能量本征态 |n〉 (本征值 En) 非简并. 则 Θ̂ |n〉 与 |n〉 成正比, 且
可以选取相位使 ψn(x) 为实值函数. 此时

〈n|p̂|n〉 = 0, j(x) = 0, (5.3)

即时间反演不变的非简并定态不携带净动量与概率流.

Pf 由
[
Θ̂, Ĥ

]
= 0, Θ̂ |n〉 与 |n〉 同本征值; 非简并迫使 Θ̂ |n〉 = eiϕ |n〉. 设 Θ̂2 = +1 (无

自旋情形; 半整数自旋下不存在非简并态, 见 §7), 取 |n′〉 = eiϕ/2 |n〉, 则

Θ̂ |n′〉 = Θ̂
(
eiϕ/2 |n〉

)
= e−iϕ/2Θ̂ |n〉 = e−iϕ/2eiϕ |n〉 = eiϕ/2 |n〉 = |n′〉 ,

即 |n′〉 是 Θ̂ 的不动点; 在位置表象 Θ̂ψ = ψ∗, 故 ψ′∗
n = ψ′

n, 波函数为实. 由 p̂ 反奇
(Θ̂p̂Θ̂−1 = −p̂), 〈n′|p̂|n′〉 = 〈n′|Θ̂p̂Θ̂−1|n′〉∗ = − 〈n′|p̂|n′〉∗ = − 〈n′|p̂|n′〉,故 〈n′|p̂|n′〉 = 0;
概率流 j = 1

m
Re

(
ψ∗p̂ψ

)
对实波函数为零.

Eg. 1 谐振子与氢原子的实化

一维谐振子的本征函数 ψn(x) = cnHn(x/x0)e−x2/2x2
0 (Hermite多项式Hn系数为实)是

实函数, 对应 Θ̂ = K̂ 的不动点. 氢原子无外磁场时的定态 ψnlm(x) = Rnl(r)Ylm(θ, φ)
虽含复球谐因子, 但每个能级因 m 与 −m 的简并而可重新组合为实轨道 (如 ∝
sin θ cosφ 等), 且基态波函数本身就是实函数.

5.4 电磁耦合与磁场

Prop. 2 磁场的反演

含磁场 B 的 Hamilton 算符在时间反演下变为取反向磁场的算符:

Θ̂Ĥ(B)Θ̂−1 = Ĥ(−B). (5.4)

因此, 系统具有时间反演不变性当且仅当 Ĥ(B) = Ĥ(−B) (算符意义下). 无磁场的系
统 (B = 0) 时间反演不变; 含磁场或含其他破坏时间反演耦合的系统则不然.

Pf 无磁场时 Ĥ 只含 p̂2, x̂ 与实的位势, 各因子在 Θ̂ 下行为已定, 得 Θ̂ĤΘ̂−1 = Ĥ. 含
磁场时, 最小耦合 p̂ − qA(x) 中矢势 A 由 B = ∇ × A 决定, A → −A (因 B → −B),
从而 Ĥ(B) → Ĥ(−B).

Eg. 2 带电粒子处于外磁场

最小耦合 Hamilton 算符为

Ĥ[A,Φ] = 1
2m

(
p̂ − qA(x̂, t)

)2
+ qΦ(x̂, t).
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时间反演给出 Θ̂Ĥ[A,Φ]Θ̂−1 = Ĥ[−A,Φ], 即电势为偶、磁矢势取奇:

Φ(x, t) → Φ(x,−t), A(x, t) → −A(x,−t),

从而电场为偶、磁场为奇: E(x, t) → E(x,−t), B(x, t) → −B(x,−t). 固定的非零磁
场一般破坏时间反演对称性; 若在比较的实验中同时令 B 7→ −B, 则得到时间反演配
对的动力学.

Rmk 磁场使时间反演被破坏的物理图像: 磁场源于电流, 电流在时间反演下反向, 因
而” 倒放” 运动时若磁场不反向, 运动方程不再自洽. 同理, 自旋磁矩与外磁场的耦合项
−µ · B 在时间反演下变号.
Rmk 在路径积分表述中, 时间反演把路径 x(t) 映为 xT(t) = x(−t), 同时取 AT(x, t) =
−A(x,−t), ΦT(x, t) = Φ(x,−t). 于是时间反演路径的作用量与原路径相配, 而反幺正性
把振幅 eiS/ℏ 复共轭为 e−iS/ℏ, 与传播子关系 Θ̂ÛΘ̂−1 完全一致.
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6
自旋与角动量

6.1 轨道角动量

Prop. 1 轨道角动量的反演

由 L = x × p 与(4.3),
Θ̂L̂Θ̂−1 = −L̂. (6.1)

Pf Θ̂(x × p)Θ̂−1 = Θ̂xΘ̂−1 × Θ̂pΘ̂−1 = x × (−p) = −L.
对球谐函数 (采用 Condon–Shortley 相位), 由 Θ̂ = K̂ 在位置表象,

Θ̂Ylm(θ, φ) = Y ∗
lm = (−1)mYl,−m.

6.2 自旋 1/2的时间反演

Thm. 1 自旋 1/2 的时间反演

在 σ̂z 对角基下, 自旋 1
2 粒子的时间反演算符可取

Θ̂ = iσ̂yK̂, Θ̂2 = −Î , (6.2)

并且 Θ̂σ̂Θ̂−1 = −σ̂, 即自旋矢量在时间反演下反向.

Pf 记 Û = iσ̂y =

 0 1
−1 0

,它是实矩阵,故 K̂ÛK̂ = Û 且 Û 幺正. 于是 Θ̂2 = ÛK̂ÛK̂ =

Û2 = (iσ̂y)2 = −Î, 即(6.2) 的平方关系. 作用在自旋基上,

Θ̂ |↑〉 = − |↓〉 , Θ̂ |↓〉 = + |↑〉 ,

即 Θ̂ 翻转自旋. 验证 Θ̂σ̂zΘ̂
−1 = Û σ̂zÛ

−1 = σ̂yσ̂zσ̂y = −σ̂z, 对 σ̂x, σ̂y 同理, 故矢量
σ̂ → −σ̂.
Rmk 整体相位也可改写为 Θ̂ = +iσ̂yK̂ 等, 但平方不变 (§2.4). 对自旋 1

2 粒子的二分量

旋量波函数 |ψ〉 = ψ+(x) |↑〉+ψ−(x) |↓〉,由 Θ̂ |↑〉 = − |↓〉, Θ̂ |↓〉 = |↑〉与 Θ̂ψ±(x) = ψ∗
±(x),

Θ̂ |ψ〉 = ψ∗
+(x)

(
− |↓〉

)
+ ψ∗

−(x) |↑〉 = ψ∗
−(x) |↑〉 − ψ∗

+(x) |↓〉 ,

即旋量分量互换并取共轭, 整体差一个负号:
ψ+

ψ−

 7→

 ψ∗
−

−ψ∗
+

. 再次作用给出 Θ̂2 |ψ〉 =

− |ψ〉, 与 Θ̂2 = −Î 一致. 这是” 旋量在 2π 旋转下变号” 的代数兄弟: 半整数自旋态的角
动量量子数意味着 Θ̂2 必然为 −1.
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6.3 任意自旋的时间反演
对总角动量 j 的系统, 时间反演算符满足

Θ̂2 = (−1)2j Î . (6.3)

整数 j (含 j = 0, 无自旋) 给出 Θ̂2 = +1; 半整数 j (j = 1
2 ,

3
2 , · · · ) 给出 Θ̂2 = −1. 符号不

由相位约定改变 (§3.5). 这是 Kramers 简并成立的分水岭.

Pf 先证 Θ̂2 与一切旋转算符对易. 旋转算符 Û(ϕ) = e−iϕ Ĵz/ℏ 满足 Θ̂Û(ϕ)Θ̂−1 = Û(−ϕ)
(因 Θ̂ĴzΘ̂

−1 = −Ĵz), 故 Θ̂2Û(ϕ)Θ̂−2 = Û(ϕ), 即 Θ̂2 与所有旋转对易. 由 Schur 引理, 在
角动量 j 的不可约表示中 Θ̂2 是单位算符的倍数. 取 Condon–Shortley 相位约定

Θ̂ |j,m〉 = (−1)j−m |j,−m〉 ,

在最高权态 |j, j〉 上连续作用两次:

Θ̂2 |j, j〉 = Θ̂ |j,−j〉 = (−1)j−(−j) |j, j〉 = (−1)2j |j, j〉 ,

故 Θ̂2 = (−1)2j Î. 对整数 j, 2j 为偶数, Θ̂2 = +1; 对半整数 j, 2j 为奇数, Θ̂2 = −1.
Rmk 在标准 Ĵz 本征基中, 时间反演可显式写为” 旋转乘复共轭”:

Θ̂ = exp
(

− iπ
ℏ
Ĵy

)
K̂,

其中 K̂ 在该基中作分量复共轭, 前面的幺正旋转把 m 翻转为 −m 并给出 Condon–
Shortley 相位. 对自旋 1

2 , exp
(
−iπŜy/ℏ

)
= exp(−iπσ̂y/2) = −iσ̂y, 于是回到(6.2) 的形

式.

6.4 时间反演平方的符号
对表示一个二阶物理对称操作的反幺正算符, 若在某个不可约扇区中由 Schur 型论证得
到 Θ̂2 = eiχÎ, 则结合律要求 Θ̂(Θ̂2) = (Θ̂2)Θ̂. 左端因反线性而为 Θ̂(eiχÎ) = e−iχΘ̂, 右端
为 eiχΘ̂, 故 e2iχ = 1, 即 χ = 0 或 π:

Θ̂2 = +Î 或 Θ̂2 = −Î .

而且由(2.5), 重定义 Θ̂ 7→ eiαΘ̂ 不改变这个符号. 因此 Θ̂2 = ±Î 是反幺正对称表示的内
禀代数数据. 在可约空间中, 不同不变子空间可能具有不同的平方符号, 实际物理中通常
按不可约对称扇区讨论.

6.5 二态系统: Bloch球与 Pauli分量

固定计算基后, 复共轭算符 K̂ 对三个 Pauli 算符的作用为

K̂σ̂xK̂
−1 = σ̂x, K̂σ̂yK̂

−1 = −σ̂y, K̂σ̂zK̂
−1 = σ̂z

(σ̂y 纯虚, 故变号). 结合 Θ̂ = −iσ̂yK̂, 先取复共轭再用 σ̂y 共轭, 三个分量都获得负号:
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Prop. 2 时间反演翻转全部 Pauli 分量

对 i = x, y, z, Θ̂σ̂iΘ̂
−1 = −σ̂i, 且 Θ̂2 = −Î.

Pf 由 K̂ 对三个 Pauli 算符的作用取复共轭, 再用 σ̂y 共轭, 三个分量都获得负号; 平方
按 Θ̂2 = (−iσ̂yK̂)(−iσ̂yK̂) = −Î 直接计算 (反线性要求同时共轭标量).

对状态 ρ̂ = 1
2(Î + r · σ),

Θ̂ρ̂Θ̂−1 = 1
2

(
Î − r · σ

)
,

即 Bloch 向量取反 r 7→ −r. 对纯态, 时间反演把 Bloch 球面一点送到其对跖点, 因而送
到正交态. 这从几何上预告了 Kramers 简并: 半整数自旋态在时间反演下总有一个正交
的伙伴.

Thm. 2 二态 Kramers 结论

若 Hermitian 算符 Ĥ 满足 Θ̂ĤΘ̂−1 = Ĥ 且 Θ̂2 = −Î, 则 Ĥ 必为恒等算符的实倍数.

Pf 写 Ĥ = h0Î + h · σ. 时间反演使 h · σ 7→ −h · σ, 不变性要求 h = 0, 故 Ĥ = h0Î. 等
价地, Kramers 简并要求二维 Hilbert 空间中两个能级简并.
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Part III

Kramers简并与应用
本部分详细证明并讨论 Kramers 定理——时间反演不变性对
半整数自旋系统造成的必然简并,并研究时间反演对可观测量、
电流、密度算符与散射过程的各种约束, 最后给出常见错误的
规范写法与判定流程.

内容概要

• 会证明 Kramers 定理并理解其物理条件.

• 掌握时间反演下可观测量奇偶性与期望值的变换规则.

• 了解时间反演在电流、细致平衡与散射中的应用, 并能规范地书写反
幺正运算.
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7
Kramers简并

7.1 定理陈述

Thm. 1 Kramers 定理

设系统具有时间反演不变性 (Θ̂ĤΘ̂−1 = Ĥ), 且 Θ̂2 = −Î (半整数总自旋, 例如自旋 1
2

或奇数个电子). 则 Ĥ 的每个本征值至少是二重简并的: 若 |n〉 是能量为 En 的本征
态, 则 Θ̂ |n〉 也是能量为 En 的本征态, 且与 |n〉 线性无关 (正交).

7.2 详细证明

Pf 分三步. (1) Θ̂ |n〉 是同能量的本征态: 由
[
Θ̂, Ĥ

]
= 0,

Ĥ Θ̂ |n〉 = Θ̂Ĥ |n〉 = En Θ̂ |n〉 ,

最后一步使用了 En ∈ R. (2) |n〉 与 Θ̂ |n〉 正交. 用反幺正内积性质(2.2)
〈
Θ̂a

∣∣∣Θ̂b〉 = 〈b|a〉,
取 a = |n〉, b = Θ̂ |n〉: 〈

Θ̂n
∣∣∣Θ̂2n

〉
=

〈
Θ̂n

∣∣∣n〉
.

左端因 Θ̂2 = −Î 为 −
〈
Θ̂n

∣∣∣n〉
, 故 −

〈
Θ̂n

∣∣∣n〉
=

〈
Θ̂n

∣∣∣n〉
, 得

〈
Θ̂n

∣∣∣n〉
= 0, 从而

〈
n

∣∣∣Θ̂n〉
=〈

Θ̂n
∣∣∣n〉∗

= 0. (3) 由 (1)(2), |n〉 与 Θ̂ |n〉 是两个同能量且正交的本征态, 它们张成一个二
维简并子空间, 定理得证.

Kramers 简并的物理图像

时间反演把每个半整数自旋的本征态变成一个与之正交、同能量的伙伴; 两者互为时
间反演共轭, 合称一个 Kramers 双重态 (Kramers doublet). 这种简并不能由任何与 Θ̂
对易的” 微扰” 劈开——只有破坏时间反演的作用 (如外加磁场) 才能解除它. 图 2 示
意之.

7.3 与整数自旋情形的对比及简并子空间的结构

整数自旋: 无 Kramers 简并

当 Θ̂2 = +1 (整数总自旋或无自旋), 上述正交性论证失效: Θ̂ |n〉 可能与 |n〉 成正比.
事实上此时时间反演不变的非简并态可以取实波函数 (定理 2), 没有必然简并. 两种
情形的对照:

• Θ̂2 = +1 (整数自旋): 非简并态可实化, Θ̂ |n〉 与 |n〉 可重合; 无 Kramers 简并.
• Θ̂2 = −1 (半整数自旋): Θ̂ |n〉 ⊥ |n〉 恒成立; 每个能级至少二重简并 (Kramers 定
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E

|n〉 Θ̂ |n〉
En

同一能量上的两个正交态

图 2: Kramers 简并: 时间反演不变的半整数自旋系统中, 每个能级 En 上都有一对正交
态 |n〉 与 Θ̂ |n〉, 能级至少二重简并. 两个箭头表示 Θ̂ 把 |n〉 映为 Θ̂ |n〉, 反之亦然.

理).

设能量本征子空间 EE 在 Θ̂ 下不变. 由于 Θ̂ 反线性,它在该子空间中可表示为 Θ̂ = UEK̂,
平方为 Θ̂2 = UEU

∗
E. 若 Θ̂2 = +Î, 可以选适当正交归一基把 Θ̂ 化为纯复共轭 K̂, 这等价

于在子空间上选出一个” 实结构”: 满足 Θ̂ |ψ〉 = |ψ〉 的固定点构成一个实 Hilbert 空间,
整个复空间由它复化而来. 若 Θ̂2 = −Î, 则不存在非零固定矢也不存在本征矢, 空间自然
分解为 Kramers 对 |ea〉 , Θ̂ |ea〉, 因此其复维数必为偶数; 这种结构称为四元数型 (辛型)
实结构.

7.4 物理条件与例证

Kramers 简并成立的物理条件

• 时间反演不变: 无外磁场、无耗散、Hamilton 算符实 (在合适基下).
• 半整数总自旋: 单个自旋 1

2 粒子, 或由奇数个电子组成的系统.
• 外磁场 (B 6= 0) 破坏时间反演, 从而解除 Kramers 简并 (Zeeman 分裂).

注意 Kramers 简并不要求空间反演对称性, 也不要求完整的旋转对称性; 它只要求时
间反演不变性与 Θ̂2 = −Î. 磁场, 磁性有序或任何时间反演奇耦合都可能解除这类简
并. ” 把影片倒放” 只是经典图像; 在量子理论中, 时间反演还包含复共轭, 自旋翻转
以及外部控制参数的相应变换.

Eg. 1 自旋 1/2 粒子在无磁场势场中

一个自旋 1
2 粒子在任意实势场 V (x) 中 (无磁场), 其能量本征态 |n〉 = |ϕn〉 ⊗ |↑〉 若把

自旋完全忽略则可能非简并; 计入自旋后, Kramers定理保证 Θ̂ |n〉是与之正交的同能
量态. 例如各向异性谐振子 Ĥ = ∑

i
1
2mω

2
i x

2
i + p̂2

2m
的基态能级, 考虑自旋后是二重简

并的 (自旋向上与向下). 由于 Θ̂ |↑〉 = − |↓〉 等, 两个自旋方向构成一个 Kramers 对.
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Eg. 2 原子中的 Kramers 简并

无外磁场的原子 (自旋轨道耦合后总角动量为半整数 J , 如奇数个电子)的每个能级至
少有 2J + 1 重简并 (来自 mJ), 其中 mJ 与 −mJ 的态由时间反演联系; Kramers 定理
保证至少二重简并. 这是光谱学中” 奇数电子系统在外电场下仍保持 Kramers 简并、
在外磁场下才分裂” 的根源 (Kramers 在 1930 年由晶体场理论提出).

Eg. 3 凝聚态中的 Kramers 对

在时间反演不变的晶体中,自旋轨道耦合下每个 Bloch能带 (半整数自旋)的每个波矢
k 处的能级至少二重简并 (Kramers 简并). 时间反演不变的拓扑绝缘体表面存在受时
间反演保护的 Kramers 对 (自旋分辨的表面态), 其存在性正是 Kramers 定理的推论;
杂质散射不能把 Kramers 对中的两个态混合, 因而表面态受拓扑保护.

Eg. 4 Kramers 简并被磁场解除

设自旋 1
2 系统的时间反演不变 Hamilton算符 Ĥ0 有一个 Kramers双重态 {|+〉 , |−〉},

满足 Θ̂ |+〉 = − |−〉. 加上沿 z 方向的外磁场后, Zeeman 项 ĤZ = −gµB
2 σ̂zB 破坏时间

反演 (B̂ → −B̂ 时该项变号). 因 σ̂z |±〉 = ± |±〉,

Ĥ0 + ĤZ 对角化为

E0 − 1
2gµBB 0
0 E0 + 1

2gµBB

 ,

双重态分裂为两条能级, 间距 gµBB (Zeeman 分裂; 哪条在上取决于 gµB 的符号). 这
清楚地表明: Kramers 简并的保护者是时间反演, 只有磁场等破坏时间反演的作用才
能把它解除; 电 (偶极) 微扰与 Ĥ0 一起与 Θ̂ 对易, 永远不能劈开 Kramers 对.
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8
时间反演下的可观测量与动力学

8.1 偶算符与奇算符

Def. 1 偶算符与奇算符

称算符 Â 在时间反演下为偶的, 若 Θ̂ÂΘ̂−1 = +Â; 为奇的, 若 Θ̂ÂΘ̂−1 = −Â.

算符 时间反演下的行为 类型

x̂ (位置) +x̂ 偶

p̂ (动量) −p̂ 奇

L̂ (轨道角动量) −L̂ 奇

Ŝ (自旋) −Ŝ 奇

Ĵ (总角动量) −Ĵ 奇

σ (Pauli 矢量) −σ 奇

标量势 V (x̂) +V (x̂) 通常为偶

Ĥ (时间反演不变时) +Ĥ 偶

矢势 A −A 奇

B (磁场) −B 奇

E (电场) +E 偶

Table 1: 常见可观测量 (或参数) 在时间反演下的行为.

8.2 矩阵元与期望值的变换规则

Prop. 1 矩阵元与期望值的时间反演

对反幺正 Θ̂ 与任意算符 Â,〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Â∣∣∣Θ̂ψ〉
= 〈ϕ|Θ̂−1ÂΘ̂|ψ〉∗ . (8.1)

因而在时间反演不变的本征态 |n〉 (非简并) 中, 一切奇算符的期望值为零.

Pf 由内积性质(2.2),〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Â∣∣∣Θ̂ψ〉
=

〈
Θ̂ϕ

∣∣∣ÂΘ̂ψ〉
=

〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Θ̂(
Θ̂−1ÂΘ̂ψ

)〉
=

〈
Θ̂−1ÂΘ̂ψ

∣∣∣ϕ〉
= 〈ϕ|Θ̂−1ÂΘ̂|ψ〉∗ ,

即(8.1). 若 Â 奇且 Θ̂ |n〉 = eiϕ |n〉, 则 〈n|Â|n〉 = 〈n|−Â|n〉∗ = − 〈n|Â|n〉, 故为零.
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Rmk 特别地, 时间反演不变的非简并定态中 〈p̂〉 = 0 且概率流为零 (定理 2 的另一证
明); 对奇算符 L̂, Ŝ 亦同. 这就是” 时间反演不变的定态不能携带净电流或净角动量” 的
代数表述. 对 Θ̂2 = −Î 的半整数自旋单粒子态, 单个态不能成为 Θ̂ 的本征态, 此时必须
结合 Kramers 成对结构讨论.
Rmk 更一般地,矩阵元规则(8.1)给出偶/奇算符在时间反演共轭态之间的选择定则: 对
偶算符 Â (Θ̂ÂΘ̂−1 = Â), 〈

Θ̂ϕ
∣∣∣Â∣∣∣Θ̂ψ〉

= 〈ϕ|Â|ψ〉∗ ,

对奇算符则右端差一负号. 这约束了时间反演对称的态之间的跃迁振幅: 例如位置矩阵元
在时间反演共轭态之间保持模方不变, 而动量矩阵元变号. 与宇称选择定则并用时, 时间
反演给出更强的约束.

8.3 密度算符与细致平衡

密度算符的时间反演

对纯态投影算符, 时间反演给出 ρ̂ → Θ̂ρ̂Θ̂−1 =
(
Θ̂ |ψ〉

)(
Θ̂ |ψ〉

)†
, 仍是通常的正算符

且迹为一: 虽然 Θ̂ 反线性, 但夹心作用产生线性算符, 并保持 Hermitian 性, 正性
与迹. 对混合态, 时间反演把密度算符变为 ρ̂ → Θ̂ρ̂Θ̂−1; 时间反演不变的系统满足
ρ̂ = Θ̂ρ̂Θ̂−1. 由 von Neumann 方程, ρ̂(t) 的演化与 ρ̂(−t) 互为时间反演共轭, 这给出
细致平衡 (detailed balance): 微观可逆性使正过程与逆过程的跃迁概率相等,

Pi→f = Pf̄→ī,

其中 ī = Θ̂ |i〉, f̄ = Θ̂ |f〉 为时间反演态. 对时间反演不变系统 (|i〉 , |f〉 可取为实), 简
化为 Pi→f = Pf→i. 对时间反演不变的平衡态, ρ̂T = ρ̂, 因而任意时间反演奇可观测量
的平衡期望值为零, 除非时间反演对称性被外场或自发有序破坏.

8.4 散射与互易定理

Thm. 1 散射的时间反演不变性

设散射过程由 S 矩阵描述, 且系统时间反演不变. 则

Sβα = Sᾱβ̄, (8.2)

其中 ᾱ, β̄ 表示把入态与出态的时间、动量和自旋全部反演后的量子数. 对无自旋、无
磁场的势散射, 这给出互易定理 S(k′ → k) = S(k → k′) (散射幅对入射与出射方向互
换不变).

Pf 由 Θ̂ŜΘ̂−1 = Ŝ (S 矩阵与演化算符对易且时间反演不变) 与矩阵元规则(8.1) 直接得
到.
Rmk 互易定理是微观可逆性的宏观表现, 是输运理论中 Onsager 互易关系的量子力学
根源: 时间反演不变系统在磁场反向 (B → −B) 下保持输运系数之间的对称关系.
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Rmk 在相对论性量子场论中, 时间反演 T 是反幺正算符; 它与电荷共轭 C (粒子 ↔ 反
粒子, 幺正) 和空间反演 P (幺正) 合起来构成 CPT 变换. CPT 定理 (Lüders–Pauli) 断
言任何局域 Lorentz 不变的量子场论在 CPT 下不变, 这是反幺正对称性在现代物理中最
深刻的后果之一; 单独的时间反演 T 的破坏 (如弱相互作用中的 T 破坏) 由 CP 破坏与
CPT 定理联系.
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9
常见错误与规范写法

反幺正运算最易出错之处,是把线性算符的公式不加修改地照搬. 以下是六类典型错误与
规范写法.

9.1 错误一: 把反幺正算符当成线性算符

仅写 Θ̂†Θ̂ = Î 而不声明 Θ̂ 反线性是不充分的: 线性且满足该式的是幺正算符. 规范写法
是先声明 Θ̂

(
a |ψ〉 + b |ϕ〉

)
= a∗Θ̂ |ψ〉 + b∗Θ̂ |ϕ〉, 再给出

〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Θ̂ψ〉
= 〈ϕ|ψ〉∗.

9.2 错误二: 说"反幺正算符保持内积"

反幺正算符不逐字保持复内积, 而是满足
〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Θ̂ψ〉
= 〈ϕ|ψ〉∗. 它保持的是范数, 内积模,

夹角的绝对信息以及转移概率.

9.3 错误三: 把变换后的左矢写成普通右乘

对反线性 Θ̂, 应写 |ψ′〉 = Θ̂ |ψ〉, 〈ψ′| =
(
Θ̂ |ψ〉

)†
; 一般不把后者解释为普通的 〈ψ| Θ̂†. 伴

随应通过 〈ϕ|Θ̂|ψ〉 = 〈ψ|Θ̂†|ϕ〉 使用.

9.4 错误四: 把虚数单位当成与时间反演对易

由于 Θ̂ 反线性, Θ̂iΘ̂−1 = −i. 凡是含显式 i 的公式, 例如时间演化指数, 正则对易关系以
及某些响应系数, 都必须考虑这一符号变化.

9.5 错误五: 认为整体相位可以改变平方符号

反线性导致
(
eiαΘ̂

)2
= Θ̂2, 因此 Θ̂2 = ±Î 的符号不是相位约定.

9.6 错误六: 对反线性算符直接使用普通矩阵公式

若 Θ̂ = ÛK̂, 其坐标作用是 c⃗ 7→ Uc⃗∗ 而不是 Uc⃗; 基变换律是 U ′ = V †UV ∗, 不是普通相似
变换; 反线性伴随对应的是矩阵转置 CT 而不是 Hermitian 共轭.
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10
总结与判据

10.1 时间反演不变性的判定

如何判断系统是否时间反演不变

• 无外磁场, 势能 V (x) 为实函数, 无耗散项 (实的 Hamilton 算符): 时间反演不变.
• 存在外磁场 B 或与 B 耦合的项 (如 Zeeman 项 −µ · B, Lorentz 力): 时间反演
被破坏, 需同时反转 B 才恢复对称性, 即 Ĥ(B) = Ĥ(−B).

• 有耗散/非自治 (显含时间、复势): 时间反演不变性通常不成立.

10.2 平方符号与系统类型

系统 总自旋 j Θ̂2

无自旋粒子 (标量) 0 +1
整数自旋 (光子, 介子等) 整数 +1
自旋 1

2 (电子, 质子, 中子) 1
2 −1

半整数自旋 (费米子) 半整数 −1
奇数个电子构成的复合系统 半整数 −1

Table 2: 时间反演算符的平方 Θ̂2 = (−1)2j 由系统总自旋决定. 半整数自旋 (Θ̂2 = −1)
是 Kramers 定理成立的条件.

10.3 线性与反线性公式对照表

10.4 核心公式汇总

时间反演变换的主干公式

反线性: Ĉ
(
c1 |ψ1〉 + c2 |ψ2〉

)
= c∗

1Ĉ |ψ1〉 + c∗
2Ĉ |ψ2〉; 复合奇偶性: 同类为线性, 异类为

反线性. 反幺正:
〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Θ̂ψ〉
= 〈ϕ|ψ〉∗, Θ̂† = Θ̂−1. 标准分解: Θ̂ = ÛK̂, Θ̂2 = Û Û∗; 相

位不改变平方:
(
eiαΘ̂

)2
= Θ̂2. 反幺正共轭: Θ̂

(
aÂ+ bB̂

)
Θ̂−1 = a∗Θ̂ÂΘ̂−1 + b∗Θ̂B̂Θ̂−1,

保持乘法顺序与伴随. 时间反演: Θ̂iΘ̂−1 = −i, Θ̂x̂Θ̂−1 = x̂, Θ̂p̂Θ̂−1 = −p̂. 时间演化:
Θ̂Û(t)Θ̂−1 = Û(−t) = Û(t)−1. 角动量: Θ̂ |j,m〉 = (−1)j−m |j,−m〉, Θ̂2 = (−1)2j Î. 自
旋 1/2: Θ̂ = −iσ̂yK̂, Θ̂2 = −Î; Bloch 向量 r 7→ −r. Kramers 定理: ĤΘ̂ = Θ̂Ĥ 且

Θ̂2 = −Î ⇒ 每个能级至少二重简并.
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项目 线性算符 Â 反线性算符 Ĉ

标量作用 Â(a |ψ〉) = aÂ |ψ〉 Ĉ(a |ψ〉) = a∗Ĉ |ψ〉
与标量交换 Âa = aÂ Ĉa = a∗Ĉ

变换后左矢 (Â |ψ〉)† = 〈ψ| Â† (Ĉ |ψ〉)†, 一般不解释为 〈ψ| Ĉ†

伴随定义 〈ϕ|Â|ψ〉 = (Â† |ϕ〉)† |ψ〉 〈ϕ|Ĉ|ψ〉 = 〈ψ|Ĉ†|ϕ〉
数乘伴随 (aÂ)† = a∗Â† (aĈ)† = aĈ†

可逆时逆的类型 线性 反线性

数乘的逆 (aÂ)−1 = a−1Â−1 (aĈ)−1 = (a∗)−1Ĉ−1

坐标作用 c⃗ 7→ Ac⃗ c⃗ 7→ Cc⃗∗

坐标伴随 A 7→ A† C 7→ CT (保留右侧复共轭)
等距双射 幺正 Û 反幺正 Θ̂

内积变化 保持 〈ϕ|ψ〉 变为 〈ϕ|ψ〉∗

Table 3: 线性与反线性算符公式对照. 反线性理论不是给线性公式简单加一个星号, 而是
重新审视复标量, Riesz 对应与左右矢之间的关系.

10.5 主要结论汇总
时间反演变换在量子力学中的核心内容可概括如下:

1. 时间反演算符 Θ̂ 是反幺正算符 (由 CCR 与 Schrödinger 方程两条路线论证), 满足
Θ̂x̂Θ̂−1 = x̂, Θ̂p̂Θ̂−1 = −p̂, Θ̂iΘ̂−1 = −i.

2. Θ̂2 = (−1)2j: 整数自旋 +1, 半整数自旋 −1; 符号约定无关.
3. 时间反演不变 ([Θ̂, Ĥ] = 0) 的非简并定态可取实波函数, 且 〈p̂〉 = 0, 无净电流.
4. 半整数自旋时, Kramers 定理保证每个能级至少二重简并; 只有外磁场等破坏时间反
演的作用才能解除.

5. 时间反演给出细致平衡与散射互易定理, 是 Onsager 关系的量子力学基础.

时间反演思想的用途

• 判定简并的来源: 与 Θ̂ 对易的对称性带来的简并 (如 Kramers 简并) 不会被电
(偶极) 微扰劈开, 但会被磁微扰劈开.

• 选择定则: 奇算符 (动量、角动量、自旋)在时间反演不变的态间的矩阵元受约束.
• 输运与散射: 互易定理、细致平衡、Onsager 关系.
• 量子计算与凝聚态: 时间反演不变的受控量子门、拓扑绝缘体的 Kramers 对.

10.6 习题

10.6.1 习题 1:幺正与反幺正的乘法规律

证明: 两个反幺正算符的乘积是幺正算符; 一个幺正算符与一个反幺正算符的乘积 (任一
顺序) 是反幺正算符.
Pf 两个反线性映射复合后,标量被复共轭两次,因此结果线性;内积也被复共轭两次,完
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全保持, 故为幺正. 线性与反线性复合只发生一次复共轭, 结果反线性并保持内积的复共
轭, 故为反幺正.

10.6.2 习题 2:反幺正算符对 i的作用

证明 Θ̂iΘ̂−1 = −i.
Pf 对任意 |ψ〉, 令 |χ〉 = Θ̂−1 |ψ〉, 则 Θ̂iΘ̂−1 |ψ〉 = Θ̂

(
i |χ〉

)
= −iΘ̂ |χ〉 = −i |ψ〉.

10.6.3 习题 3:反幺正算符保持正交性

若 〈ϕ|ψ〉 = 0, 证明变换后的两态仍正交.

Pf 反幺正性给出
〈
Θ̂ϕ

∣∣∣Θ̂ψ〉
= 〈ϕ|ψ〉∗ = 0.

10.6.4 习题 4:时间反演与正则对易关系

说明为什么映射 x̂ 7→ x̂, p̂ 7→ −p̂ 若由线性幺正算符实现, 会与 [x̂, p̂] = iℏ 冲突; 并说明
反幺正性如何消除冲突.
Pf 线性幺正共轭给出 [x̂,−p̂] = −[x̂, p̂] = −iℏ, 但它又必须把右边保持为 iℏ, 矛盾. 反幺
正共轭同时把 i 变为 −i, 两边一致地变号.

10.6.5 习题 5:自旋 1/2的 Θ̂2

取 Θ̂ = −iσ̂yK̂, 验证 Θ̂2 = −Î.

Pf 由 K̂ÛK̂ = Û∗ 与 (−iσ̂y)∗ = −iσ̂y, Θ̂2 = (−iσ̂y)(−iσ̂y)∗ = (−i)2Î = −Î.

10.6.6 习题 6:二态 Kramers结论

设二维 Hilbert 空间上的 Hermitian 算符 Ĥ 满足 Θ̂ĤΘ̂−1 = Ĥ 且 Θ̂2 = −Î. 证明 Ĥ 是
恒等算符的实倍数.
Pf 写 Ĥ = h0Î + h · σ. 时间反演使 h · σ 7→ −h · σ, 不变性要求 h = 0.

37


	导言
	I 反线性与反幺正算符的数学理论
	反线性算符
	定义与基本性质
	与线性算符的复合
	复共轭算符与坐标形式
	逆与数乘的逆
	为什么反线性算符对左矢的作用必须重新定义
	伴随
	反线性本征值问题的特殊性

	反幺正算符
	定义与等价条件
	内积性质
	标准分解与伴随
	平方与整体相位
	幺正与反幺正乘积的分类
	反幺正共轭对算符代数的作用
	反幺正算符的"本征值"问题

	Wigner 定理与对称性的实现
	射线与跃迁概率
	Wigner 定理
	Wigner 定理的构造性证明
	连续对称性必幺正
	时间反演的相位自由度


	II 时间反演算符的物理
	经典时间反演与量子实现
	经典时间反演
	由正则对易关系推出反幺正
	由 Schrödinger 方程推出反幺正
	时间反演算符
	时间演化算符与传播子

	无自旋粒子的时间反演
	位置表象的作用
	时间反演不变性
	非简并定态与实波函数
	电磁耦合与磁场

	自旋与角动量
	轨道角动量
	自旋 1/2 的时间反演
	任意自旋的时间反演
	时间反演平方的符号
	二态系统: Bloch 球与 Pauli 分量


	III Kramers 简并与应用
	Kramers 简并
	定理陈述
	详细证明
	与整数自旋情形的对比及简并子空间的结构
	物理条件与例证

	时间反演下的可观测量与动力学
	偶算符与奇算符
	矩阵元与期望值的变换规则
	密度算符与细致平衡
	散射与互易定理

	常见错误与规范写法
	错误一: 把反幺正算符当成线性算符
	错误二: 说"反幺正算符保持内积"
	错误三: 把变换后的左矢写成普通右乘
	错误四: 把虚数单位当成与时间反演对易
	错误五: 认为整体相位可以改变平方符号
	错误六: 对反线性算符直接使用普通矩阵公式

	总结与判据
	时间反演不变性的判定
	平方符号与系统类型
	线性与反线性公式对照表
	核心公式汇总
	主要结论汇总
	习题



