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静电场

1 电磁场的基本方程

Maxwell 方程组 

∇ · D = ρ

∇ × E = −∂B

∂t

∇ · B = 0

∇ × H = j + ∂D

∂t

本构方程 

D = εE

B = µH

j = σE

边界条件

设 n 为介质 1 指向介质 2 的单位法向量

n · (D2 − D1) = σ

n · (B2 − B1) = 0

n × (E2 − E1) = 0

n × (H2 − H1) = α

2 静电场

静电场求解思路 
∇ · D = ρ

∇ × E = 0 =⇒ E = −∇φ

E(r) =
ˆ

ρ(x′)
4πε0r2 dV ′

φ(r) =
ˆ

ρ(x′)
4πε0r

dV ′
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静电场

• 对于具有对称性的电场
˛

D · dS = Q =⇒ D
D=εE====⇒ E

φ(r) =
ˆ ∞

r

E · dl =
ˆ R1

r

E1 · dl +
ˆ R2

R1

E2 · dl +
ˆ R3

R2

E3 · dl + · · ·

• 对于复杂问题, 一般需要求解 Poisson 方程

∇2φ = −ρ

ε

• 当 ρ = 0 时退化为 Laplace 方程
∇2φ = 0

分离变量法: 轴对称通解

在球坐标下且具有轴对称性时, Laplace 方程 ∇2φ = 0 通解的形式为

φ(r, θ) =
∑

n

(
anrn + bn

rn+1

)
Pn(cos θ)

根据边界条件求出 an, bn

分离变量法: 边界条件
• r → ∞ 

φ = φ0 − E0r cos θ 有外场

φ = 0 无外场

• r → 0, φ 有限

• r → R 的介质间分界面 
φ1|r=R = φ2|r=R

ε1
∂φ1

∂r

∣∣∣∣
r=R

= ε2
∂φ2

∂r

∣∣∣∣
r=R

• r → R 的导体表面 
φ = φs˛

σ dS = Q σ = n · (D2 − D1)
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静电场

镜像法

使用条件:


电荷数目有限

边界规则

镜像电荷的引入, 不能改变边界条件, 且镜像电荷不能在所求空间内. 镜像电荷的电荷量
不一定等于边界上的感应电荷量, 但其效应完全等价于感应电荷产生的效应, 如电场、电
势、作用力. 镜像电荷可以不止一个.

格林函数法

• 第一类边界条件 φ = C|S

φ(x) =
ˆ

V

ρ(x′)G(x′, x) dV ′ − ε0

˛
S

φ(x′)∂G(x′, x)
∂n′ dS ′

• 第二类边界条件 ∂φ

∂n

∣∣∣∣∣
S

= C

φ(x) =
ˆ

V

ρ(x′)G(x′, x) dV ′ + ε0

˛
S

G(x′, x)∂φ(x′)
∂n′ dS ′ + ⟨φ⟩S

• G(x, x′) 为 Green 函数, 满足

∇2G(x, x′) = − 1
ε0

δ(x − x′)

电多极展开

φ(x) = Q

4πε0r
+ p · r

4πε0r3 + 1
4πε0

1
6

D : ∇∇1
r

+ · · ·

• 总电荷
Q =

ˆ
V

ρ(x′) dV ′

• 电偶极矩
p =
ˆ

V

ρ(x′)x′ dV ′

• 电四极矩张量
D =

ˆ
V

3x′x′ρ(x′) dV ′

电偶极矩在外场中的能量

W = p · ∇φe = −p · Ee
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静磁场

电四极矩在外场中的能量

W = −1
6

D : ∇Ee

3 静磁场

静磁场基本方程 
∇ × H = J

∇ · B = 0

边值关系 
n × (H2 − H1) = α

n · (B2 − B1) = 0

对称磁场的求解思路

由 Ampère 环路定理 ˛
H · dl = I ⇒ H ⇒ B = µH

磁矢势

由 ∇ · B = 0 引入矢势

B = ∇ × A A = µ0

4π

ˆ
V

J(x′)
r

dV ′

磁标势

当 J = 0 且
˛

H · dl = 0 (单连通区域) 时, 可引入磁标势

H = −∇φm

∇2φm = −ρm

µ0
(ρm = −µ0∇ · M )

当 ρm = 0 时退化为 Laplace 方程
∇2φm = 0
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静磁场

通解

与电势一样, 在球坐标下且具有轴对称性, 有通解

φm(r, θ) =
∑

n

(
anrn + bn

rn+1

)
Pn(cos θ)

边界条件 
φm1

∣∣∣
S

= φm2

∣∣∣
S

µ1
∂φm1

∂n

∣∣∣∣
S

= µ2
∂φm2

∂n

∣∣∣∣
S

r → 0 φm 有限

r → ∞


φm = −H0r cos θ 有外场

φm = 0 无外场

矢势矢势 A 的多极展开

A(x) = µ0

4π

ˆ
V

J(x′)
r

dV ′

= µ0

4π

ˆ
V

J(x′)
( 1

R
− (x′ · ∇) 1

R
+ 1

2
(x′ · ∇)2 1

R
+ · · ·

)
dV ′

= µ0

4π
m × R

R3 + · · ·

磁矩

m = I

2

˛
(x′ × dl) (m = IS)

AB 效应

在量子力学框架下, 矢势 A 具有可测量的物理意义. 即使在磁场为零的区域, 矢势仍可影
响带电粒子的量子相位.

超导体

• 超导体的两大基本特性

1. 零电阻;

2. 完全抗磁性: Meissner 效应.

• 临界磁场, 临界电流, 磁通量子化.
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电磁场与物质相互作用

• 临界磁场与温度的关系

Hc(T ) = Hc(0)
[
1 −

(
T

Tc

)2]
(T ≤ Tc)

London 方程

London 第一方程
∂Js

∂t
= αE α = nse

2

m

London 第二方程
∇ × Js = −αB

4 电磁场与物质相互作用

极化强度

pi = ql 为单个分子的电偶极矩.
P =

∑
pi

∆V

对各向同性均匀介质

P = χeε0E

极化电荷体密度

ρp = −∇ · P Qp = −
˛

P · dS

极化面电荷密度

σp = −n · (P2 − P1)

介质中的 Gauss 定理
˛

D · dS =
ˆ

ρ dV ∇ · D = ρ

电位移矢量

D = ε0E + P

对各向同性均匀介质

D = ε0E + P = ε0E + χeε0E = ε0(1 + χe)E = ε0εrE = εE
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电磁场与物质相互作用

εr = 1 + χe 相对介电常数, ε = ε0εr 介电常数.

极化电流

对交变电场, 极化电流密度
jp = ∂P

∂t

磁化强度

mi = ia 为单个分子的磁矩

M =
∑

mi

∆V

对各向同性均匀介质

M = χmH

磁化电流密度

jm = ∇ × M

磁化面电流密度

αm = n × (M2 − M1)

介质中的 Ampère 环路定理
˛

H · dl =
ˆ

J · dS +
ˆ

∂D

∂t
· dS

∇ × H = J + ∂D

∂t

磁场强度

H = B

µ0
− M = B

µ

Coulomb 相互作用

F = q1q2

4πε0

r

r3

场对电荷的相互作用: Lorentz 力 (密度)

F = qE + qv × B

f = ρE + J × B
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电磁场的能量和动量

5 电磁场的能量和动量

能量密度

w = 1
2

(E · D + H · B)
w = 1

2
εE2 + 1

2
B2

µ
均匀介质

w = 1
2

ε0E
2 + 1

2
B2

µ0
真空

能流密度 (Poynting 矢量)

S = E × H

⟨S⟩ = 1
2

Re{E∗ × H}

损耗功率

⟨P ⟩ = 1
2

Re{J∗ · E}

动量密度与动量流密度

g = D × B

T = −(DE + BH) + 1
2

I (E · D + B · H)

能量守恒

∂w

∂t
+ f · v = −∇ · S

动量守恒

f + ∂

∂t
g = −∇ · T

电荷守恒

∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0
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电磁波的传播

6 电磁波的传播

时谐电磁波

E(x, t) = E(x)e−iωt B(x, t) = B(x)e−iωt

Helmholtz 方程

∇ × E = −∂B

∂t

∇ × H = ∂D

∂t

∇ · D = 0

∇ · B = 0

∂t→−iω=====⇒
k=ω

√
µε


∇2E + k2E = 0 (∇ · E = 0)

∇2B + k2B = 0 (∇ · B = 0)

• 求 E 
∇2E + k2E = 0 (∇ · E = 0)

B = − i
ω

∇ × E

• 求 B 
∇2B + k2B = 0 (∇ · B = 0)

E = i
ωµε

∇ × B

平面电磁波

E(x, t) = E0ei(k·x−ωt) B(x, t) = B0ei(k·x−ωt)

1. 平面电磁波是 TEM 波, k ⊥ E, k ⊥ B;

2. E ⊥ B, k ∥ E × B, 三者满足右手螺旋关系;

3. E 与 B 同相位, 振幅比为相速度 v;

4. 电磁波传播速度 v = 1/
√

µε.

相速度与群速度

vp = ω

k
vg = dω

dk
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电磁波的传播

圆偏振 
E = E0ei(kz−ωt)(ex − iey) 右旋

E = E0ei(kz−ωt)(ex + iey) 左旋

反射和折射定律

θ = θ′ n1 sin θ = n2 sin θ′′

Fresnel 公式 
E ′

⊥
E⊥

= −sin(θ − θ′′)
sin(θ + θ′′)

E ′′
⊥

E⊥
= 2 cos θ sin θ′′

sin(θ + θ′′)
E ′

∥

E∥
= tan(θ − θ′′)

tan(θ + θ′′)
E ′′

∥

E∥
= 2 cos θ sin θ′′

sin(θ + θ′′) cos(θ − θ′′)


反射系数与透射系数

R =
∣∣∣∣∣E ′

E

∣∣∣∣∣
2

T = 1 − R

Brewster 角

θB + θ′′
B = 90◦ =⇒

E ′′
∥

E∥
= 0

tan θB = n2

n1

全反射

sin θ > sin θc = n2

n1

k′′
z = i k

√
sin2 θ − (n2/n1)2︸ ︷︷ ︸

=κ

, k′′
x = kx = k sin θ, E′′ = E′′

0 e−κzei(k′′
xx−ωt).

κ−1 = λ1

2π
√

sin2 θ − (n2/n1)2
= λ

2πn1

√
sin2 θ − (n2/n1)2

vp = c

n1 sin θ

11



电磁波的传播

良导体条件

ρ(t) = ρ0e− σ
ε

t

ω ≪ τ−1 = σ

ε
=⇒ σ

εω
≫ 1

复介电常量与复波矢

ε′ = ε + iσ
ω

k = ω
√

µε′ k = β + iα

趋肤深度

δ = 1
α

≈
√

2
ωµσ

理想导体壁边界条件 
n × E = 0
∂En

∂n
= 0

矩形谐振腔 
Ex = A1 cos kxx sin kyy sin kzz

Ey = A2 sin kxx cos kyy sin kzz

Ez = A3 sin kxx sin kyy cos kzz

kx = mπ

L1
, ky = nπ

L2
, kz = pπ

L3
(m, n, p = 0, 1, 2, 3, . . . )

由 ∇ · E = 0 得
kxA1 + kyA2 + kzA3 = 0

一组 (m, n, p) 对应两种独立的电磁波模式.

谐振频率 (本征频率)

ωmnp = π
√

µε

√(
m

L1

)2
+
(

n

L2

)2
+
(

p

L3

)2
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电磁波的传播

矩形波导 
Ex = A1 cos kxx sin kyy ei(kzz−ωt)

Ey = A2 sin kxx cos kyy ei(kzz−ωt)

Ez = A3 sin kxx sin kyy ei(kzz−ωt)

kx = mπ

a
, ky = nπ

b
(m, n = 0, 1, 2, 3, . . . )

由 ∇ · E = 0 得
kxA1 + kyA2 − ikzA3 = 0

一组 (m, n) 对应两种独立模式.
磁场模式:

∇ × E = −∂B

∂t
= iωµH

波导中只能传播 TE 模或 TM 模 (不能传播 TEM 模).

截止频率与截止波长

ωcut = π
√

µε

√(
m

a

)2
+
(

n

b

)2

λcut = 2ab√
(mb)2 + (na)2

等离子体

Debye 屏蔽 Coulomb 势

φ(r) = q

4πε0r
e−r/λD λD =

√
ε0kT

ne2

等离子体的振荡频率

ωp =
√

ne2

mε0

等离子体中电磁波的传播
∂j

∂t
= ne2

m
E

j(ω) = σ(ω)E(ω) σ(ω) = ine2

mω

ω > ωp 时电磁波才能在等离子体中传播, 故 ωp 即为截止频率.
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电磁波辐射

7 电磁波辐射

电磁场的矢势和标势

B = ∇ × A E = −∂A

∂t
− ∇φ

常用的规范条件

1. Coulomb 规范
∇ · A = 0

2. Lorenz 规范
∇ · A + 1

c2
∂φ

∂t
= 0

d’Alembert 方程
∇2A − 1

c2
∂2A

∂t2 = −µ0J

∇2φ − 1
c2

∂2φ

∂t2 = − ρ

ε0

(
∇ · A + 1

c2
∂φ

∂t
= 0

)

推迟势

A(x, t) = µ0

4π

ˆ
V

J(x′, t − r/c)
r

dV ′

φ(x, t) = 1
4πε0

ˆ
V

ρ(x′, t − r/c)
r

dV ′

小区域辐射

条件: l ≪ λ, l ≪ r.


近区 (静态区): r ≪ λ, kr ≪ 1

感应区 (过渡区): r ∼ λ, kr ∼ 1

远区 (辐射区): r ≫ λ, kr ≫ 1

远区辐射

A(x) = µ0eikR

4πR

ˆ
V

J(x′)
[
1 − ik n · x′ + 1

2!
(ik n · x′)2 + · · ·

]
dV ′

= A(1)(x) + A(2)(x) + · · ·
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电磁波辐射

电偶极辐射

A(1)(x) = µ0eikR

4πR

ˆ
V

J(x′) dV ′ = µ0eikR

4πR
ṗ

B = ∇ × A = eikR

4πε0c3R
p̈ × er = 1

4πε0c3R
eikR|p̈| sin θ eφ

E = cB × er = eikR

4πε0c2R
(p̈ × er) × er = 1

4πε0c2R
eikR|p̈| sin θ eθ

电偶极辐射平均能流密度

S = |p̈|2

32π2ε0c3R2 sin2 θ er

电偶极辐射全空间平均辐射总功率

P = 1
4πε0

|p̈|2

3c3

短天线的辐射电阻

Rr = π
6

√
µ0

ε0

(
l

λ

)2

= 197
(

l

λ

)2

Ω

半波天线电流分布

I(z) =


I0 sin k

(
l

2
− z

)
0 ≤ z ≤ l

2

I0 sin k

(
l

2
+ z

)
− l

2
≤ z < 0

半波天线的矢势与辐射场

Az(x) = µ0I0eikR

2πkR

cos
(
π

2
cos θ

)
sin2 θ

B = ∇ × A = −iµ0I0eikR

2πR

cos
(
π

2
cos θ

)
sin θ

eφ

E = cB × er = −iµ0cI0eikR

2πR

cos
(
π

2
cos θ

)
sin θ

eθ

半波天线平均能流密度

S = 1
2

Re(E × H∗) = µ0cI2
0

8π2R2

cos2
(
π

2
cos θ

)
sin2 θ

er
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狭义相对论

半波天线辐射总功率

P = 2.44 µ0cI2
0

8π
= 1

2
I2

0 Rr

半波天线辐射电阻

Rr = 2.44 µ0c

4π
= 73.2 Ω

8 狭义相对论

基本原理

1. 相对性原理:所有惯性参考系中物理定律的形式相同.

2. 光速不变原理:真空中的光速在任何惯性系中均为恒定值 c, 与光源运动无关.

Lorentz 变换

设 Σ ′ 系沿 Σ 系的 x 轴以速度 v 运动

x′ = x − vt√
1 − (v/c)2

y′ = y

z′ = z

t′ = t − xv/c2√
1 − (v/c)2

定义 x4 = ict，构成复四维空间. 令 γ = 1/
√

1 − β2, β = v/c


x′

1

x′
2

x′
3

x′
4

 =


γ 0 0 iβγ

0 1 0 0
0 0 1 0

−iβγ 0 0 γ




x1

x2

x3

x4



速度变换

u′
x = ux − v

1 − v

c2 ux

u′
y = uy

γ
(

1 − vux

c2

) u′
z = uz

γ
(

1 − vux

c2

)
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狭义相对论

运动尺度的缩短

l =
√

1 − (v/c)2 l0 = l0/γ

运动时钟的延缓

∆t = ∆τ√
1 − (v/c)2

= γ∆τ

四维速度矢量

Uµ = dxµ

dτ
= γu(u, ic)

四维波矢量

kµ =
(

k, iω
c

)
相位 φ = kµxµ = k′

νx′
ν 为 Lorentz 不变量.

四维波矢量变换 

k′
x = γ

(
kx − v

c2 ω
)

k′
y = ky

k′
z = kz

ω′ = γ(ω − vkx)

横向 Doppler 效应

取 ω′ = ω0

ω = ω0

γ
(

1 − v

c
cos θ

)

取 θ = π
2

ω = ω0

γ

四维电流密度矢量

Jµ = γu(ρ0u, icρ0) = (J , icρ)

17



狭义相对论

四维势矢量

Aµ =
(

A,
i
c
φ
)

(A′
µ = aµνAν)

电磁场张量

Fµν = ∂Aν

∂xµ

− ∂Aµ

∂xν

Fµν =


0 Bz −By −iEx/c

−Bz 0 Bx −iEy/c

By −Bx 0 −iEz/c

iEx/c iEy/c iEz/c 0



相对论电磁场变换公式

E ′
x = Ex E ′

y = γ(Ey − vBz) E ′
z = γ(Ez + vBy)

B′
x = Bx B′

y = γ
(

By + v

c2 Ez

)
B′

z = γ
(

Bz − v

c2 Ey

)

四维动量

pµ = mUµ

pi = γmvi (i = 1, 2, 3) p4 = icγm = i
c

mc2√
1 − v2/c2

物体总能量

W = mc2√
1 − v2/c2

动能

T = mc2√
1 − v2/c2

− mc2

相对论力学方程

Kµ = dpµ

dτ
Kµ =

(
K,

i
c
K · v

)
可分解为

K = dp

dτ
K · v = dW

dτ

18



狭义相对论

改为对 t 的微分 √
1 − v2

c2 K = dp

dt

√
1 − v2

c2 K · v = dW

dt

定义力 F =
√

1 − v2

c2 K, 则相对论力学方程化为


F = dp

dt

F · v = dW

dt
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