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系综理论

1 系综理论

1.1 状态空间

1.1.1 多粒子系统的状态空间

Def. 1 多粒子系统的相空间

设一个多粒子系统含 N 个 f 自由度的粒子, 其位形空间 (configuration space) 为 Q, 则其
相空间 (phase space) 为位形空间的余切丛 (cotangent bundle)

Γ := T∗Q (1.1)

维数 dimQ = fN , dimΓ = 2fN .
Rmk 统计力学只考虑 Γ 的局部坐标表示,而不涉及其作为辛流形 (symplectic manifold)
的整体几何结构.

Def. 2 多粒子系统的状态空间

系统的每一个可能的微观状态, 都可由相空间中的一个点描述, 称为代表点, 记作

ξ := (q, p) = (q1, · · · , qfN ; p1, · · · , pfN) (1.2)

从而多粒子系统的相空间即为其状态空间 (state space).

1.1.2 宏观系统的微观态空间

Prop. 1 开放系统的微观态空间

开放系统的瞬时微观态总有一个确定的粒子数 N , 从而

Γopen =
⊔

N∈N
ΓN (1.3)

Prop. 2 封闭系统的微观态空间

设封闭系统的粒子数固定为 N0, 则

Γclosed = ΓN0 (1.4)
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Prop. 3 孤立系统的微观态空间

孤立系统的能量守恒, 若固定为 E(ξ) ≡ E0, 则其微观态只分布于 ΓN0 中的一张超曲面

ΣE0 = {ξ ∈ ΓN0 | E(ξ) = E0} (1.5)

上. 若除了粒子数与总能量外, 无额外固定约束, 则 Γiso = ΣE0 .
Rmk 若由于某种原因, 系统的能量存在一个不确定度 ∆, 即

E0 − ∆

2
≤ E(ξ) ≤ E0 + ∆

2
(1.6)

则微观态位于一张厚度为 ∆ 的超曲面上.

1.1.3 微观态的计数

Def. 3 微观态空间的体积元

一个 f 自由度的单粒子微观态空间的体积元

dΓ1 = dfq dfp = d2fξ (1.7)

N 个 f 自由度的单粒子微观态空间的体积元

dΓN = dfNq dfNp = d2fNξ (1.8)

开放系统微观态空间没有固定维数, 从而无法定义体积元, 但可以定义积分
ˆ

dΓopen =
∑

N∈N

ˆ
dΓN (1.9)

封闭系统微观态空间的积分为

ˆ
dΓN0 =

∑
N∈N

δNN0

ˆ
dΓN =

ˆ
dΓN0 (1.10)

孤立系统微观态空间的积分为

ˆ
dΓiso =

∑
n∈N

δNN0

ˆ
δ(E(ξ) − E0) dΓN =

ˆ
δ(E(ξ) − E0) dΓN0 (1.11)

可将宏观系统微观态空间的积分测度统一定义为相体积元, 记作 dΓ .
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Prop. 4 微观状态数的估算

给定 2fN 维 Γ 空间中的相体积元 dΓN . 若系统中的 N 个粒子两两不同, 则其中所包含的
微观状态数为

dΩN = dΓN

hfN
0

(1.12)

其中 h0 具有作用量的量纲, 使得 dΩN 无量纲化, 其取值无法由经典统计力学确定. 若系
统中的粒子全同, 则

dΩN = dΓN

hfNN !
(1.13)

若粒子可划分为 k 种, 设第 ν 种粒子的粒子数为 Nν , 则

dΩN = dΓN

k∏
ν=1

hfNν
0 Nν !

(1.14)

1.2 宏观系统的统计描述

1.2.1 概率密度与各态遍历假设

Prop. 5 相函数的平均值

称定义在相空间上的函数 F : Γ → R 为相函数 (phase function). 已知概率密度 ρN(ξ), 则
可求出相函数 F 的统计平均值

⟨F ⟩ρ =
ˆ

dΓ F (N, ξ)ρN(ξ) (1.15)

还可定义相函数 F 的时间平均值

⟨F ⟩t = lim
t→∞

1
t

ˆ t

0
F (N(τ), ξ(τ)) dτ (1.16)

Post. 1 各态遍历假设

对于处于平衡态的宏观系统, 任一相函数 F 有

⟨F ⟩ρ = ⟨F ⟩t (1.17)
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1.2.2 封闭系统的概率密度

Prop. 6 概率流守恒方程

在封闭系统中, 考虑时间演化, 则概率密度可能显含时间 ρ = ρ(ξ(t), t). 定义概率流密度

J(ξ, t) = ρ(ξ, t)ξ̇(ξ, t) (1.18)

有概率流守恒方程
∂ρ

∂t
+ ∇ξ · (ρξ̇) = 0 (1.19)

Prop. 7 概率密度的时间演化方程

d
dt
ρ(ξ(t), t) = −ρ∇ξ · ξ̇(t) (1.20)

Pf ∂ρ

∂t
= −∇ξ · (ρξ̇) = −(∇ξρ) · ξ̇ − ρ∇ξ · ξ̇. dρ

dt
= ∂ρ

∂t
+ (∇ξρ) · ξ̇ = −ρ∇ξ · ξ̇.

1.2.3 孤立系统的概率密度

Prop. 8 Liouville 方程

描述孤立系统微观态的相空间坐标满足 Hamilton 正则方程, 从而有

dρ
dt

= ∂ρ

∂t
= [ρ,H]PB = 0 (1.21)

Pf

Prop. 9

ρN(ξ) = 1
hfNN !

e−ζ−αN−βE(ξ) (1.22)

Def. 4 态密度

• 态累计函数 Σ = Σ(E) 为所有能量不大于 E 的微观态的总数.

• 区间态数 Ω(E, δE) 为

Ω(E, δE) = Σ
(
E + 1

2
δE
)

−Σ
(
E − 1

2
δE
)

≈ ∂Σ

∂E
δE (1.23)

• 态密度为
g(E) = ∂Σ

∂E
(1.24)
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Prop. 10

设孤立系统的能量曲面厚度为 ∆, 则其平衡态所含微观状态数为

Ω(E,∆) = g(E)∆ (1.25)

1.3 统计系综

1.3.1 系综的基本概念

Def. 5 微观态空间的概率密度

设系统处于微观态 {N, (q, p)} = {N, ξ} 附近的一个相体积元 dΓ 内的概率为 dW , 即

dW = ρN(ξ) dΓ (1.26)

称 ρN(ξ) 为系统微观态空间在 ΓN 中 ξ 处的概率密度, 或称为微观态的分布函数. 满足归
一化条件 ˆ

dΓ ρN(ξ) = 1 (1.27)

Def. 6 微观状态计数测度的概率密度

dW = ρN(ξ) dΩN (1.28)

1.3.2 熵

Def. 7 Boltzmann 熵

系统的熵 S 由 Boltzmann 关系定义为

S(E, V,N) := kB lnΩ(E, V,N) (1.29)

称为 Boltzmann 熵.

Def. 8 温度, 压强, 化学势

对熵作全微分 dS =
(
∂S

∂E

)
V,N

dE +
(
∂S

∂V

)
E,N

dV +
(
∂S

∂N

)
E,V

dN , 可由熵的偏导数定义

温度, 压强, 化学势:

1
T

:=
(
∂S

∂E

)
V,N

p

T
:=
(
∂S

∂V

)
E,N

− µ

T
:=
(
∂S

∂N

)
E,V

(1.30)
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1.3.3 微正则系综

Def. 9 微正则系综

对于处于平衡态的孤立系统,固定能量为 E,体积为 V ,粒子数为N ,由其微观态空间,即能
量曲面 ΣE 上的概率分布所确定的统计系综, 称为微正则系综 (microcanonical ensemble).

Post. 2 等概率原理

对于处于平衡态的孤立系统, 在给定宏观约束下, 一切可及微观态等概率.

ps = 1
Ω

(s = 1, · · · , Ω) (1.31)

Thm. 1 微正则系综的概率分布

在等概率原理下, 其微正则系综的概率分布为

ρ(ξ) = Cδ(H(ξ) − E) (1.32)

其中 C 为归一化系数.
C = 1ˆ

dΩ δ(H(ξ) − E)
(1.33)

1.3.4 正则系综

Def. 10 正则系综

考虑一个固定温度为 T , 体积为 V , 粒子数为 N 的系统, 其微观态空间上的概率分布称为
正则分布 (canonical distribution). 由正则分布所确定的统计系统, 称为正则系综 (canoni-
cal ensemble).

Thm. 2 正则分布

满足正则分布的系统处于某一个微观态的概率, 仅取决于该状态的能量 E, 且正比于
Boltzmann 因子 e−βE, 其中 β = 1

kBT
. 概率的归一化因子记作 Z, 称为配分函数 (par-

tition function, Zustandssumme). 从而可将概率形式化地记作 1
Z

e−βE.

• 若系统的微观态可由离散指标 s 标记, 则系统处于态 s 的概率为

ps = 1
Z

e−βEs (1.34)

Z(T, V ) =
∑

s

e−βEs (1.35)

• 若系统的微观态可由连续相空间中的代表点描述, 则系统处于态 ξ 的代表点附近的
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概率密度为

ρ(ξ) = 1
Z

e−βE(ξ) (1.36)

Z(T, V ) =
ˆ

dΩ e−βE(ξ) (1.37)

Pf 令系统与一个温度为 T 的大热库接触, 系统与热库构成一个孤立系统. 设孤立系统
的总能量为 E0, 系统所处态 s 的能量为 Es, 忽略相互作用能, 则热库的能量为 E0 − Es.

在等概率原理下, ps = Ω(E0 − Es)/Ωtotal ≈ eln Ω(E0−Es). 由于 Es ≪ E0, 可在 E = E0 附

近作级数展开

lnΩ(E0 − Es) = lnΩ(E0) −
(
∂ lnΩ
∂E

)
E=E0

Es +O(E2
s )

(
∂ lnΩ
∂E

)
E=E0

= 1
kB

(
∂S

∂E

)
V =V0,N=N0

= 1
kBT

=: β

从而 ps ∝ e−βEs . 设 ps = 1
Z

e−βEs , 其中 Z 为归一化系数, 则
∑

s

ps = 1
Z

∑
s

e−βEs = 1, 从而可

得 Z.
推广至连续相空间, 则可得到概率密度形式.

Prop. 11 内能的热力学公式

U = − ∂

∂β
lnZ (1.38)

Pf − ∂

∂β
lnZ = − 1

Z

∂

∂β

∑
s

e−βEs = 1
Z

∑
s

Ese−βEs =
∑

s

psEs = ⟨E⟩ = U .

Prop. 12 压强的热力学公式

p = 1
β

∂

∂V
lnZ (1.39)

Pf 对于一般广义力 X 与广义位移 x, 有

X = 1
Z

∑
s

∂Es

∂x
e−βEs = − 1

βZ

∂

∂x

∑
s

e−βEs = − 1
β

∂

∂x
lnZ

取 x = V , X = −p 可得压强的热力学公式.

Prop. 13 熵的热力学公式

S = kB

(
lnZ − β

∂ lnZ
∂β

)
(1.40)

Pf d lnZ(β, x) = ∂ lnZ
∂β

dβ + ∂ lnZ
∂x

dx = −U dβ − βX dx, −βX dx = d lnZ + U dβ.

9



系综理论

=⇒ dS = 1
T

(dU −X dx) = kB(β dU − βX dx) = kB d(lnZ + βU).

=⇒ S = kB(lnZ + βU) = kB

(
lnZ − β

∂ lnZ
∂β

)

Prop. 14 Helmholtz 自由能的热力学公式

F = −kBT lnZ (1.41)

1.3.5 巨正则系综

Thm. 3 巨正则分布

满足巨正则分布的系统处于某一个微观态的概率, 仅取决于粒子数 N 与能量 EN , 且正比
于 Gibbs 因子 e−βE−αN , 其中 α = − µ

kBT
. 概率的归一化因子记作 Ξ, 称为巨配分函数

(grand partition function). 从而可将概率形式化地记作 1
Ξ

e−βE−αN .

• 系统粒子数为 N 时, 处于态 s 的概率为

pN,s = 1
Ξ

e−βEN,s−αN (1.42)

Ξ(T, V, µ) =
∑
N,s

e−βEN,s−αN (1.43)

• 系统处于连续相空间中态 ξ 的代表点附近的概率密度为

ρN(ξ) = 1
Ξ

e−βEN (ξ)−αN (1.44)

Ξ(T, V, µ) =
∑
N

ˆ
dΩ e−βEN (ξ)−αN (1.45)

• 若系统存在 k 种不同的化学组分, 且不发生化学反映, 则

ρN1,···,Nk
(ξ) = 1

Ξ
e

−βE{Ni}(ξ)−
k∑

i=1
αiNi

(1.46)

Ξ(T, V ;µ1, · · · , µk) =
∑
{Ni}

ˆ
dΩ e

−βE{Ni}(ξ)−
k∑

i=1
αiNi

(1.47)

Prop. 15 粒子数的热力学公式

⟨N⟩ = − ∂

∂α
lnΞ (1.48)
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理想气体

Prop. 16 内能的热力学公式

U = − ∂

∂β
lnΞ (1.49)

Prop. 17 压强的热力学公式

p = − 1
β

∂

∂V
lnΞ (1.50)

Prop. 18 熵的热力学公式

S = kB

(
lnΞ − α

∂ lnΞ
∂α

− β
∂ lnΞ
∂β

)
(1.51)

Prop. 19 巨势的热力学公式

J = −kBT lnΞ (1.52)

2 理想气体

2.1 近独立子系的统计分布

2.1.1 近独立子系的基本概念

Def. 1 近独立子系

设一个系统可以分为若干个子系统, 若这些子系统除了瞬间的能量交换外无相互作用, 则
称为近独立子系 (nearly independent subsystems).

Def. 2 理想气体

由大量近独立粒子构成的系统, 称为理想气体 (ideal gas). 理想气体忽略粒子间相互作用,
只保留瞬间碰撞导致的能量交换以实现平衡, 其自由时间远大于碰撞时间.

Prop. 1 能量可加性

由近独立子系构成的系统的总能量 E 具有可加性, 即

E =
∑

i

εi (2.1)

其中 εi 为第 i 个子系统的能量.
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理想气体

2.1.2 全同粒子

Def. 3 全同粒子

同种粒子具有完全相同的内禀属性 (质量,自旋,电荷,味 · · · )的粒子,称为全同粒子 (iden-
tical particle).

Post. 1 全同粒子与对称化公设

全同粒子不可区分, 从而交换任意两个全同粒子的全部状态变量, 不改变系统的量子态, 即

P̂ij |ψ⟩ = eiα |ψ⟩ (2.2)

由于 P̂ 2
ij = idH , P̂−1

ij = P̂ij, 因此本征值为 ±1, P̂ij |ψ⟩ = ± |ψ⟩.

• 称本征值为 1 的本征态为对称态 (symmetric state).

• 称本征值为 −1 的本征态为反对称态 (antisymmetric state).

Def. 4 Bose 子, Fermi 子

设一个由全同粒子构成的多粒子量子系统的波函数为 ψ(ξ1, · · · , ξN) = ⟨ξ1, · · · , ξN |ψ⟩, 其中
ξi 代表第 i 个粒子的全部自由度, 交换第 i 与第 j 个粒子, 若波函数满足

ψ(ξ1, · · · , ξi, · · · , ξj, · · · , ξN) = ψ(ξ1, · · · , ξj, · · · , ξi, · · · , ξN) (2.3)

则称该全同粒子为 Bose 子. 若满足

ψ(ξ1, · · · , ξi, · · · , ξj, · · · , ξN) = −ψ(ξ1, · · · , ξj, · · · , ξi, · · · , ξN) (2.4)

则称该全同粒子为 Fermi 子.

Post. 2 Pauli 不相容原理

任意两个全同 Fermi 子不可能占据相同量子态.

Pf 采用反证法: 假设 ξ1 = ξ2 = ξ, 则 ψ(ξ1, ξ2) = ψ(ξ, ξ) = −ψ(ξ,2 , ξ1) = −ψ(ξ, ξ), 由此
可得 ψ(ξ, ξ) = 0, 波函数不存在, 从而必定有 ξ1 ̸= ξ2.

Thm. 1 自旋-统计定理

粒子的自旋 s 决定了全同粒子系统的交换对称性, 满足

P̂ij |ψ⟩ = (−1)2s |ψ⟩ (2.5)

• 当 s = 0, 1, 2, · · · 等整数时, 粒子是 Bose 子.
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理想气体

• 当 s = 1
2
,
3
2
,
5
2
, · · · 等半整数时, 粒子是 Fermi 子.

Def. 5 定域性

• 若粒子的波函数不重叠, 或可忽略, 则可以其位置来分辨不同的粒子, 称由这种粒子
构成的系统为定域系 (localized system).

• 若粒子的波函数发生显著空间重叠, 则不可由位置追踪粒子, 称由这种粒子构成的系
统为非定域系 (non-localized system)

Prop. 2 定域系与非定域系态的描述

若粒子定域可分辨, 整个系统的态 S 可由每个粒子的单粒子态 si 所唯一确定, 记作 S =
(s1, · · · , sN). 若粒子非定域不可分辨, 则可由每个可及单粒子态 s 上的粒子数 {as} 描述,
称 as 为态 s 的占据数 (occupation number).

2.1.3 Maxwell-Boltzmann 分布

Thm. 2 Maxwell-Boltzmann 分布

对于由定域近独立粒子构成的系统, 每个子系为系统中的一个粒子. 系统的正则配分函数
Z 完全由子系的正则配分函数 z 给出

Z = zN z =
∑

s

e−βεs (2.6)

某个粒子处于单粒子态 s 的概率为

ps = 1
z

e−βεs (2.7)

从而单粒子态 r 的平均占据数为

⟨fr⟩ = e−α−βεr (2.8)

其中 e−α = N

z
. 由此可得, 一个给定单粒子态 s 上的平均占据数只与态的能量 εs 有关.

Pf 利用近独立子系的能级可加性 E =
∑

s

εs,

Z =
∑
S

e
−β
∑

s

εs

=
∑

s1,···,sN

N∏
i=1

e−βεsi =
N∏

i=1

(∑
si

e−βεsi

)
=
(∑

s

e−βεs

)N

=: zN

⟨fs⟩ = Nps = N

z
e−βεs = e−α−βεs
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Prop. 3 能级简并情况下的 MB 分布

⟨al⟩ = ϖl

eα+βεl
(2.9)

Prop. 4

若粒子是经典全同的,
Z = 1

N !
zN (2.10)

2.1.4 Bose-Einstein 分布与 Fermi-Dirac 分布

Thm. 3 Bose-Einstein 分布

由全同 Bose 子构成的系统的巨配分函数为

Ξ =
∏
s

1
1 − e−α−βεs

(2.11)

系统的巨配分函数的对数 lnΞ 由单粒子态 s 的巨配分函数的对数 ζs 给出

lnΞ =
∑

s

ζs ζs = − ln
(
1 − e−α−βεs

)
(2.12)

从而单粒子态 s 的平均占据数为

⟨fs⟩ = −∂ζs

∂α
= 1

eα+βεs − 1
(2.13)

Pf 由于全同粒子不可分辨,无法确定每个粒子的单粒子态,只能得到处于每个单粒子态
s 上的占据数 as. 设 S 表示所有可及单粒子量子态的指标集合, 从而 {as}s∈S 给出了系统粒子

数按照单粒子态的一个分布, 满足
∑

s

as = N ,
∑

s

εsas = E.

Ξ =
∑
S,N

e−βES,N −αN =
∑

{as}s∈S

e
−β
∑

s

εsas−α
∑

s

as

=
∑

{as}s∈S

∏
s

e−βεsas−αas =
∏
s

∞∑
as=0

e−(βεs+α)as

由级数公式
∞∑

n=0
xn = 1

1 − x
可得 Ξ =

∏
s

1
1 − e−α−βεs

, lnΞ = −
∑

s

ln
(
1 − e−α−βεs

)
=:
∑

s

ζs.

定义单粒子态的巨配分函数为 Ξs =
∑
as

e−as(α+βεs), 满足 lnΞs = ln
∞∑

as=0
e−as(α+βεs) = ζs,

∏
s

Ξs = Ξ, 由 ase−as(α+βεs) = − ∂

∂α
e−as(α+βεs) 可得

⟨as⟩ =

∑
as

ase−as(α+βεs)

∑
as

e−as(α+βεs)
= − 1

Ξs

∂Ξs

∂α
= − ∂

∂α
lnΞ = −∂ζs

∂α
= e−α−βεs

1 − e−α−βεs
= 1

eα+βεs − 1
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Thm. 4 Fermi-Dirac 分布

由全同 Fermi 子构成的系统的巨配分函数为

Ξ =
∏
s

(
1 + e−α−βεs

)
(2.14)

单粒子态 s 的巨配分函数的对数为

ζs = ln
(
1 + e−α−βεs

)
(2.15)

从而单粒子态 s 的平均占据数为

⟨fs⟩ = −∂ζs

∂α
= 1

eα+βεs + 1
(2.16)

Pf 由 Pauli 不相容原理, s 态上的占据数 as 只能取 0 或 1, 从而

Ξ =
∏
s

1∑
as=0

e−(βεs+α)as =
∏
s

(
1 + e−α−βεs

)

计算可得 ⟨as⟩.

Prop. 5 简并情况下的 BE 分布与 FD 分布

⟨al⟩ = ϖl

eα+βεs±1 (2.17)

Prop. 6 非简并条件

满足非简并条件时, BE 分布与 FD 分布表达式中的 ±1 可忽略, 从而退化为 MB 分布, 即

⟨al⟩FD/BE = ϖl

eα+βεs(±1)
→ ⟨al⟩MB = ϖl

eα+βεs
(2.18)

非简并条件为

ϖl ≫ ⟨al⟩ ⇐⇒ eα ≫ 1 (2.19)

此时能级 εl 上可供占据的态数目远大于该能级上的平均占据数, 两个粒子同时占据同一
个态的概率很小, 从而量子全同性的影响很小.
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2.2 经典理想气体

2.2.1 单原子分子理想气体

2.2.2 双原子分子理想气体

2.2.3 混合理想气体

2.3 理想 Bose 气体

2.3.1 逸度

Prop. 7 理想 Bose 气体的巨配分函数

自由 Bose 子的单粒子能量 ε = p2

2m
可取 [0,∞), 从而巨配分函数可表为

lnΞ = −
∑

r

ln
(
1 − e−α−βεr

)
= − ln

(
1 − e−α

)
−

∑
p,ε(p)>0

ln
(
1 − e−α−βε(p)

)
(2.20)

Def. 6 逸度

定义逸度 (fugacity) 为
z = e−α = eµ/kBT (α ≥ 0, µ ≤ 0) (2.21)

逸度反映了系统的量子简并程度与接近 Bose-Einstein 凝聚的程度. 可由逸度反解出化学
势

µ = kBT ln z (2.22)

Prop. 8

逸度取值为 (0, 1]. 当 z ̸→ 1 时, lnΞε=0 对于宏观系统而言可忽略. 从而巨配分函数为

lnΞ = −
∑

p,ε(p)>0
ln
(
1 − e−α−βε(p)

)
(2.23)
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2.3.2 弱简并理想 Bose 气体

ε− µ

kBT

fB

1

1

Lem. 1 Born-Karman 周期边界条件

B-K 周期边界条件为 
ψ(x+ L, y, z) = ψ(x, y, z)

ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z)

ψ(x, y, z + L) = ψ(x, y, z)

(2.24)

将自由粒子波函数 ψ(x) = eik·x 代入可得 eikxL = eikyL = eikzL = 1, 可得 ki = 2πni

L
, 从而

pi = hni

L
(ni = 0, 1, 2, · · ·) (2.25)

(∆p)3 = h3

L3 = h3

V
. 能量为 ε = 2πℏ2

mL2 (n2
x + n2

y + n2
z), 从而典型的能级间隔大小为

∆ε = 2πℏ2

mL2 ∼ ℏ2

mL2 (2.26)

从而当 ∆ε ≪ kBT 时, 称为准连续.

Thm. 5 非相对独立粒子的能态密度

g(ε) = 2π(2s+ 1)V
h3 (2m)

3
2
√
ε (ε > 0) (2.27)

g(ε) dε 表示系统处于能量在 [ε, ε+ dε] 间的单粒子态数.

在体积为 V 的空间内, 设单粒子态 r = (nx, ny, nz,ms),

∑
r

f(pr) = V

h3

s∑
ms=−s

∞∑
nx,ny ,nz=−∞

f(p)(∆p)3 == (2s+ 1)V
h3

ˆ
d3p f(p)
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令 p = |p|, 将直角坐标变换到球坐标

ˆ
d3p f(p) =

ˆ ∞

0
p2f(p) dp

ˆ π
0

sin θ dθ
ˆ 2π

0
dφ = 4π

ˆ ∞

0
p2f(p) dp

由 p =
√

2mε 可得

∑
r

f(pr) = 2π(2s+ 1)V
h3 (2m)

3
2

ˆ ∞

0

√
εf(

√
2mε) dε

Def. 7 Bose 函数与 Riemann ζ 函数

定义 Bose 函数 (Bose function) 为

gν(z) =
∞∑

j=1

zj

jν
(ν > 0) (2.28)

Riemann ζ 函数 (Riemann zeta function) 为

ζ(ν) =
∞∑

n=1

1
nν

(2.29)

从而当 z = 1 时, 有 gν(1) = ζ(ν).

Def. 8 热 de Broglie 波长

定义与粒子本身热运动能量相当的 de Broglie波长为热 de Broglie波长 (thermal de Broglie
wavelength)

λT = h√
2πmkBT

(2.30)

Thm. 6 弱简并 Bose 气体的巨配分函数

lnΞ = (2s+ 1)V
λ3

T

g 5
2
(z) (2.31)

Pf 弱简并情况下, Bose 气体的能级准连续, 从而可将对态求和化为对能态密度的积分

lnΞ = −2π(2s+ 1)V
h3 (2m)

3
2

ˆ ∞

0
ln
(
1 − e−α−βε

)√
ε dε

x:=βε===== −2π(2s+ 1)V
h3 (2mkBT )

3
2

ˆ ∞

0
ln
(
1 − e−α−x

)√
x dx

(2.32)

将其中对数函数展开, 并逐项积分可得
ˆ ∞

0
ln
(
1 − e−α−x

)√
x dx = −

ˆ ∞

0

∞∑
j=1

e−j(α+x)

j

√
x dx = −

∞∑
j=1

e−jα

j

ˆ ∞

0
e−jx

√
x dx (2.33)

18



理想气体

ˆ ∞

0
e−jx

√
x dx t=jx==== 1

j
3
2

ˆ ∞

0
e−t

√
t dt = Γ(3/2)

j
3
2

= Γ(1/2)
2j 3

2
=

√
π

2j 3
2

(2.34)

从而可用 g 5
2
(z) 与 λT 将弱简并 Bose 气体的巨配分函数写出.

Prop. 9 Bose 气体的平均粒子数

⟨N⟩ = (2s+ 1)V
λ3

T

g 3
2
(z) (2.35)

Pf ⟨N⟩ = − ∂

∂α
lnΞ = − ∂z

∂α

∂

∂z
lnΞ

Prop. 10 Bose 气体的内能

U = 3
2
kBT

(2s+ 1)V
λ3

T

g 5
2
(z) (2.36)

Def. 9 简并参数

定义简并参数 (degeneracy parameter) 为

η = nλ3
T

2s+ 1
(2.37)

η ≪ 1, λT ≪ 1/ 3
√
n 时, 系统是弱简并的.

η = ⟨N⟩
V

λ3
T

2s+ 1
= g 3

2
(z) (2.38)

Rmk 特别的, 对于自旋为 0 的 Bose 子, 有 y = nλ3
T = η.

Prop. 11 Bose 气体的物态方程

由热力学公式可得压强 p(z), 从而有

pV = kBT
(2s+ 1)V

λ3
T

g 5
2
(z) = 2

3
U (2.39)

于是可得弱简并理想 Bose 气体的物态方程, 保留至最低精度为

pV

⟨N⟩ kBT
= 1 − nλ3

T

2 5
2 (2s+ 1)

(2.40)

Rmk Bose 统计使粒子倾向于聚集, 相同温度与密度下, Bose 气体的压强小于经典气体.

Pf p = 1
β

∂

∂V
lnΞ = 2s+ 1

βλ3
T

g 3
2
(z). pV = (2s+ 1)V

βλ3
T

g 5
2
(z). pV

⟨N⟩ kBT
=
g 5

2
(z)

g 3
2
(z)

.

从 η = η(z) = g 3
2
(z) =

∞∑
j=1

zj

j
3
2
中反解出 z = z(η) = η − 1

2 3
2
η2 −O(η3).
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从而
pV

⟨N⟩ kBT
= 1 − 1

2 5
2
η −O(η2).

Prop. 12 Bose 气体的熵

S = kB

(5
2

lnΞ + ⟨N⟩α
)

(2.41)

2.3.3 Bose-Einstein 凝聚

Thm. 7 含基态的 Bose 气体的巨配分函数

弱简并情况, 忽略了单粒子的基态. 考虑 ε = 0 的情况, 则

lnΞ = −(2s+ 1) ln(1 − z) − 2π(2s+ 1)V
h3 (2mkBT )

3
2

ˆ ∞

0
ln
(
1 − e−α−x

)√
x dx (2.42)

Prop. 13 平均粒子数

⟨N⟩ = ⟨N⟩0 + ⟨N⟩ε=0 = (2s+ 1)
[

z

1 − z
+ V

λ3
T

g 3
2
(z)
]

(2.43)

基态与激发态的平均粒子数分别为

⟨N⟩0 = (2s+ 1) z

1 − z
⟨N⟩ε>0 = (2s+ 1)V

λ3
T

g 3
2
(z) (2.44)

Pf − ∂

∂α
lnΞε=0 = (2s+ 1) ∂z

∂α

∂

∂z
ln(1 − z) = (2s+ 1) z

1 − z
.

Prop. 14 最大激发态平均粒子数

由于 g 3
2
(z) =

∞∑
j=1

zj

j
3
2
在 z ∈ (0, 1] 单增, 故

⟨N⟩ε>0 ≤ (2s+ 1)V
λ3

T

g 3
2
(1) = (2πmkBT )

3
2
(2s+ 1)V

h3 ζ(3/2) =: ⟨N⟩max
ε>0 (2.45)

Def. 10 Bose-Einstein 凝聚

无相互作用的系统中, 宏观数量的 Bose 子凝聚到最低的单粒子态上的现象, 称为 Bose-
Einstein 凝聚 (Bose-Einstein condensation, BEC).

Thm. 8 BEC 的临界温度

Tc = 2π
[(2s+ 1)ζ(3/2)]

3
2

ℏ2

mkB
n

2
3 (2.46)

随着温度减小, 最大激发态平均粒子数也随之减小. 当 ⟨N⟩max
ε>0 (T ) ≤ ⟨N⟩ 时, 开始发生
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BEC. 令 ⟨N⟩max
ε>0 (Tc) = ⟨N⟩, 则

(2πmkBTc)
3
2
2s+ 1
h3 ζ(3/2) = ⟨N⟩

V
= n

从而可从中解出 BEC 凝聚的临界温度 Tc.

Prop. 15 基态上凝聚的粒子数密度

n0(T ) = n

1 −
(
T

Tc

) 3
2

 (2.47)

当 T = 0, 即绝对零度时, n0(0) = n, 所有粒子都凝聚到基态上.

T/Tc

n0/n

1

1

Pf ⟨N⟩0 = ⟨N⟩ − ⟨N⟩ε>0 = ⟨N⟩max
ε>0 (Tc) − ⟨N⟩max

ε>0 (T ), 从而

n0(T ) = ⟨N⟩0
V

= (2πmkBTc)
3
2
2s+ 1
h3 ζ(3/2) − (2πmkBT )

3
2
2s+ 1
h3 ζ(3/2)

= (2πmkBTc)
3
2
2s+ 1
h3 ζ(3/2)︸ ︷︷ ︸

=n

1 −
(
T

Tc

) 3
2



Cor. 1 零温 Bose 气体的熵

T = 0 时, Bose 气体只有一种微观态, 即所有 Bose 子凝聚于基态, 从而 S(0) = 0.
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2.3.4 光子气体

2.4 理想 Fermi 气体

2.4.1 弱简并理想 Fermi 气体

Thm. 9

lnΞ = 2π(2s+ 1)V
h3 (2mkBT )

3
2

ˆ ∞

0
ln
(
1 + e−α−x

)√
x dx

= (2s+ 1)V
h3 (2πmkBT )

3
2

∞∑
j=1

(−1)j−1 e−jα

j
5
2

(2.48)

Prop. 16

⟨N⟩ = (2s+ 1)V
h3 (2πmkBT )

3
2

∞∑
j=1

(−1)j−1 e−jα

j
5
2

(2.49)

Prop. 17

p = 2U
3V

(2.50)

Prop. 18

pV

⟨N⟩ kBT
= 1 + 1

2 5
2
η (2.51)

2.4.2 金属电子气体

Thm. 10 Fermi-Dirac 分布函数

由 Fermi-Dirac 分布, 理想 Fermi 气体中能量为 ε 的单粒子态的平均占据数由分布函数描

述

f = f(ε) = 1

e
ε−µ
kBT + 1

(2.52)

特别地, 当 T → 0 时

f(ε) = lim
T →0

1

e
ε−µ
kBT + 1

=


1 ε < µ(0)

0 ε > µ(0)
(2.53)
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ε

f

0

1

µ
(a) T = 0

ε

f

0

1

1
2

µ

∼ kBT

(b) T > 0

Def. 11 Fermi 能级, Fermi 面

零温化学势为 µ(0), 称
εF := µ(0) (2.54)

为 Fermi 能级 (Fermi level), 又称 Fermi 面 (Fermi surface). 所有能量低于 εF 的量子态均

被填充, 而所有能量高于 εF 的量子态均空置.

Prop. 19 Fermi 能级的表达式

Fermi 能级, 即零温化学势, 由 ⟨N⟩ 决定

⟨N⟩ =
ˆ εF

0
g(ε) dε = 4πV

h3 (2m)
3
2

ˆ εF

0

√
ε dε = 8πV

3h3 (2mεF)
3
2 (2.55)

从而 Fermi 能级为
εF = ℏ2

2m
(3π2n)

2
3 (2.56)

Def. 12 Fermi 动量, Fermi 波矢, Fermi 速率, Fermi 球

T = 0 时电子的最大动量 pF, 称为 Fermi 动量:

pF =
√

2mεF = ℏ 3
√

3π2m (2.57)

从而有 Fermi 波矢
kF = 3

√
3π2n (2.58)

Fermi 速率
vF = pF

m
(2.59)

对于自由非相对论 Fermi 子, 其动量空间的等能面为一个球面, 称为 Fermi 球 (Fermi
sphere). 定义 Fermi 温度为

TF = εF

kB
(2.60)
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Cor. 2 基于温度的量子简并程度判定

T ≪ TF, 强简并.

Pf z = e−α = e− µ
kBT ≪ 1, ⇒ µ(T ) ≈ µ(0) = εF ≫ kBT , ⇒ T ≪ TF.

Prop. 20 零温自由电子气的内能

U(0) =
ˆ εF

0
g(ε)ε dε = 4πV

h3 (2m)
3
2

ˆ εF

0
ε

3
2 dε = 8πV

5h3 (2m)
3
2 ε

5
2
F = 3

5
⟨N⟩ εF (2.61)

Prop. 21 零温自由电子气的简并压强

p(0) = 2U(0)
3V

= 2
5
nεF (2.62)

Cor. 3 零温自由电子气的熵

T = 0 时, Fermi 气体只有一种微观态, 即 ε < εF 的能级均只填充一个 Fermi 子, 从而
S(0) = 0.

Lem. 2 Sommerfeld 展开

定义下述形式的积分为 Sommerfeld 积分

I =
ˆ ∞

0

ϕ(ε) dε

e
ε−µ
kBT + 1

(2.63)

其中 ϕ(ε) 为某个关于能量的光滑函数. 低温 (T ≪ TF) 时, Sommerfeld 积分可展开为

I =
ˆ µ

0
ϕ(ε) dε+ π

2

6
(kBT )2ϕ′(µ) + 7π4

720
(kBT )4ϕ′′′(µ) + · · · (2.64)

Prop. 22 低温自由电子气的平均粒子数与内能

令 c = 4πV
h3 (2m)

3
2 , 则

⟨N⟩ =
ˆ ∞

0

c
√
ε dε

e
ε−µ
kBT + 1

= 2
3
cµ

3
2

1 + π
2

8

(
kBT

µ

)2
 (2.65)

U =
ˆ ∞

0

cε
3
2 dε

e
ε−µ
kBT + 1

= 2
5
cµ

5
2

1 + 5π2

8

(
kBT

µ

)2
 (2.66)
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Prop. 23 低温自由电子气的化学势与内能的近似表示

可用 Fermi 能级 εF = µ(0) 将低温时化学势 µ(T ) 表示为

µ = εF

1 − π
2

12

(
kBT

εF

)2
 (2.67)

U = 3
5
NεF

1 + 5π2

12

(
kBT

εF

)2
 (2.68)

Pf µ =
(

3 ⟨N⟩
2c

) 2
3

︸ ︷︷ ︸
=εF

1 + π
2

8

(
kBT

µ

)2
− 2

3

≈ εF

[
1 − 2

3
π2

8

(
kBT

εF

)]
.

U = 3
5

⟨N⟩ εF

1 − π
2

12

(
kBT

εF

)2
 5

2
1 + 5π2

8

(
kBT

µ

)2


≈ 3
5

⟨N⟩ εF

1 − 5π2

24

(
kBT

εF

)2
1 + 5π2

8

(
kBT

µ

)2


≈ 3
5

⟨N⟩ εF

1 + 5π
12

(
kBT

εF

)2

+O

(kBT

εF

)4


Prop. 24 自由电子气的等体热容

CV =
(
∂U

∂T

)
V

= NkB
π2

2
kBT

εF
(2.69)

2.5 理想声子气体
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3 热力学基本规律

平衡态热力学的主要研究目的就是揭示处于热力学平衡态的宏观系统的演化规律，是

建立在几个基本逻辑假定（平衡态公设、热力学第零至三定律）基础上的演绎科学。

——赵柳《统计热物理》

3.1 热力学系统的状态

3.1.1 宏观系统的平衡态

Def. 1 宏观相互作用通道

宏观系统与外界发生关联的 3 种途径, 称为宏观相互作用通道. 有

1. 热量交换: ∆Q > 0 表示系统从外界吸热;

2. 相互做功: ∆W > 0 表示外界对系统做功.

3. 物质交换: ∆N > 0 表示系统的物质总量增加.

Def. 2 宏观系统的分类

可根据相互作用通道的开闭情况, 将宏观系统分为几种类型:

系统类型 热量交换 相互做功 物质交换

孤立系统 × × ×
封闭系统 ✓ ✓ ×
绝热系统 × ✓ ×
开放系统 ✓ ✓ ✓

Def. 3 热力学平衡态

• 若系统的各种宏观性质在长时间内不发生任何变化, 则称这种状态为热力学平衡态
(thermodynamic equilibrium state).

• 系统由初始状态达到平衡态所经历的时间, 称为弛豫时间 (relaxation time). 若系统
各种宏观性质的弛豫时间不同, 则取最长的作为系统的弛豫时间.

• 平衡态下, 系统维持热动平衡, 忽略涨落, 认为系统的宏观物理量具有确定的值.

Def. 4 状态参量, 状态函数

• 状态参量 (state parameter) 是用来描述热力学系统平衡态的宏观物理量.

• 对于给定的热力学系统, 可以选取一组彼此独立的状态参量, 使它们的取值能够唯一
确定系统的平衡态; 这些参量可以独立改变, 而系统的其他宏观状态量均可表示为它
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们的函数, 称为状态函数 (state function).

• 常见状态参量:

– 几何参量: 体积 V , 应变张量 εab;

– 力学参量: 压强 p, 应力张量 σab;

– 热学参量: 温度 T ;

– 电磁参量: 电场强度 Ea, 电极化强度 P a, 磁场强度 Ha, 磁化强度 Ma;

– 化学参量: 组分质量 mi, 组分物质的量 ni, 化学势 µ;

– · · ·

• 只需 p 与 V 两个状态参量即可确定状态的系统, 称为简单系统.

Post. 1 平衡态公设

给定一个孤立系统, 存在唯一的内禀平衡态. 若系统在初始时刻没有处于内禀平衡态, 则
经历充分长的弛豫时间 τ 后, 系统会自发地演化到该平衡态, 且无法自发地离开该平衡态.

Def. 5 热力学系统的状态空间

热力学系统的所有平衡态构成的集合, 称为其状态空间 (state space). 通常选取一组独立
的状态参量作为坐标, 于是每一个平衡态都对应状态空间中的一个点.

3.1.2 热平衡定律与温度

Def. 6 热平衡

若两个物体 A 和 B 进行热接触, 一段时间后达到了一个共同平衡态, 则称 A 与 B 达到了

热平衡 (thermal equilibrium), 记作 A ∼ B.

Law. 1 热平衡定律 (热力学第零定律)

若 A ∼ B, 且 B ∼ C, 则 A ∼ C.

Def. 7 温度

热平衡满足对称性、自反性、传递性,从而是一个等价关系,于是可将系统的所有平衡态划
分为若干个等价类. 温度 (temperature) T 为表征这些热平衡等价类的状态参量. 有

A ∼ B ⇐⇒ TA = TB (3.1)
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Def. 8 温标

对温度的数值表示称为温标 (temperature scale). 理想气体温标

T (p) = 273.16 K lim
ptr→0

p

ptr
(3.2)

其中 ptr = 273.16 KnR
V0
为气体在水的三相点温度下的压强.

3.1.3 物态方程

Def. 9 物态方程

系统各个状态参量 x1, · · · , xn 之间的约束关系 F (x1, · · · , xn), 称为物态方程. 简单系统的
物态方程的一般形式为

f(p, V, T ) = 0 (3.3)

从而可将 p, V, T 中其二视作独立参量, 第三个量为前者的函数.

Prop. 1 p, V, T 的循环关系

p, V, T 三个变量满足 (
∂V

∂p

)
T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂T

∂V

)
p

= −1 (3.4)

Pf 对物态方程微分, 有 df = ∂f

∂p
dp+ ∂f

∂V
dV + ∂f

∂T
dT . 固定 T , 则 dV =

df − ∂f

∂p
dp

∂f

∂V

,

从而

(
∂V

∂p

)
T

= − ∂f/∂p

∂f/∂V
. 类似地,

(
∂p

∂T

)
V

= −∂f/∂T

∂f/∂p
,
(
∂T

∂V

)
p

= −∂f/∂V

∂f/∂T
. 三项相乘即可.

Def. 10 体胀系数, 压强系数, 等温压缩系数

• 体胀系数 α 表示压强不变时, 温度升高 1 K, 体积的相对变化程度.

α = 1
V

(
∂V

∂T

)
p

(3.5)

• 压强系数 β 表示体积不变时, 温度升高 1 K, 压强的相对变化程度.

β = 1
p

(
∂p

∂T

)
V

(3.6)
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• 等温压缩系数 κT 表示温度不变时, 压强增加导致的体积相对减小程度.

κT = − 1
V

(
∂V

∂p

)
T

(3.7)

Rmk 通常通过测量 α, κT 来确定物态方程.

Cor. 1
α, β, κT 满足

α = κTβp (3.8)

Pf
(
∂V

∂p

)
T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂T

∂V

)
p

= (−κTV )(βp)
( 1
αV

)
= −κTβp

α
= −1.

Prop. 2 理想气体的物态方程

pV = nRT (3.9)

Pf 由 Boyle 定律与 Avogadro 定律可得.

Prop. 3 非理想气体的物态方程

• van der Waals 方程 (
p+ an2

V 2

)
(V − nb) = nRT (3.10)

• Onnes 方程
p = nRT

V

[
1 + n

V
B(T ) +

(
n

V

)2
C(T ) + · · ·

]
(3.11)

其中 B(T ), C(T ), · · · 称为第二位力系数, 第三位力系数, · · ·

Prop. 4 简单固体与液体的物态方程

α, κT 很小, 且在一定温度范围内近似为常量, 则有

V (p, T ) = V0(p0, T0)[1 + α(T − T0) − κT (p− p0)] (3.12)

dV
V

= α dT − κT dp (3.13)

Prop. 5 顺磁性固体的磁物态方程

• 顺磁性固体的磁物态方程为
f(Ma, Ha, T ) = 0 (3.14)
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• 磁性离子的相互作用忽略时有 Curie 定律

Ma = C

T
Ha (3.15)

• 平均场近似下计及磁性离子的相互作用时有 Curie-Weiss 定律

Ma = C

T − θ
Ha (3.16)

其中 C, θ 均为常量, 由物质种类决定.

3.2 能量及其转移

3.2.1 功

Def. 11 准静态过程, 可逆过程

• 系统经历的一系列状态均无限接近平衡态的热力学过程, 称为准静态过程 (quasi-
static process). 准静态过程对应状态空间中的一条曲线.

• 准静态判据为
τproc ≫ τrel (3.17)

即热力学过程的特征时间远大于系统的弛豫时间.

• 无耗散 (dissipation, 一切产生熵的不可逆机制) 的准静态过程称为可逆过程.

Def. 12 功

在热力学中, 功 (work) 为系统与外界之间的一种能量传递方式. 当系统与外界存在某种广
义力, 且在该广义力作用下产生了广义位移, 则发生了功. 若记广义力为 Xi, 广义坐标为
xi, 则外界对系统做的功为

đW =
∑

i

Xi dxi (3.18)

Prop. 6 体积膨胀功

W = −
ˆ V2

V1

p dV (3.19)

理想气体在一些典型可逆过程中的功:

• 等体过程: dV = 0
W = 0 (3.20)
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• 等压过程
W = −p(V2 − V1) = −nR(T2 − T1) (3.21)

• 等温过程
W = −

ˆ V2

V1

nRT

V
dV = −nRT ln V2

V1
(3.22)

功不是系统的状态函数, 其值依赖于过程的路径. 数值上等于 p-V 图上过程曲线下方的面
积.

V

p 等体

V1

W = 0

V

p 等压

V1 V2

p1

W

V

p 等温

V1 V2

p = C

V

W

3.2.2 热力学第一定律

Def. 13 内能

内能 (internal energy) U 是热力学系统内部各种微观运动与微观相互作用所具有的总能
量, 是由系统状态唯一确定的状态函数.
可用绝热过程中外界对系统做的功定义内能在末态 2 与初态 1 之差

W = U2 − U1 = ∆U (3.23)

Def. 14 热量

对于一般热力学过程, W ̸= ∆U , 定义内能的变化量与外界对系统所做功之差, 为系统在该
过程中从外界吸收的热量 (heat)

Q = ∆U −W (3.24)

đQ = dU − đW (3.25)

Law. 2 热力学第一定律与内能

在封闭系统的热力学过程中, 外界通过做功和传热两种方式对系统传递的能量, 等于系统
的内能的变化量

∆U = Q+W (3.26)
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dU = đQ+ đW (3.27)

热力学第一定律的其他表述形式:

• 热力学第一定律是能量守恒定律在热现象中的具体体现. 能量既不能凭空产生,也不
能凭空消失, 只能从一种形式转化为另一种形式, 或从一个系统传递到另一个系统.

• 第一类永动机不存在.

Rmk 对于开放系统, 还需加上外界向系统输入的物质所携带的能量 Em, 即

dE = đQ+ đW + đEm (3.28)

热力学第一定律即为能量守恒定律在热现象中的具体体现.

3.2.3 热容与焓

Def. 15 热容

设系统在某一过程中温度升高 ∆T 所吸收的热量为 ∆Q, 则定义热容 (heat capacity) 为

C = lim
∆T →0

∆Q
∆T

(3.29)

将广延量 C 化为强度量:

• 摩尔热容 (molar heat capacity) Cm = C/n 表示 1 mol 物质的热容.

• 比热容 (specific heat capacity) c = C/m 表示单位质量的物质的热容.

Prop. 7 等体热容与等压热容

等体过程

CV =
(
∂U

∂T

)
V

(3.30)

等压过程

Cp =
(
∂U

∂T

)
p

+ p

(
∂V

∂T

)
p

(3.31)

Pf 等体过程W = 0,从而 CV = lim
∆T →0

(
∆U
∆T

)
V

. 等压过程W = −p∆V , Q = ∆U+p∆V ,

从而 Cp = lim
∆T →0

(
∆U + p∆V

∆T

)
p

.
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Def. 16 焓

焓 (enthalpy) 为由 U, p, V 定义的热力学状态函数

H = U + pV (3.32)

Prop. 8 定压过程的焓变

对于定压过程, 有
∆H = ∆U + p∆V = Qp (3.33)

Cp =
(
∂H

∂T

)
p

(3.34)

3.2.4 理想气体的内能、焓、热容

Law. 3 Joule 定律

一定量理想气体的内能只取决于温度, 与 p, V 无关, 即

U = U(T ) (3.35)

或者可等价地写为 (
∂U

∂V

)
T

= 0 (3.36)

Pf 由气体真空膨胀实验可得.

Prop. 9 理想气体的内能

引入等体热容, 有
dU = CV dT (3.37)

U =
ˆ
CV dT + U0 (3.38)

Prop. 10 理想气体的焓

理想气体的焓也只是温度的函数

H = H(T ) = U(T ) + nRT (3.39)

引入等压热容, 有
dH = Cp dT (3.40)

H =
ˆ
Cp dT +H0 (3.41)
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Pf 由焓的定义与理想气体物态方程可得.

Cor. 2 Mayer 关系

Cp − CV = nR (3.42)

Pf Cp − CV = d(H − U)
dT

= d(nRT )
dT

= nR.

Def. 17 热容比

定义热容比 (heat capacity ratio) 为
γ = Cp

CV

(3.43)

由于 Cp = Cp(T ), CV = CV (T ), 从而 γ = γ(T ). 但若过程中温度变化范围不大, 可将
Cp, CV , γ 均视为常量

Cor. 3

CV = nR

γ − 1
Cp = γ

nR

γ − 1
(3.44)

3.2.5 理想气体的绝热过程

Prop. 11 理想气体准静态绝热过程的微分方程

dp
p

+ γ
dV
V

= 0 (3.45)

Pf đQ = 0, đW = −p dV , then dU = −p dV = CV dT .
nR dT = (γ − 1)CV dT = (1 − γ)p dV = p dV + V dp. =⇒ V dp+ γp dV = 0.

Prop. 12 Poisson 绝热方程

pV γ = Const (3.46)

Cor. 4

TV γ−1 = Const pγ−1

T γ
= Const (3.47)

Prop. 13 绝热声速公式

a =
√

dp
dρ

(3.48)
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3.2.6 Carnot 循环

Prop. 14 等温过程的功与热

W = −Q = −nRT ln VB

VA

(3.49)

Pf pV = nRT , W = −
ˆ VB

VA

p dV = −nRT
ˆ VB

VA

dV
V

= −nRT ln VB

VA

.

Prop. 15 绝热过程的功与热

W = ∆U = pBVB − pAVA

γ − 1
= CV (TB − TA) (3.50)

Def. 18 Carnot 循环

Carnot 循环过程由等温过程 A → B, C → D 与绝热过程 B → C, D → A 构成.

V

p

A

B

C

D

T1

T2

Prop. 16 Carnot 循环的分析

1. A → B

Q1 = nRT1 ln VB

VA

(3.51)

2. B → C

T1V
γ−1

B = T2V
γ−1

C (3.52)

3. C → D

Q2 = nRT2 ln VD

VC

(3.53)

4. D → A

T2V
γ−1

D = T1V
γ−1

A (3.54)
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由两个绝热过程可得
VB

VA

= VC

VD

(3.55)

由两个等温过程可得在整个循环中气体对外做的净功

W = Q1 +Q2 = R(T1 − T2) ln VB

VA

(3.56)

热功转化的效率为

η = W

Q1
= 1 − T2

T1
(3.57)

Cor. 5 逆 Carnot 循环的效率

3.3 热力学过程的方向性

3.3.1 热力学第二定律

Law. 4 热力学第二定律

• Clausius 表述: 热量不可能自发地从低温物体传到高温物体, 而不引起其他变化.

• Kelvin 表述: 不可能从单一热源吸收热量, 并将其全部转化为功, 而不引起其他变化.

• Kelvin 表述的另一表述: 第二类永动机不存在.

Meth. 1 Clausius 表述与 Kelvin 表述的等价性

3.3.2 Carnot 定理

Thm. 1 Carnot 定理

所有工作于两个确定温度的热源之间的热机中, 可逆热机的效率最高, 即

ηrev ≫ ηirr (3.58)

Pf 设可逆热机 rev 和不可逆热机 irr 在各自循环中, 分别从 T1 热源吸收热量 Q1, Q
′
1,

向 T2 热源放出热量 Q2, Q
′
2, T1 > T2, 对外做功 W,W ′. 效率分别为 ηrev = W

Q1
.
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高温热源 T1

可逆热机

rev
不可逆热机

irr

低温热源 T2

Q1

Q2

Q′
1

Q′
2

W W ′ −W

Cor. 6
所有工作于两个确定温度的热源之间的可逆热机有相同的效率, 与工作物质及具体循环形
式无关, 有

ηrev = ηC = 1 − T2

T1
(3.59)

3.3.3 Clausius 不等式

Thm. 2 Clausius 不等式

对于任一一个循环过程, 有 ˛ đQ
T

≤ 0 (3.60)

当且仅当可逆循环时等号成立.

3.3.4 Clausius 熵

Def. 19 Clausius 熵

∆S =
ˆ B

A

đQ
T

(3.61)

dS = đQ
T

(3.62)

Thm. 3 热力学基本方程

dU = T dS − p dV (3.63)

Prop. 17 理想气体的熵变

对于物质的量恒定为 n 的理想气体, 熵的全微分为

dS = nCV,m
dT
T

+ nR
dV
V

= nCp,m
dT
T

− nR
dp
p

= nCV,m
dp
p

+ nCp,m
dV
V

(3.64)
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若 CV,m 为常量, 则从平衡态 1 到 2 的熵变为

∆S = nCV,m ln T2

T1
+ nR ln V2

V1

= nCp,m ln T2

T1
− nR ln p2

p1

= nCV,m ln p2

p1
+ nCp,m ln V2

V1

(3.65)

3.3.5 熵增定律

Law. 5 熵增定律

封闭系统经绝热过程后, 熵永不减少, 即

∆S ≥ 0 (3.66)

当且仅当可逆过程后熵不变.

3.4 热力学函数

3.4.1 Helmholtz 自由能与 Gibbs 自由能

Def. 20 Helmholtz 自由能

F = U − TS (3.67)

dF = −S dT − p dV (3.68)

Def. 21 Gibbs 自由能

G = F + pV = U − TS + pV (3.69)

dG = V dp− S dT (3.70)

Def. 22 基本热力学函数, 热力学势

称 S, U,H, F,G 为基本热力学函数 (fundamental thermaldynamic function).
由内能 U 对其自然变量 S 或 V 作 Legendre 变换所得到的热力学函数, 连同 U 本身,
称为热力学势 (thermaldynamic potential). 对于粒子数固定的简单系统, 有四个热力学势
{U(S, V ), H(S, p), F (T, V ), G(T, p)}
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Prop. 18 等温过程的最大功

系统在等温过程中对外做功不大于 Helmholtz 自由能的减少, 即

−W ≤ −∆F (3.71)

当且仅当可逆过程时取等.

Pf 由 Clausius 不等式 ∆S ≥
˛ đQ

T
, 等温过程中 Q = ∆U − W ≤ T∆S. 从而 −W ≤

−∆F = −∆U − T∆S.

Prop. 19 等温等体过程方向的判据

等温等容过程中, 系统的 Helmholtz 自由能永不增加, 即

(∆F )T,V ≤ 0 (3.72)

当且仅当可逆过程时取等.

Pf 等温等体过程中 W = 0, 从而 ∆F ≤ 0.

Prop. 20 等温等压过程方向的判据

等温等容过程中, 系统的 Gibbs 自由能永不增加, 即

(∆G)T,p ≤ 0 (3.73)

当且仅当可逆过程时取等.

Pf ∆G = ∆U + p∆V − T∆S = ∆F + p∆V ≤ 0.

3.4.2 Maxwell 关系

Meth. 2 由 U,H, F,G 的全微分导出 Maxwell 关系

1. 对 U(S, V ) 全微分

dU = T dS − p dV =
(
∂U

∂S

)
V

dS +
(
∂U

∂V

)
S

dV =⇒


T =

(
∂U

∂S

)
V

p = −
(
∂U

∂V

)
S(

∂

∂V

)
S

(
∂U

∂S

)
V

=
(
∂

∂S

)
V

(
∂U

∂V

)
S

=
(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V
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2. 对 H(S, p) 全微分

dH = T dS + V dp =
(
∂H

∂S

)
p

dS +
(
∂H

∂p

)
S

dp =⇒


T =

(
∂H

∂S

)
p

V =
(
∂H

∂p

)
S(

∂

∂p

)
S

(
∂H

∂S

)
p

=
(
∂

∂S

)
p

(
∂H

∂p

)
S

=
(
∂T

∂p

)
S

=
(
∂V

∂S

)
p

3. 对 F (T, V ) 全微分

dF = −S dT − p dV =
(
∂F

∂T

)
V

dT +
(
∂F

∂V

)
T

dV =⇒


S = −

(
∂F

∂T

)
V

p = −
(
∂F

∂V

)
T(

∂

∂V

)
T

(
∂F

∂T

)
V

=
(
∂

∂T

)
V

(
∂F

∂V

)
T

= −
(
∂S

∂V

)
T

= −
(
∂p

∂T

)
V

4. 对 G(T, p) 全微分

dG = −S dT + V dp =
(
∂G

∂T

)
p

dT +
(
∂G

∂p

)
T

dp =⇒


S = −

(
∂G

∂T

)
p

V =
(
∂G

∂p

)
T(

∂

∂p

)
T

(
∂G

∂T

)
p

=
(
∂

∂T

)
p

(
∂G

∂p

)
T

= −
(
∂S

∂p

)
T

=
(
∂V

∂T

)
p

Thm. 4 Maxwell 关系 (
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

(3.74)

(
∂T

∂p

)
S

=
(
∂V

∂S

)
p

(3.75)

(
∂S

∂V

)
T

=
(
∂p

∂T

)
V

(3.76)

(
∂S

∂p

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
p

(3.77)

Rmk 利用 Maxwell 关系, 可将 U,H 等不易测量的量, 转化为物态方程 f(p, V, T ) = 0,
α, κ, 热容 CV , Cp 等易测量的量.
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Prop. 21 定体热容的熵表示, 温度不变时内能随体积变化率与物态方程的关系

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

(3.78)

(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p (3.79)

代入理想气体

Pf 对 U(T, V ) 全微分

dU = T dS − p dV = T

[(
∂S

∂T

)
V

dT +
(
∂S

∂V

)
T

dT
]

− p dV

= T

(
∂S

∂T

)
V

dT +
[
T

(
∂S

∂V

)
− p

]
dV =

(
∂U

∂T

)
V

dT +
(
∂U

∂V

)
T

dV

从而 CV =
(
∂U

∂T

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

.
(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂S

∂V

)
− p = T

(
∂p

∂T

)
V

− p.

Prop. 22 等压热容的熵表示, 温度不变时焓随压强变化率与物态方程的关系

Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

(3.80)

(
∂H

∂p

)
T

= V − T

(
∂V

∂T

)
p

(3.81)

Pf

Cor. 7 任意简单系统的等压热容与等体热容之差

Cp − CV = V Tα2

κT

(3.82)

Pf 由 Maxwell 关系与 α = κTβp, 可得

Cp − CV = T

(∂S
∂T

)
p

−
(
∂S

∂T

)
V

 = T

(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

= T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
p

= T (βp)(αV ) = V Tα2

κT
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3.4.3 特性函数

Def. 23 特性函数

当一个热力学函数以其自然变量表示时, 可通过该函数及其各阶偏导数确定系统的全部平
衡热力学性质, 则称其为特性函数 (characteristic function).
Rmk U(S, V ), H(S, p), F (T, V ), G(T, p) 均为特性函数.

Prop. 23 以 F (T, V ) 作为特性函数

由全微分 dF = −S dT − p dV , 可得熵与物态方程

S(T, V ) = −∂F

∂T
p(T, V ) = −∂F

∂V
(3.83)

由 Helmholtz 自由能的定义式, U = F + TS, 可得内能

U(T, V ) = F − T
∂F

∂T
(3.84)

Prop. 24 以 G(T, p) 为特性函数

由全微分 dG = −S dT + V dp, 可得熵与物态方程

S = −∂G

∂T
V (T, p) = ∂G

∂p
(3.85)

由 Gibbs 自由能的定义式, U = G+ TS − pV , 可得内能

U(T, p) = G− T
∂G

∂T
(3.86)

3.4.4 基本热力学函数的确定

Prop. 25 以 T, V 为独立状态参量

物态方程为 p = p(T, V ), 内能全微分为

dU =
(
∂U

∂V

)
T

dV +
(
∂U

∂T

)
V

dT = CV dT +
[
T

(
∂p

∂T

)
V

− p

]
dV

从而内能为

U = U0 +
ˆ
CV dT +

[
T

(
∂p

∂T

)
V

− p

]
dV (3.87)

熵的全微分为

dS =
(
∂S

∂T

)
V

dT +
(
∂S

∂V

)
T

dV = CV

T
dT +

(
∂p

∂T

)
V

dV
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从而熵为

S = S0 +
ˆ
CV

T
dT +

(
∂p

∂T

)
V

dV (3.88)

等体热容满足偏导数关系(
∂CV

∂V

)
T

= T
∂

∂V

∣∣∣∣∣
T

(
∂S

∂T

)
V

= T
∂

∂T

∣∣∣∣∣
V

(
∂S

∂V

)
T

= T

(
∂2p

∂T 2

)
V

从而等体热容为

CV = CV,0 + T

ˆ V

V0

(
∂2p

∂T 2

)
V

dV (3.89)

Rmk 若通过实验测量或统计力学推导得到物态方程 p = p(T, V ) 与某一体积 V0 下的等

体热容 CV,0, 则可求出内能 U 与熵 S.

Prop. 26 以 T, p 为独立状态参量

物态方程为 V = V (T, p), 则焓为

H = H0 +
ˆ
Cp dT +

V − T

(
∂V

∂T

)
p

 dp (3.90)

再由 U = H − pV 可进一步求出内能. 熵为

S = S0 +
ˆ
Cp

T
dT −

(
∂V

∂T

)
p

dp (3.91)

等压热容为

Cp = Cp,0 − T

ˆ p

p0

(
∂2V

∂T 2

)
p

dp (3.92)

Rmk 若通过实验测量或统计力学推导得到物态方程 V = V (T, p) 与某一压强 p0 下的等

压热容 Cp,0, 则可求出焓 H, 内能 U 与熵 S.

Cor. 8 理想气体的焓、熵、Helmholtz 自由能、Gibbs 自由能

H = H0 +
ˆ
Cp dT (3.93)

S = S0 +
ˆ
Cp

T
dT − nR lnT (3.94)

F = U0 − TS0 − T

ˆ
dT
T 2

ˆ
CV dT − nRT ln V (3.95)

G = H0 − TS0 − T

ˆ
dT
T 2

ˆ
Cp dT + nRT ln p = nRT (φ+ ln p) (3.96)
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Eg. 1 van der Waals 气体

3.4.5 热动平衡的判据

Thm. 5 熵判据

一个孤立系统对于各种可能的虚变动, 平衡态的熵最大.

Pf 由熵增原理可得.

Prop. 27 熵判据的数学表述

设 ∆S 为围绕某一状态发生的各种可能的虚变化所引起的熵变. 孤立系统处于稳定平衡状
态 ⇐⇒ ∆S < 0.

• 对 ∆S 作 Taylor 展开, 保留到二阶项

∆S = δS + 1
2
δ2S +O(δ3S) (3.97)

• 一阶变分 δS = 0 时, 熵有极值;

• δS = 0 且二阶变分 δ2S < 0 时, 熵有极大值, 且有平衡的稳定性.

• 若 S 为全局极大值, 则称为稳定平衡; 若 S 仅为局部极大值, 非全局极大值, 则称为
亚稳平衡. 若 δS = δ2S = 0, 则称为中性平衡.

Thm. 6 Helmholtz 自由能判据

等温等体系统处于稳定平衡状态 ⇐⇒

∆F = δF + 1
2
δ2F +O(δ3F ) > 0 (3.98)

其中 δF = 0 为平衡条件, δ2F > 0 为稳定性条件.

Thm. 7 Gibbs 自由能判据

等温等压系统处于稳定平衡状态 ⇐⇒

∆G = δG+ 1
2
δ2G+O(δ3G) > 0 (3.99)

其中 δG = 0 为平衡条件, δ2G > 0 为稳定性条件.
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Eg. 2 均匀系统的热动平衡

均匀系统达到平衡, 要求整个系统的温度和压强是均匀的. 稳定平衡要求

CV > 0
(
∂p

∂V

)
T

< 0 (3.100)

3.4.6 开放系统的热力学基本方程

Def. 24 化学势

开放系统的粒子数 N 可变, 从而物质的量 n 也可变, 定义化学势 (chemical potential) 为
增加 1 mol 物质 Gibbs 自由能的增量

µ =
(
∂G

∂n

)
T,p

(3.101)

Prop. 28 开放系统 Gibbs 自由能的全微分

dG = −S dT + V dp+ µ dn (3.102)

定义摩尔 Gibbs 自由能为 G(T, p, n) = nGm(T, p), 则 µ = Gm

Cor. 9 化学势的全微分

µ = −S dT + V dp
n

= −Sm dT + Vm dT (3.103)

Pf dG = d(nµ) = n dµ+ µ dn− S dT + V dp+ µ dn, 消去 µ dn 即可.

Thm. 8 开放系统的热力学基本方程

dU = T dS − p dV + µ dn (3.104)

Cor. 10 开放系统的焓、Helmholtz 自由能的全微分

dH = T dS + V dp+ µ dn (3.105)

dF = −S dT − p dV + µ dn (3.106)

Def. 25 巨势

称热力学函数

J = F − µn (3.107)
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为巨势 (grand potential). 由 G = nµ 可得 J = F −G = −pV . 巨势 J 的全微分为

dJ = −S dT − p dV − n dµ (3.108)

巨势 J(T, V, µ) 是以 T, V, µ 为自然变量的特性函数.

3.5 热辐射的热力学规律

Eg. 3 平衡热辐射场的基本性质

由热力学第二定律可得, 一个平衡的热辐射场的能量密度 u 只依赖于温度 u = u(T ), 从而
辐射场的内能为

U(T, V ) = u(T )V (3.109)

辐射场的能量密度与压强满足

p = 1
3
u (3.110)

结合热力学理论, 可得电磁辐射的能量密度为

u = 1
4
aT 4 (3.111)

熵为

S = 4
3
aT 3V (3.112)

辐射流密度为

J = 1
4
cu = σT 4 (3.113)

3.6 磁介质的热力学规律
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4 相变

4.1 单元系的复相平衡

Def. 1 单元系

称一种化学意义上纯的, 只含一种化学组分的物质系统, 为单元系 (one-component sys-
tem).

Def. 2 复相系

称一个可以分为若干个均匀的宏观部分, 而整体不均匀的系统, 为复相系 (multiphase sys-
tem). 其中, 一个物理性质与化学成分处处均匀的宏观部分, 称为一个相 (phase).

4.1.1 复相平衡及稳定性条件

Thm. 1 单元二相系的复相平衡条件

设单元二相系构成一个孤立系统, 有 α 与 β 两个相. 该单元复相系达到平衡 ⇐⇒

Tα = T β

pα = pβ

µα = µβ

(4.1)

上述三个条件分别称为热平衡条件、力学平衡条件、相变平衡条件.

Pf 由于系统孤立, 满足 Uα + Uβ ≡ Utotal, V α + V β ≡ Vtotal, nα + nβ ≡ ntotal. 从而虚变
动需满足 δUα + δUβ = 0, δV α + δV β = 0, δnα + δnβ = 0. 于是利用热动平衡的熵判据, 系统
的熵变为

∆S = δSα + δSβ = δUα + pα δV α − µα δnα

Tα
+ δUβ + pβ δV β − µβ δnβ

T β

=
( 1
Tα

− 1
T β

)
δUα +

(
pα

Tα
− pβ

T β

)
δV α −

(
µα

Tα
− µβ

T β

)
δnα = 0

(4.2)

由于 δUα, δV α, δnα 的任意性, 令系数为零, 则可得 Tα = T β, pα = pβ, µα = µβ.

Meth. 1 由 Lagrange 乘子法求解复相平衡条件

1. 设约束为 U =
∑

α

Uα, V =
∑

α

Vα, n =
∑

α

nα, 下标代表第 α 个相.
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2. 引入 Lagrange 乘子 λU , λV , λn, 定义辅助函数

ϕ =
∑

α

Sα − λU

(∑
α

Uα − U

)
− λV

(∑
α

Vα − V

)
− λn

(∑
α

nα − n

)
(4.3)

3. 由熵判据, 令 δϕ = 0, 可得

∑
α

[( 1
Tα

− λU

)
δUα +

(
pα

Tα

− λV

)
δVα −

(
µα

Tα

+ λn

)
δnα

]
= 0 (4.4)

从而 Tα = 1/λU ≡ T , pα = λV T ≡ p, µα = −λnT ≡ µ. 即, 整个平衡系统有共同的温
度、压强与化学势.

Thm. 2 平衡稳定性条件

对于每个 α 相, 均要求满足
δp δVm − δT δSm ≤ 0 (4.5)

CV > 0
(
∂p

∂V

)
T,n

< 0 (4.6)

4.1.2 相图与 Clapeyron 方程

Def. 3 相图

• 对于一个单元复相系, 两相平衡时满足

Tα = T β = T pα = pβ = p µα(T, p) = µβ(T, p) (4.7)

该关系确定了 T -p图上的一条曲线,固相 (solid phase)、液相 (liquid phase)、气相 (gas
phase)之间三种两相平衡关系分别给出熔化线 (melting curve)、汽化线 (vaporization
curve)、升华线 (sublimation curve), 三线相交处称为三相点 (triple point).

• 汽化线有一个终点, 称为临界点 (critical point). 临界点之外液相与气相的区别消失,
成为单一流体状态, 称为超临界流体 (supercritical fluid).

• 典型相图示意图:
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T

p

三相点

临界点

固相
液相

气相
升华线

熔化线

汽化线

Thm. 3 Clapeyron 方程

dp
dT

= L

T (V β
m − V α

m )
(4.8)

其中 L = T (Sβ
m − Sα

m) 称为相变潜热 (latent heat of phase transition).

Pf dµα = −Sα
m dT + V α

m dp = dµβ = −Sβ
m dT + V β

m dp, 从而 dp
dT

= Sβ
m − Sα

m

V β
m − V α

m
.

Def. 4 一级相变, 连续相变

发生相变时, µα = µβ, 从而化学势连续. 而化学势的一阶导数为

Sm = −
(
∂µ

∂T

)
p

Vm =
(
∂µ

∂p

)
T

(4.9)

• 若满足 Sβ
m ̸= Sα

m 或 V β
m ̸= V α

m , 即化学势的一阶导数不连续, 则称为一级相变 (first-
order phase transition);

• 若 Sβ
m = Sα

m 且 V β
m = V α

m , 即化学势的一阶导数也连续, 但存在更高阶的奇异性, 则称
为连续相变 (continuous phase transition).

• 典型相图中熔化线、汽化线、升华线上发生的是一级相变, 临界点上发生的是连续相
变.
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4.1.3 气液相变

Prop. 1 理想气体的气液相变

• T > Tc: 无论压强多大, 物质均处于气态;

• T = Tc: 当 p < pc 时, 物质处于气态; 当 p > pc 时, 物质处于无法区分气液的状态.
且有 (

∂p

∂Vm

)
T

∣∣∣∣∣
(p,Vm,T )=(pc,Vm,c,Tc)

= 0 (4.10)

• T < Tc: Vm > V g
m 时, 物质为气态; Vm < V l

m 时, 物质为液态; V l
m < Vm < V g

m 时, 气液
共存, 且此时压强一定.

Vm

p

T > Tc
C

T = Tc

Vm,c

pc

A B

V l
m V g

m

液–气两相共存 T < Tc

Prop. 2 van der Waals 气体的气液相变

Vm

p

C

Vm,c

pc

V l
m V g

m

液–气两相共存
T > TcT = TcT < Tc
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4.2 Landau 相变理论

4.3 多元系的相变

4.4 化学平衡

4.5 热力学第三定律
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